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信息 安全 学 科 是 一 门 新 兴 的 学 科 , 它 涉及 通信 学 、 计 算 机 科学 、 信息 学 和 数学 等 多 个 学 
Ж, 其 中 公 钥 密码 学 所 基于 的 三 个 难 解数 学 问题 是 : 

(1) 大 因数 分 解 问题 ; 

(2) 离散 对 数 问题 ; 

(3) 椭圆 曲线 离散 对 数 问题 . 

这 些 问题 涉及 数论 、 代 数 和 椭圆 曲线 论 等 , 但 应 用 于 信息 安全 的 数学 理论 和 知识 只 是 这 
些 数学 理论 中 的 一 小 部 分 , 而 有 关 数 论 、 代 数 和 椭圆 曲线 论 等 方面 的 书籍 多 半 是 针对 数学 专 
业 的 学 生 的 . 此 外 , 在 信息 安全 研究 和 应 用 中 所 产生 的 一 些 新 的 数学 成 果 也 没有 在 数论 、 代 
数 和 椭圆 曲线 论 等 教科 书 中 体现 . 

作者 自 2000 年 以 来 , 在 武汉 大 学 数学 系 和 计算 机 学 院 信息 系 以 及 上 海 交 通 大 学 信息 安 
全 工程 学 院 给 本 科 生 和 研究 生 相继 开设 了 “数论 与 密码 ”、“ 椭 圆 曲 线 论 ” 和 “信息 安全 数学 
基础 ”等 课程 , 深 知 学 生 在 学 习 与 信息 安全 相关 的 数学 知识 , 特别 是 关于 数论 、 代数 和 椭圆 曲 
线 论 等 数学 知识 的 过 程 中 所 遇 到 的 困难 . 因此 , 希望 将 这 些 应 用 于 信息 安全 的 数学 理论 作 一 
次 较 系统 的 介绍 , 以 方便 信息 安全 专业 、 数 学 系 、 计算 机 学 院 、 通 信 工 程 系 等 学 生 以 及 信息 
安全 方面 的 工作 者 学 习 . 

本 书 在 编写 过 程 中 得 到 了 上 海 交通 大 学 信息 安全 工程 学 院 及 武汉 大 学 数学 系 和 计算 机 
学 院 信息 系 许 多 教师 以 及 本 科 生 和 研究 生 的 支持 和 帮助 , 在 此 向 他 们 表示 衷心 的 感谢 此外， 
特别 感谢 姚 家 燕 、 周 超 勇 和 沈 丽 敏 的 许多 具体 帮助 . 另外 , 特别 感谢 国家 自然 科学 基金 青年 
基金 (项 目 编号 : 19501032) 和 国家 教委 优秀 青年 教师 基金 的 支持 . 
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第 2 版 引言 


本 书 自 2004 年 6 月 出 版 后 , 在 上 海 交 通 大 学 、 武汉 大 学 、 西安 电子 科技 大 学 、 北京 电 子 
技术 学 院 、 杭 州 电子 科技 大 学 等 几 十 所 高 校 使 用 . 许多 教师 和 学 生 提出 了 很 多 宝贵 建议 . fE 
者 根据 这 些 建议 , 面向 传统 教学 和 远程 教学 、 视频 课程 教学 MOOC 课程 教学 和 “翻转 式 ” 
课堂 教学 等 , 以 及 信息 安全 专业 学 生 、 网 络 和 信息 安全 从 业 人 员 对 网 络 和 信息 安全 的 数学 理 
论 和 方法 的 需求 , 结合 网 络 与 信息 安全 技术 的 最 新 进展 ,以 及 “信息 安全 数学 基础 ”课程 教 
学 经 验 的 积累 , 特别 是 “发 现 、 学 习 、 寻求 、 解 决 、 提升 ”的 教学 理念 , 对 本 书 作 了 一 些 修订 . 

(1) 基础 性 : 对 网 络 和 信息 安全 所 涉及 的 数学 理论 和 方法 及 重要 算法 给 出 了 详细 的 推理 
和 说 明 . 

(2) 系统 性 : 用 统一 的 数学 语言 和 符号 来 将 三 大 数学 难题 、 网 络 和 信息 安全 所 涉及 的 散 
落 在 数论 、 代数、 椭圆 曲线 三 方面 的 数学 知识 形成 系统 的 知识 体系 . 

(3) 前 沿 性 : 密切 跟踪 国际 上 的 信息 安全 和 密码 算法 标准 , 并 给 出 详细 曾 述 

(4) ЖЕ: 对 定理 及 例题 作 了 更 有 序 的 编号 , 使 得 一 些 知识 可 以 构成 独立 的 知识 体系 ， 
以 满足 网 络 和 信息 安全 专业 人 员 和 非 专业 人 员 对 相关 知识 的 学 习 和 掌握 

(5) 专业 性 : 对 一 些 数学 符号 和 语言 作 了 更 系统 的 表述 , 以 满足 网 络 和 信息 安全 专业 人 
员 和 非 专业 人 员 对 相关 知识 的 进一步 学 习 和 掌握 

(6) 工程 性 : 对 一 些 重要 定理 及 应 用 作 了 更 详细 的 阐述 , 以 满足 网 络 和 信息 安全 专业 人 
员 和 非 专业 人 员 对 相关 工程 实现 和 创新 应 用 的 需求 

发 现 : 就 是 要 发 现 信息 化 推进 中 不 断 提出 的 网 络 和 信息 安全 问题 (如 国际 密码 标准 P1363, 
密码 技术 、RSA、Diffte-Hellman 密 钥 协 商 、BCC、AES、 物 联网 安全 、 轻 量 级 密码 技术 、 身 份 
认证 鉴别 、 认 证 加 密 和 身份 管理 等 ) 以 及 国内 外 相关 信息 通信 技术 的 新 进展 

学 习 : 就 是 要 学 习 该 课程 所 涉及 的 基本 数学 理论 和 方法 , 如 学 习 与 三 大 难 解数 学 问题 (大 
整数 分 解 问题 、 离 散 对 数 问题 、 椭 圆 曲 线 离散 对 数 问题 ) 相关 的 整数 理论 、 同 余 理论 、 代 数 
理论 、 椭圆 曲线 理论 等 . 

寻求 : 就 是 要 寻求 关于 网 络 和 信息 安全 问题 的 应 用 技术 , 如 广义 欧 几 里 得 除法 、 中 国 剩 
余 定理 、 欧 拉 定 理 、 大 素数 生成 有 限 域 的 构造 、Galois 域 等 

解决 : 就 是 要 运用 基本 理论 和 方法 ,以 及 应 用 技术 解决 信息 安全 的 工程 问题 , 如 公 钥 加 
密 / 解 密 、 密 钥 协商 等 . 

提升 : 就 是 要 在 发 现 、 学习 、 寻 求 、 解 决 的 过 程 中 提升 科学 素养 ,进而 发 现 更 深层 的 信 
息 安全 问题 并 提高 学 习 和 创新 能 力 . 


АЖ 
2014 £ 2 月 于 巴黎 


第 1 章 
2 


1.5 
1.6 


17 
1.8 


第 2 章 
21 


2.2 


整数 的 可 除 性 .…. 
整除 的 概念 、 欧 几 里 得 除法 
111 ВЕС лылы 
11.2 Eratoshenes 得 法 
113 欧 几 里 得 除法 一 一 最 小 非 负 余数 
1.1.4 素数 的 平凡 判别 
115 ” 欧 几 里 得 除法 一 一 一 般 余 数 … 
1.2.1 b 进 制 
1.22 ИЯ ........................ 
最 大 公 因 数 与 广义 欧 几 里 得 除法 
131 最 大 公 因 数 . б 
13.2 广义 欧 几 里 得 除法 及 计算 最 大 公 因 数 .… 
1.3.3 Bézout 等 式 
1.3.4 Bézout 等 式 的 证 明 
135 最 大 公 因 数 的 进一步 性 质 
136 多 个 整数 的 最 大 公 因数 及 计算 . 
137 形 为 2 一 1 的 整数 及 其 最 大 公 因 数 
整除 的 进一步 性 质 及 最 小 公 倍 数 …. 
141 整除 的 进一步 性 质 … А 
142 ВЛА... 38 
143 ”最 小 公 倍数 与 最 大 公 因数 
144 多 个 整数 的 最 小 公 倍数 


© © зз зз с в кою н 


Еж 
同 余 的 概念 及 基本 性 质 
211 同 余 的 概念 .. 
212 ” 同 余 的 判断 .. 
213 МАНИЯ 
剩余 类 及 完全 剩余 系 .. 
221 剩余 类 与 剩余 .… 


vi H ж 
和 64 
223 ”两 个 模 的 完全 剩余 系 .…… 

2.2.4 多 个 模 的 完全 剩余 系 
2.3 
232 简化 剩余 类 与 简化 剩余 系 
233 ”两 个 模 的 简化 剩余 系 .......... 
2.3.4” 欧 拉 函 数 的 性 质 
24 欧 拉 定 理 、 费 马 小 定理 和 Wilson 定理 
242 ” 费 马 小 定理 
2.4.3 Wilson 定理 
25 模 重 复 平方 计算 法 .... 
Ро ТОННООС И 88 
第 3 章 Бах 
3.1 基本 概念 及 一 次 同 余 式 . 
3.1.1 同 余 式 的 基本 概念 
312 一 次 同 余 式 
32 中国 剩余 定理 … 
3.2.1 中 国 剩余 定理 :“ 物 不 知 数 ” 与 韩信 点 兵 .. 
3.22 ”两 个 方程 的 中 国 剩余 定理 …. 
3.2.3 ”中国 剩余 定理 之 构造 证 明 ... 
3.2.4 中 国 剩余 定理 之 递归 证 明 
3.25 中 国 剩余 定理 之 应 用 一 一 算法 优化 
33 高 次 同 余 式 的 解数 及 解法 
3.3.1 高 次 同 余 式 的 解数 
3.3.2 ”高 次 同 余 式 的 提升 .…. 
3.3.3 高 次 同 余 式 的 提升 一 一 具体 应 用 .... 
3.4 
3.4.2 素数 模 的 同 余 式 的 简化 
3.4.3 素数 模 的 同 余 式 的 因 式 分 解 
3.4.4 素数 模 的 同 余 式 的 解数 估计 
3.5 
жав 二 次 同 余 式 与 平方 剩余 .…. 
4.1 一 般 二 次 同 余 式 
42 ” 模 为 奇 素数 的 平方 剩余 与 平方 非 剩余 . a 
ара Беер ера 


4.4 
4.5 
4.6 


4.7 
4.8 


第 5 章 
5.1 


5.2 


5.3 


5.4 


第 6 = 


6.1 


6.2 


6.3 


6.4 


аза 勒 让 得 符号 之 运算 性 质 u u н. 131 
432 高 斯 引 理 .. 
二 次 互 反 律 …. 
雅 可 比 符号 
模 平方 根 .…. 
461 模 p 平 
4.6.2 模 p 平 
463 т 平方 根 .…. 


5.1.1 
5.1.2 
513 大 指数 的 构造 
原 根 … 
5.2.1 原 
5.2.2 Жора 原 根 … 
523 模 29 指数 … 
524 Ж т 原 根 …. 
指标 及 n KERA . 
5.3.1 指标 .… 
5.3.2 п 次 同 余 式 


伪 素 数 
6.1.1 伪 素 数 Fermat 素性 检验 ..... 
612 无 穷 多 伪 素数 
6.1.3 平方 因子 的 判别 
6.1.4 Carmicheal 数 
Euler 伪 素 数 
6.2.1 Euler 伪 素 数 、Solovay-Stassen 素性 检验 ......... 
622 无 穷 多 Euler 伪 素 数 


Ж .............................. 
6.31 ” 强 伪 素数 、Miller-Rabin 素性 检验 .209 
.210 


632 无 穷 多 强 伪 素数 .…… 


第 7 章 连 分 数 EAEE EAE A EEEE 
7.1 简单 连 分 数 
7.1.1 简单 连 分 数 构 造 

7.1.2 简单 连 分 数 的 渐 近 分 数 …. 

7.1.3 重要 常数 e, п, y 的 简单 连 分 数 .. 

72 ЖОН 
7.2.1 基本 概念 及 性 质 

722 连 分 数 的 渐 近 分 数 … 


7.3 
7.4 
7.5 
7.6 
7.7 


和 232 
8.1 


8.11 基本 定义 .. 


842 Ж... 
8.2 正规 子 群 和 商 群 . 
8.21 障 集 的 拉 格 朗 日 定理 .…………… 


8.22 ” 陪 集 的 进一步 性 质 
8.2.3 ”正规 子 群 和 商 群 
8.3” 同 态 和 同 构 
831 基本 概念 …… 
832 ” 同 态 分 解 定理 


8.4 


第 9 章 
91 Í 


9.2 
9.3 
9.4 


第 10 章 
10.1 Ж. 

10.1.1 基本 定义 

1012 零 因子 环 .… 


10.2 
10.3 
10.4 
10.5 


10.6 
10.7 


第 11 章 
ил 
112 
11.3 
11.4 
11.5 
11.6 
117 
11.8 


第 12 章 
121 


122 


12.3 


12.4 


第 13 章 
13.1 
13.2 
13.3 


1013 ЖУ 
1014 交换 环 上 的 整除 


1051 ЖЖ ..... 
10.52 Ж... 
1053 环 同 态 分 解 定理 
习题 … 


多 项 式 环 
多 项 式 整 环 
多 项 式 整除 与 不 可 约 多 项 式 .. 
多 项 式 欧 几 里 得 除法 
多 项 式 同 余 .…. 
本 原 多 项 式 
多 项 式 理想 
多 项 式 结 式 与 判别 式 . 
习题 


域 和 Galois 理论 . 
域 的 扩张 
1211 域 的 有 限 扩张 … 
1212 域 的 代数 扩张 … 
Galois 基本 定理 .…. 
12.2.1 KK- 同 构 . 
12.2.2 Galois 基本 定理 概述 . 
12.23 ”基本 定理 之 证 明 
可 分 域 、 代 数 闭 包 
12.3.1 可 分 域 
1232 RAHE .... 
M Q u ES EA 


有 限 域 的 构造 …. 
有 限 域 的 Galois 群 … 
13.31 有 限 域 的 Frobenius 映射 .. 


ІШІҢЕ ЖЕЛЕ НЕК КККК КККК 
椭圆 曲线 基本 概念 
ЖЕШ ............ 


1421 实数 域 R 上 椭圆 曲线 
1422 ЖЕ, (р> 3) 上 的 椭圆 曲线 E.. 
1423 ВЕ» (n >1) 上 的 椭圆 曲线 Е, j(E) #0. 
有 限 域 上 的 椭圆 曲线 的 阶 . 
重复 倍加 算法 ... 
习题 


附录 D 
D.1 
D.2 


附录 E 
Ел 
Е2 
ЕЗ 
ЕЛ 


附录 F 
ға 
Е2 
ЕЗ 
РА 


域 Foso 中 生成 元 g = 7 的 容 指 表 : HH k 148l h = g 
FQ Foso 中 生成 元 g = 7 的 指数 表 : H h 得 到 g* = h 


Ви = ВЫ ааа Er Е) еннан ананна ананан ананна 
域 中 生成 元 g = z HIK: ІН k #9] h = g 
域 中 生成 元 g = т 的 指数 表 : 由 h 得 到 gë = h....... 
域 中 生成 元 g = z HERR и? + и Ж: НН kia h = g2k + gË 
域 中 生成 元 g = z 的 广义 指数 表 : 由 h 得 到 gk 十 gk = Һ............................... 392 


Es == ЫЛ qatata iu ооо онлаин 
域 中 生成 元 g = z+ 1 ЯН: h k 得 到 万 = gk 
域 中 生成 元 g = z + 1 的 指数 表 : 由 hR д = h I 
域 中 生成 元 g = z+ 1 МЕНА и? +u R: 由 大 得 到 万 = g2 十 gk .............. 404 
域 中 生成 元 g = z+ 1 的 广义 指数 表 : 由 h 得 到 g% + gk = h.......................... 408 
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信息 通信 技术 的 广泛 应 用 需要 信息 的 数字 化 . 在 保证 信息 的 安全 性 和 有 效 性 (如 公 钥 密 
码 系统 即 RSA) 时 往往 要 用 到 整数 的 算术 性 质 , 所 以 本 章 将 讨论 整数 的 算术 性 质 、 基 本 理论 
和 方法 , 特别 是 整除 、 因数 、 素 数 、 最 大 公 因数 、 最 小 公 倍数 以 及 欧 几 里 得 除法 和 广义 欧 几 里 
得 除法 , 最 后 给 出 算术 基本 定理 和 素数 定理 . 
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111 ”整除 的 概念 
本 节 考 虑 关于 整数 的 一 些 基本 概念 和 性 质 : 整除 和 欧 几 里 得 除法 . 
首先 考虑 具有 一 般 意 义 的 整除 定义 , 它 只 涉及 乘法 运算 . 
定义 1.1.1 Жа, 是 任意 两 个 整数 , 其 中 心头 0. 如 果 存 在 一 个 整数 q 使 得 等 式 


a=q:b (1.1) 


成 立 , 就 称 b 整除 a 或 者 a b Ж, ЗЕ b | a, 并 把 b 叫做 a 的 因数 ,把 a 叫做 5 的 售 
数 . 人 们 常 将 q 写成 a/6 或 Z. 否则 ,就 称 b 不 能 整除 a, 或 者 a 不 能 被 5 整除, 记 作 b Ја. 

因为 整数 乘法 运算 的 可 交换 性 , 又 有 a = b-q, 所 以 4 也 是 a 的 因数 . 此 外 , 在 不 会 混淆 
的 情况 下 , 乘法 a-b 常 简 记 为 ab. 

注 

(1) 44 b 遍历 整数 a 的 所 有 因数 时 , —b 也 遍历 整数 a 的 所 有 因数 . 

(2) 4 b 遍历 整数 a 的 所 有 因数 时 ， А 也 遍历 整数 a 的 所 有 因数 . 

例 1.1.1 30=15.2=10.3=6.5. 

#2, 3, 5 分 别 整除 30 或 30 被 2，3，5 分 别 整除 , 记 作 2 | 30, 3 | 30, 5 | 30. 这 时 ， 
2, 3, 5 都 是 30 的 因数 , 30 是 2，3, 5 的 倍数 . 同时 , 也 有 15 | 30, 10 | 30, 6 | 30. 

30 的 所 有 因数 是 {+1, +2, +3, +5, +6, +10, +15, +30}, 

或 是 іі, F2, F3, F5, F6, F10, F15, +30}, 


或 是 { 士 30 жїз = 27, +10 эз, з= 2°, +5 з. == 
20200000390 

+2= Z +1= ар 
列表 就 是 : 


d| =+ +2 +3 +5 +6 +10 +15 +30 


-d| +1 +2 43 45 +6 +10 +15 +30 
+30 +15 +10 +46 +5 +з +2 +r 


alz 


又 例如 : 7 | 84, 一 7 | 84, 5 | 20, 19 | 171, 3 /8, 5 12, 13 | 0, 11 | 11. 
根据 定义 有 : 
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。 0 是 任何 非 零 整数 的 倍数 . 
° 1 是 任何 整数 的 因数 . 
。 任何 非 零 整数 a 是 其 自身 的 倍数 , 也 是 其 自身 的 因数 . 
例 1.1.2 Жа, 5 为 整数 . 若 b|a, 则 b|(-a), (- | a, (—b) | (~a). 
证 设 5|a, 则 存在 整数 g IEF а=а-5. 因而 ， 
(~a) = (—4)-5, a= (-q):(—b), (-а)-4:(-9. 
因为 -9 q 都 是 整数 , 所 以 根据 整除 的 定义 有 


51(-а), (—b)|a, (-5) | (~a). 


整除 具有 传递 性 , BH 
定理 1.1.1 Жа, b Z 0, c 冯 0 是 三 个 整数 . Ж b|a, c|b, са. 
证 ИБ la c| b, 根据 整除 的 定义 , 分别 存在 整数 q, фо 使 得 


а=: = фс. 


因此 , 有 
а-асӛ-а-(Ф-<)-4-с 
因为 4= а @ 是 整数 , 所 以 根据 整除 的 定义 ,有 с | a. 证 毕 . 
| 1.1.3 因为 7|42, 42 | 84, ЯТУА 7 | 84. 
在 加 法 、 减法 运算 中 , 整除 的 性 质 是 保持 的 . 
定理 1.1.2 Жа, b,c 关 0 是 三 个 整数 . 若 c|a, c |b Я с|а+ь. 
证 设 c|a,c|b, 那么 存在 两 个 整数 q, © 分 别 使 得 


a=q:c, = Фф с. 
因此 ， 
а+ь= ф:с+ф:с= (q 42) - с. 


因为 q + ф 是 整数 , 所 以 a + b с 整除 . 证 毕 . 
| 1.1.4 因为 了 | 14, 7 | 84, 所 以 


7|(84+14)=98, т | (84-14)- 70. 


进一步 , 在 整数 a,b 的 线性 组 合 中 , 整除 的 性 质 是 保持 的 . 
定理 1.1.3 Жа, b,c 关 0 是 三 个 整数 . 若 c|a, c|b, 则 对 任意 整数 s、t, 有 <c|(s-att-b). 
证 iela, c| b, 那么 存在 两 个 整数 q, © 分 别 使 得 
a=qi:c, ӛ-ф-с. 
因此 ， 
s-a+t-b=s- (фс) +: (92 - с) = (3-91 ++: ф) с. 
AA 3-41 +t- 42 是 整数 , 所 以 s-a+t-b Ж c 整除 . 证 毕 . 
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例 1.1.5 ВЯ 7 | 14, 7 | 21, 所 以 
т|(3-21—4-14) =7, 7|(3-21+4.14) = 119. 
$] 1.1.6 Жа, b,c 关 0 是 三 个 整数 ,c|a,c|b. 如果 存在 整数 s, t, 48 в-а--1-5-1, 


Я] c= +1. 
证 设 c|a,c|b, 因为 存在 整数 s, t, ВМ s-a+t-b=1, 根据 定理 1.1.3, 有 


在 | 站- 二 十 下 "站 三 天 


因此 , с= +1. 
定理 1.1.3 可 推广 为 多 个 整数 的 线性 组 合 . 
定理 1.1.4 设 整数 Z 0. ЖЖЖ а, :… а, 都 是 整数 c 的 倍数 , 则 对 任意 п 个 整数 
81, ++, Sn, ЖЖ 


8101 +: + Snan 
Ж с 的 倍数 . 
证 Ис] а, 1<і<п, 那么 存在 n 个 整数 g;，1<i<n 使 得 


Фат-аФ-с, 1<i<n. 


因此 ， 
s1Q1 十 …' 十 snan 一 51(g1.c) 十 … 十 sn(gn.c) 王 (sl191 十 … 十 sngn).c 


因为 siqi 十 … 十 sngn 是 整数 , 所 以 siai 十 … 十 snan 能 被 с 整除 . 证 毕 . 
Я! 1.1.7 ВЯ 7| 14, 7 | 21, 7 | 35, 所 以 


7 | (5-21+4.14-3.35) = 56. 


ЖЕ 1.1.5 Жа, 都 是 非 零 整数 . 若 a | b, b |a, а= +b. 
证 设 a|b,5|a, 那么 存在 两 个 整数 а, ф 分 别 使 得 
а=: = фа. 
从 而 ， 
асасӛ-а-(о-а)-(а-Ф,уа 或 (q -q —1)a=0. 

аз 0, 根据 整数 乘法 的 性 质 , 有 асФ-і1. 但 а, дә 都 是 整数 , 所 以 qi = q = +1. 
进而 , a = +b. 证 毕 . 

前 面 考虑 了 整除 和 因数 , 现在 考虑 对 于 乘法 的 最 小 整数 , 也 就 是 不 能 继续 分 解 的 整数 
(+1 除外 ), 即 下 面 的 素数 . 

定义 1.1.2 Жп Z 0, +1. 如 果 除了 显然 因数 +1 和 +n 外 , n 没有 其 他 因数 , Қ 
Z, п 就 叫做 素数 (或 质数 或 不 可 约 数 ), 否则 , п 叫做 合 数 . 

HER n Z 0, +1 时 , n 和 п 同 为 素数 或 合 数 . 因此 , 车 没有 特别 声明 , 素数 总 是 指正 
整数 , 通常 写成 p. 

例 1.1.8 整数 2，3, 5, т 都 是 素数 ; 而 整数 4, 6, 10, 15, 21 都 是 合 数 . 
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下 面 要 证 明 每 个 合 数 必 有 素 因子 . 

定理 1.1.6 设 n 是 一 个 正 合 数 ,p Z n 的 一 个 大 于 1 的 最 小 正 因数 , р 一 定 是 素数 ， 
H p< уп. 

证 反 证 法 . ШЖ p 不 是 素数 , 则 存在 整数 g, 1 < q < p, 使 得 g | p. ЇН p | n, 根据 整除 
的 传递 性 (定理 111), A q | п. 这 与 p 是 п 的 最 小 正 因数 矛盾 . 所 以 , p 是 素数 . 

因为 п 是 合 数 , 所 以 存在 整数 пі 使 得 


n=m:p, 1<p<ni <n. 


因此 , p? < n. Шр<ул. 证 毕 . 
Ж 定理 1.1.6 表明 ,素数 为 乘法 的 最 小 单元 , 并 且 整 数 可 以 表示 成 素数 的 乘积 GE 
理 1.6.1). 


11.2 Eratoshenes Ж 


根据 定理 1.1.6, 合 数 n 的 最 小 因数 p 为 素数 , B. p < уп. 由 此 , 可 立即 得 到 一 个 判断 整 
数 是 否 为 素数 的 法 则 (只 用 到 整数 的 乘法 运算 ). 

定理 1.1.7 设 n 是 正 整 数 . 如 果 对 所 有 的 素数 p< уп, WA p n, I) п —£ ZX ЖЖ. 

应 用 定理 1.1.7, 可 得 到 一 个 寻找 素数 的 确定 性 方法 , 通常 叫做 平凡 除法 或 厄 拉 托 塞 师 
(Eratosthenes) 筛 法 . 

下 面 给 出 具体 的 描述 . 

对 任意 给 定 的 正 整 数 М, 要求 出 所 有 不 超过 N 的 素数 . 列 出 N 个 整数 , 从 中 删除 不 大 
于 VN 的 所 有 素数 p, ро, ор 的 倍数 (ЖЖ рі, p。… ,px Ж). 具体 地 是 依次 删除 ， 


N 

pi 的 信 数 : 2-р, 3-р, --, МЕ 
N 

ро 的 倍数 : 2-р, 3.p >, МЕ 
por N 

рь КАЖ: 2-рь 3-рь >, те 


余下 的 整数 (不 包括 1 ) 就 是 所 要 求 的 不 超过 的 素数 (符号 [] 的 解释 见 定义 1.1.4). 

例 1.1.9 求 出 所 有 不 超过 N = 100 的 素数 . 

№ 因为 N = 100, 所 以 不 大 于 VN = 10 的 所 有 素数 为 2，3，5，7, 所 以 依次 删除 
2, 3, 5, 7 的 倍数 ， 


2.2, 3.2, 4-2 .., 49.2, 50-2 
2:3, 3:3 4-3 +з, 32.3, 33-3 
2.5, 3.5, 4-5, --, 19-5, 20-5 
95% ЫЛ ар ое) BR м 


余下 的 整数 (不 包括 1 ) 就 是 所 要 求 的 不 超过 М = 100 的 素数 . 
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将 上 述 解 答 列表 如 下 : 
对 于 素数 р =2, 对 于 素数 po = 3, 
1|21|3|Д4|5|БІТІРЗ1І9| до £ 191 8 5 Ñ 月 
11| Д2 | 13 | A4 | 15 | 46| 17 | 48| 19| 20 11 13 А5 17 19 
21| 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29| 20 ?1 23 25 27 29 
31 | 42 | 33 | 24 | 35 | 46 | 37 | 88 | 39 | до 31 83 35 37 39 
41 | A2 | 43 | A4 | 45 | А6 | 47 | A8 | 491 50 41 43 A5 47 49 
51| 22| 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 38|59| 60 А 53 55 АТ 59 
61 | 62| 63 | 64| 65 | 66 | 67 | 68| 69 | 70 61 83 65 67 69 
т | #2 | 73 | да | 75 | л6 | тт | л8 | 79| 80 т1 73 75 т 79 
81 | 82 | 83 | 84 | 85 | 86 | 87 | 88| 89 | 20 #1 83 85 АТ 89 
91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98| 99 | д00 | | 91 23 95 97 99 
对 于 素数 рз = 5, 对 于 素数 pa = 7, 
1 21 3 5 T ПИЕ E 5 т 
1 13 17 19 11 13 17 19 
23 25 29 23 29 
31 85 37 31 37 
41 43 47 49 41 43 47 А49 
53 А5 59 53 59 
61 65 67 61 67 
71 73 77 79 71 73 Лт 79 
83 85 89 83 89 
91 95 97 pı 97 
余下 的 整数 (不 包括 1 ) 就 是 所 要 求 的 不 超过 N = 100 的 素数 . 
Aa] ð 5 7 
11 13 17 19 
23 29 
31 37 
41 43 47 
53 59 
61 67 
71 73 79 
83 89 
97 


ҢІ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. 
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下 面 证 明 素 数 有 无 穷 多 个 . 
定理 1.1.8 素数 有 无 穷 多 个 . 
证 反 证 法 . 假设 只 有 有 限 个 素数 . 设 它们 为 pi Po, рь. 考虑 整数 


n= pi- p2: pk + 1. 
因为 n> pi，i=1,… ,k, 所 以 п 一定 是 合 数 . 根据 定理 1.1.6, n 的 大 于 1 的 最 小 正 因数 р 
是 素数 . 因此 , р 是 pi, ро, s рь 中 的 某 一 个 , 即 存在 j, 1 < ; < k, 使 得 p = pj. 根据 定 
JR 1.13, 有 
了 | 于 一 (PE Dj-1 DJH DR) ` p; = 1. 

这 是 不 可 能 的 . 故 存在 无 穷 多 个 素数 . 证 毕 . 
1.1.3” 欧 几 里 得 除法 最 小 非 负 余数 

因为 不 是 任意 两 个 整数 之 间 都 有 整除 关系 的 , 所 以 这 里 引进 欧 几 里 得 (Euclid) 除法 或 带 
余数 除法 . 


定理 1.1.9 ( 欧 几 里 得 除法 ) 设 a,b 是 两 个 整数 ,其 中 b>0, 则 存在 唯一 的 整数 q, r 
使 得 


а-4:5-т, 0<r<b. (1.2) 
定理 1.1.9 的 证 明 : (存在 性 ) 考虑 一 个 整数 序列 
se, 8b —2-b, —b, 0, b, 2-b, 3-b, -+ 
它们 将 实数 轴 分 成 长 度 为 b 的 区 间 , 而 a 必定 落 在 其 中 的 一 个 区 间 中 . 因此 存在 一 个 整数 q 
使 得 
q:b<a<(q+1):b. 
Фт-а-а-ЫЛІН 
а-4-5і-т, 0<т<Ь 
(唯一 性 ) 如 果 分 别 有 整 数 q, т 和 q, ті 满足 式 (1.2), 则 


а = qb + r, 0<ғ<һ, 


a = q:b + ri, 0<ri<b. 


两 式 相 减 , 有 
(q—m):b= (7 — т). 
м аф 时 , 左边 的 绝对 值 > b, 而 右边 的 绝对 值 < 5, 这 是 不 可 能 的 , 4-4, тт. 
证 毕 . 

EX 1.1.3 А (1.2) 中 的 g 叫做 a èk b 除 所 得 的 不 完全 商 ,7 叫做 a 被 b 除 所 得 的 
余数 . 

推论 在 定理 1.1.9 的 条 件 下 ,5 | a 的 充 要 条 件 是 a 被 b 除 所 得 的 余数 7 = 0. 

为 了 更 好 地 描述 不 完全 商 和 余数 , 且 表 述 一 些 数 学 概念 和 问题 , 下 面 引进 一 个 数学 符号 . 
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定义 1.1.4 iË z 是 实数 称 z 的 整数 部 分 为 小 于 或 等 于 z 的 最 大 整数 , 记 成 |z]. 这 
时 , 有 
[т] < z < [z] + 1. 

ж 定理 1.1.9 中 的 不 完全 商 q 可 写 为 9= [s] ,余数 "可 写 为 -=a-q.b=a- [$] -o 
事实 上 , 也 是 先 计算 不 完全 商 q= [+], 再 计算 余数 + а асра – [F] 的. 

例 1.1.10 [3.14] =3, [-3.14] = —4, [3] =3, [—3] = 一 3. 

例 1.1.11 3$ b= 15. 

当 a = 255 №}, 

a=17-b+0, = Е] =17, г=255 — 17 -15 = 0 < 15; 


№ a = 417 时 ， 
a=27-b+12, q= (ші 

当 a= -81 if, 

а=-6.6+9, 4- ЕН = —6, 0 < r = —81 — (—6) - 15 = 9 < 15. 


114 ”素数 的 平凡 判别 

应 用 定理 1.1.7 和 欧 几 里 得 除法 , 可 以 具体 判断 一 个 整数 是 否 为 素数 (用 到 整数 的 乘法 
和 加 法 运算 ). 

素数 的 平凡 判别 . 对 于 给 定 正 整数 М, 设 不 大 于 VN 的 所 有 素数 为 pl，p2，… „рв. 如 
ЖОМ 被 所 有 pi 除 的 余数 都 不 为 零 , ШІ pi 14n，1 < i < s, WN 是 素数 . 

ËJ 1.1.12 证 明 N = 137 为 素数 . 

№ 因为 N = 137, 不 大 于 VN < 12 的 所 有 素数 为 2，3，5，7，11, 所 以 依次 用 
2, 3, 5, 7, 11 去 试 除 . 


137 = 68.2+1, 137- 45.3+2, 137-27.5--2, 

137 =19.7+4, 187-12.11--5. 
根据 定理 1.1.9 的 推论 , 有 2 (137, 3 |137, 5 n37, 7 |137, 11 |137. 根据 定理 1.1.7, N = 137 
为 素数 . 证 毕 . 
1.1.5” 欧 几 里 得 除法 一 般 余数 


实际 运用 欧 几 里 得 除法 时 , 可 以 根据 需要 将 余数 取 成 其 他 形式 . 
定理 1.1.10 ( 欧 几 里 得 除法 ) Жа, 是 两 个 整数 , 其 中 b> 0. 则 对 任意 的 整数 c , 存 
在 唯一 的 整数 q, r 使 得 


a=q:b+r, c<r<b+ce. (1.3) 
EH 1.1.10 的 证 明 : (存在 性 ) 考虑 一 个 整数 序列 


..., 8-6 с, -2.5-сс, -5-с, с, Вс, 2-5-с, 3-6 с, ++ 
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它们 将 实数 轴 分 成 长 度 为 5b 的 区 间 , 而 a 必定 落 在 其 中 的 一 个 区 间 中 . 因此 存在 一 个 整数 q 
使 得 


q.b+ce<Sa<(q+1):b+e. 
令 r=a 一 qb, 则 有 
a=q-b+r, c<r<b+ce. 
(唯一 性 ) 如 果 分 别 有 整 数 q, rA q, ri WER (1.3), W 


а = 4% + г с<ғ<5-с, 


а = qb + т, c<riíi<b+ce. 


两 式 相 减 , 有 
(4-а):і--(ғ-ті)). 

Мата М, 左边 的 绝对 值 > b, 而 右边 的 绝对 值 < 5, 这 是 不 可 能 的 , 故 q = Ф, т=т. 
Ж “实际 运用 欧 几 里 得 除法 和 余数 (e < r < b+ c — 1) 时 , 常 采用 以 下 形式 的 余数 . 
(1) 当 ce=0 时 ,有 5+c=6b 及 0<r<b 一 1<b. 这 时 > 叫做 最 小 非 负 余数 . 
(2) “4 c=1 i}, A b+ce=b+1 及 1<r<b. 这 时 7 叫做 最 小 正 余 数 . 
(3) e= -b+1 i}, #f b+e=1 Ж —b < —b+1 <r < 0, 这 时 7 ШИ АНЕ Ж. 
(4) 当 c= -时 ,有 8+c=0 及 -Sr 和 ge -1<0, 这 时 7 叫做 最 大 负 余数 . 


b b —2 b 
Ни Жы, ЁЁ b 
(5) D% b ЛЖ c= 5 时 ,有 b+e 2Х 2<7<-: "Si 
OM o AMM, с-- m H bes H? 0 с 02 5, 
@® 5 为 奇数 , co= -2 工时 ,有 5+c= 01 д 0 с 01 е1 0, 
总 之 , 有 
Dope 或 
2 2 >22 


这 时 , r 叫做 绝对 值 最 小 余数 . 

例 1.1.13 ЖЬ=7, N] 

余数 7 二 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 为 最 小 非 负 余数 . 

Фі т=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 为 最 小 正 余数 . 

余数 7 二 0, —1, —2, —3, —4, —5, 一 6 为 最 大 非 正 余数 . 
余数 7 二 一 1， —2, —3, —4, 一 5, —6, 一 7 为 最 大 负 余数 . 
余数 7 二 一 3， —2, 一 1, 0, 1, 2, 3 为 绝对 值 最 小 余数 . 

例 1.1.14 3 b=8, N] 

ЖЕ r = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 为 最 小 非 负 余数 . 

余数 一 1 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 为 最 小 正 余数 . 

余数 7 二 0, —1, —2, —3, —4, —5, —6, —7 为 最 大 非 正 余 数 . 
余数 7 二 一 1， —2, —3, -4, -5, —6, —7, —8 为 最 大 负 余数 . 
余数 7 二 一 4. 一 3, —2, —1, 0, —1, 一 2, —3 

Ä r= -—3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4 为 绝对 值 最 小 余数 . 
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1.2.1 ЫНЫ 
平时 遇 到 的 整数 通常 是 以 十 进 制 表示 的 . 例如 51328 ЖН 


5.10% +1. 103 +3. 10? +2.10' +8. 109. 


中 国 是 世界 上 最 早 采用 十 进 制 的 国家 , 春秋 战国 时 期 已 普遍 使 用 的 算 筹 就 严格 遵循 十 进位 
制 , 见 《孙子 算 经 》. 但 在 计算 机 中 , 51328 要 用 二 进 制 , 八进制 或 十 六 进 制 表示 . 为 此 , Ж 
虚 一 般 的 b ЖЕШ, 再 考查 特殊 的 二 进 制 , 十 进 制 和 十 六 进 制 . 运用 欧 几 里 得 除法 , 可 得 到 以 下 
定理 . 

定理 1.2.1 设 b 是 大 于 1 下 整数 , 则 每 个 正 整 数 n 可 唯一 地 表示 成 


n=ap_1b +ар 9087? +... На. В+ ao, (1.4) 


其 中 ai 是 整数 ,0 < ai < 5 一 1, i 二 1,… ,kk 一 1, 且 首 项 系数 aki Z 0. 
证 先 证 明 n ARER. 具体 方法 是 逐次 运用 欧 几 里 得 除法 , 以 得 到 所 期 望 的 表示 式 . 
首先 , H b EBR п 得 到 


n=gob+ao, 0O<a<b-1. 
HJH b 去 除 不 完全 商 go 得 到 
q =qb+a, 0O<a<b-1. 


继续 这 类 算法 , 依次 得 到 


а = ФЬ + аз, 0<а:<%-1, 
Q = gb + аз, 0<а3 <6—1, 
4-3 = 426 + ак 0<а-2<%-1, 
4к-2 = 9416 + арі, O <ak-i Sb-1. 


因为 


0 S qk-1 < qk—2 <: < q2 < à < Q < n, 


所 以 必 有 整数 k 使 得 不 完全 商 ак-1 = 0. 
这 样 , 依次 得 到 


п = qb+ao, 
п = (qıb+a)b+ ao = qb? Наб + ао, 


n = 308? + арз З L... аль + ao, 
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n = д "ак о? +L... + аль + ao, 
= (qk-ib+ ak-i)bE-l + ap—2b¥7? +... + aib+ ao, 
= ака а-а, ə2bk-2 +... + оь + ao. 


再 证 明 这 个 表示 式 (1.4) 是 唯一 的 . 如 果 有 两 种 不 同 的 表示 式 : 

п = ар 108—1 + ако"? +---+ab+ao 0<а<-1, 1=1,:::,6-1. 

т = cpb! + с 00872 4... 48-ы, 0<о<5-1,4-1,--.,Е-І. 
(ЗУ ар 1 = 0 或 cp_1 = 0.) 两 式 相 减 得 到 

(ak-1 — ek-i)bE-l + (ако — ck_2)b 2 +... + (ai — c1)b + (ao — со) = 0. 
假设 j 是 最 小 的 正 整 数 使 得 aj Z сз, WJ 
((ak-i — ek=i)bË-1-3 + (ак — ск-о)5Ё?72 +... + (ау — Cj+1)b + (a; — су)) b! = 0. 

或 者 


(ав—1 — а-а) 17? (ао — сь—о)5Ё7?72 +... + (аза — 6j+1)b + (a; — су) = 0. 


因此 
а)-с--((а-і-а-а) I ?+ (ао — Ck-2)b +... + (аул сун) b. 
М 
b|(aj—c;j), la;— e;| > b. 
但 
O<a;<b-1, 0<c;<b-1, 

又 有 |aj — e;| < b, 这 不 可 能 , 也 就 是 说 п 的 表示 式 是 唯一 的 . 证 毕 . 

为 了 说 明 关 于 基 的 整数 表示 式 , 引进 以 下 符号 . 

定义 1.2.1 用 

n = (Qk-1QK-2 ` -` а1ао)ь, (1.5) 

表示 展开 式 (1.4) 得 


n = ap—1 bË! + ap—2 b07? 


Ефо<а<%-1,і-1,.-,5-1, ak-i Z 0, 并 称 其 为 整数 nn 的 b 进 制 表示 . 这 时 ,n 65 b 
HAAA k= [logs nj] 十 1. FRE, 


+: +arb+ao, 


b-l<n<b 或 k-1C<log,n < k. 


Я, k — 1 = [log, n]. 
МЬ=2, Ж а, 为 0 或 1, 因此 有 推论 : 
推论 每 个 正 整数 都 可 以 表示 成 不 同 的 2 ЖЕП. 
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例 1.2.1 表示 整数 642 为 二 进 制 . 
解 逐次 运用 欧 几 里 得 除法 , 有 


642 = 321.2 + 0, 20 = 10-2 + 0, 

321 = 160-2 + 1, 10 = 5.2 + 0, 

160 = 80-2 + 0, 5 = 2.2 + 1, 

80 = 40-2 + 0, 2- 1.2 + 0, 

4 = 20-2 + 0, 1 = 0:2 + 1. 
因此 , 642 = (1010000010) , 或 者 

642 = 1.29+0.28+1.27+0.2640.25 


+0.24+0.23+0.22+1.21+0.20. 
计算 机 也 常用 八进制 , 十 六 进 制 , 或 六 十 四 进 制 等 . 在 十 六 进 制 中 , 用 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, А, В, С, B; Е, E 


分 别 表示 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 
共 16 个 数 , 其 中 A 代表 10, В 代表 11, С 代表 12, D 代表 13, E 代表 14, F 代表 15. 
Я 1.2.2 转换 十 六 进 制 (ABC8)1e 为 十 六 进 制 . 
(ABC8)16 = 10.163 + 11.16? + 12 - 16 + 8 = (43796)10. 
为 了 方便 各 进 制 之 间 的 转换 , 并 提高 转换 效率 , 可 预先 制作 一 个 换算 表 , 再 根据 换算 表 
作 转 换 . 下 面 就 是 二 进 制 , 十 进 制 和 十 六 进 制 之 间 的 换算 表 . 


十 进 制 | 十 六 进 制 | 二进制 | 十 进 制 | 十 六 进 制 | 二 进 制 
0 0 0000 8 8 1000 
i 1 0001 9 9 1001 
2 2 0010 10 А 1010 
3 1 0011 11 B 1011 
4 1 0100 12 c 1100 
5 1 0101 13 D 1101 
6 1 0110 14 Е 1110 
т 1 0111 15 F 1111 


Я 1.2.3 转换 十 六 进 制 (ABC8)i6 为 二 进 制 . 
由 上 述 换算 表 可 得 到 A = (1010), B = (1011)ə, C = (1100)ə, 8 = (1000)ə. 从 而 


(ABC8)16 = (10101011 11001000). 
А в с 8 
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例 1.2.4 转换 二 进 制 (1011101111111101001)。 为 十 六 进 制 . 
由 上 述 换 算 表 可 得 到 
(1001)2 = 9， (1110) = E, (1111) =F, 
(1101)2 =D, (101) = (0101) = 5. 
从 而 
ot gd = hive 
5 D F E 9 
因为 二 进 制 的 转换 比 十 六 进 制 要 容易 些 , 所 以 可 以 先 将 数 作 二 进 制 表示 , 然后 , 运用 二 
进 制 与 十 六 进 制 之 间 的 换算 表 , 将 二 进 制 转 换 成 十 六 进 制 . 
例 1.2.5 表示 整数 642 为 十 六 进 制 . 


解 根据 例 1.2.1 有 
642 = (1010000010)5. 


又 查 换算 表 得 到 
(0010) = 2, (1000); = 8, (10); = (0010); = 2. 


故 
642 = 2.162 +8 - 16 + 2 = (282)16. 


b 进 制 运算 
前 面 给 出 了 整数 的 5 进 制 表示 , 现在 讨论 5b 进 制 数 的 运算 , 以 便于 读者 讨论 算法 的 有 效 性 . 
b 进 制 加 法 运算 . В п = (ак _1ак_о---алао)ь, m = (bk_1bk-2-…b1bo)s, 则 


n +m = (CkCk—1 ` ` ` C1C0)b 


的 具体 运算 过 程 如 下 (从 右 到 左 ): 
(1) 如 果 ao + bo < b, 则 取 co = ao + bo, do = 0. 否则 , 取 


co = ao + bo — b, do = 1. 
(2) ШЖ ai + bi +4 < b, 则 取 e, = a1 + bi + do, di = 0. 和 否则, 取 


с = а +b + —b, d = 1. 


(k) 如 果 ak i + bk i + dk_ə < b, М ck-1 = ар 1 +61 +4 о, dr-1 = 0. 否则 , 取 


СЕ-1 = ак-1 + бе-1 + а-о — b, ф-і-і1. 


(Е--1) 最 后 , 取 ck = 1. 
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例 1.2.6 设 n= (51328)10, m = (49138)10. I| n + m = (100466)10. 


51 228 
+À+ 4 9 1 3 8 
100466 
b 进 制 减法 运算 . © п = (ак-1ак—2 -- -алао)ь, т = (bk_1bk-2…bibo)s, 不 妨 设 n >m, 则 
a—b= c= (сь-1 - + - с1со)ь 


的 具体 运算 过 程 如 下 (从 右 到 左 ): 
(1) 如 果 ao > bo, 则 取 co = ао — bo, do = 0. 否则 , Hz 


co =b + a — bo, do = 1. 
(2) ШЖ aí 一 do > bi, 则 取 cl = aí — do — bi, di = 0. 否则 , 取 


cı =b+ a — do — b1, di = 1. 


(k — 1) 如 果 аро — р-з > Bk-2, 则 取 ck-2 = ак-2 — dk-3 — bk-2, dk-2 = 0. 否则, 取 
Ck—2 = b + ap—2 — к-з — Бэ, dp-2 = 1. 
(k) 最 后 , 取 сь-1 = ak-1 一 dk-2 — bk-1- 
$] 1.2.7 З n = (51328)10, m = (49 138)10, Я] п — m = (2190)10. 
51328 
- 491838 
2190 
b 进 制 乘法 运算 . 0 п = (а-1ак—2 ---а1ао)ь, m = (bi-1bi-2 -+ bibo)b, W 
п-т = (Ck+I—1Ck+1—2 ` ` ` C1C0)b 


的 具体 运算 过 程 如 下 (MEFE): 


k—1 1-1 1-1 /k-1 
n.m= Yai уь - X (= мм) Ы = (ck+1—1Ck+1—2 ` ` ` С1со)ь. 
i=0 j=0 3-0 \i=0 


(D 对 了 = 0 计算 
n bo 一 (co,kco,K-1 co,1c0.0)5- 


(2) 对 了 = 1 计算 


п. bib + (со,ксо,к—1 - ` - C0,1C0,0) = (CL,k+1C1,k*** С1.161,0)- 
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(D) 对 于 了 = 1 一 1 计算 


jä 
n-bi_1bl-1 + (с—э,к-ы—261—2,к-н—3 ` ` ` C1—2,1C1—2,0)b 


(саї-1,к-н-16-1,к-ы—9°°°©—1,1б1—1,о)ь- 


(1--1) 最 后 , 取 (сь-н—1скы—2°--с1сө)ь = (б—1„к-ы-161—-1,&-н1—2°°° @-110-1,0)ь. 
例 1.2.8 З п = (51328), т = (128)10, 1] п-т = (6570184)10. 


51328 
128 
410624 
102656 
51328 
6570184 


b 进 制 除法 运算 . 设 整数 n= (аһ -1ак_2---алао)ь, т = (bi-ibi-2 bbo)o АВЕ k > 1, 
ak-i #0, br_1 Z 0, ЖИ q = (qk-1… 4140), 和 余数 = (т,---туго)ь, 使 得 


n=q:m+r, 0<r<m 
的 具体 运算 过 程 如 下 (从 右 到 左 ): 
(1) 计算 


п-т. 1, WR n > mb 


пл = (а1,к-1@1,ку—2°°°@1,1@1,о)ь = 
m—m-bk-I-1 WẸ т < m.b. 


(2) ШЖ ma < т, 则 运算 终止 . 否则 , 计算 


т-т.Ба-і WR ni > m-bi, 
ту = т: 0071-1, WR n < т: 60-1, 


nə = (aə2,ka—1G2,ka—2 ` ` * 42,102,0)b = | 
(8—1) 如 果 п, о < m, 则 运算 终止 . 否则 , 计算 


Та] = (аз-1,,-1-17::48-1,04-1,0)Ы 


_ | ns—2 — т - 6-21, 如 果 п.о 2 m- 6-21, 


та2 — т: 00-2711, 如 果 n, 2<т.Бз-а-і, 


(s) 最 后 , п. 1 < т. т=п._1 Ма 得 


n=q-m+r, 0<т<т. 
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例 1.2.9 Z п = (51328)10, m = (428). Я] п-т = (119)10: (428)10 + (396)10. 
Ж ”由 假设 k=5, 1=3. 
(1) НЯ n > т: 10-1 所 以 计算 


nı =n — m - 10*—! = (8528)10. 
(ji) К, = 4. 因为 n > т. 106-1, 所 以 计算 
пә = nı —т. 100—1 = (4248)10. 
(ii) Кә = 4. 因为 nə <т. 101, 所 以 计算 
ns = nə — т. 10-1 = (3820)10. 
(iv) ka = 4. 因为 na < m 10-1 所 以 计算 


тд = пз — m - 10ks—1—-1 = (3392)10. 


(У) к = 4. 因为 na <m. 1041 所 以 计算 


ns = n4 — т. 104-Г1 = (2964)10. 


(vi) ks = 4. 因为 ns < т. 10-1, 所 以 计算 
Т6-”-т.10%-і-1 = (2536)10. 
(уй) ke = 4. 因为 ne <т.10%- 所 以 计算 
тт = ne — т. 106—1—1 = (2108) 10. 


(мі) kç = 4. 因为 nz < m- 10z—1, 所 以 计算 


ng = nz — т: 1061-1 = (1680) 10. 
(ix) ks = 4. 因为 na < m - 108-1, 所 以 计算 


по = ng — m - 10*8-Г1 = (1252). 


(х) ko = 4. 因为 ne < m - 10%, 所 以 计算 
то = ng — m - 10-1 = (824)10- 
(хі) кю = 3. 因为 то > т 10%, 所 以 计算 
ті-тю-т.1049-! 一 (396)10. 
(xii) 最 后 , n < m. Нг=пи = (396)10 , q = (119)10 得 
n=q:m+r, 0<r<m. 
122 ”计算 复杂 性 
在 讨论 算法 的 计算 复杂 性 时 , 常 运用 以 下 符号 . 
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大 o 符号 和 小 o 符号 . 

大 o 符号 . 设 f(n) 和 g(n) ЖЕН п 的 正 值 函数 . 如 果 存 在 一 个 正常 数 C, 使 得 对 
任意 的 正 整数 m 都 有 

Хт) < Сап), 

就 称 g(n) 是 f(n) 的 界 , 记 作 f(n) = О(а(п)), 简 记 为 f= О(д). 

例如 , Л (т) = 21082 n = O(logs n), Љ(п) = 2(log2 n)? + (овп)? + 1 = О((овь n)°). 

小 о 符号 . W f(n) 和 g(n) BEERS n 的 正 值 函数 . 如 果 对 任意 小 的 正 数 е, 存在 一 
个 正 整数 №, 使 得 对 任意 的 正 整数 m > № 都 有 


Ка) < eg(n), 


就 称 g(n) 是 比 fin) 高 阶 的 无 穷 量 , 记 作 f(n) = o(g(n)), 简 记 为 f = o(g). 
例如 , А (п) = 21ogən = о(п), fa(n) = 2n? + 3n + 1 = о(е”), 
以 及 对 任意 给 定 的 小 数 e> 0, 有 


fa(n) = logan = о(п) 
和 对 任意 给 定 的 大 整数 N > 0, 有 
faln) =n" = о(е"). 
上 述 关 于 单 变 量 的 定义 可 以 推广 到 多 变量 . 


设 Fna ne) 和 9 (па, ,nxk) ЖЕ КОЕ ni, ,nx 的 正 值 函数 . 如 果 存 在 一 
个 正常 数 C, 使 得 对 任意 的 大 重 正 整 数 (n1,… ,mk) 都 有 


JE) < С9(т, ,nk), 


就 称 g(n1,… nk) Æ f(n, ne) 的 界 , 记 作 f(ni,… n) = O(g(n1,… ,nk)), 简 记 为 
1=0(9). 

例如 , f(n, т) = 21082 пор; т = O(log, n logy т). 

设 (т, nk) 和 9(та,--- ,nx) НЕ k ВЕ m, ,nx 的 正 值 函数 . 如 果 对 任意 
小 的 正 数 e, 存在 一 个 正 整 数 N, 使 得 对 任意 的 正 整数 ni > N, 1 < í < КЖ 


jn ,nk) < є9(па, +: ,nk), 


就 称 g(n4,… ,nx) 是 比 Қа, ,nx) 高 阶 的 无 穷 量 , 记 作 f(n, ,nx) = o(g(ni,::: ,nk)), 
简 记 为 了 = o(g). 
例如 , fi(n, т) = 21082 n(logə т)? = О(пт), fa(n,m) = (2n? + Зп + 1)m5 = o(e™). 
算术 运算 的 时 间 估 计 . 
在 算术 运算 中 , 常常 需要 给 出 运算 的 时 间 估 计 , 这 个 估计 应 该 只 依赖 于 算法 , 而 不 依赖 
于 运算 工具 , 如 计算 器 , 计算 机 等 . 因为 计算 机 运行 的 是 比特 运算 , 所 以 要 考虑 算术 运算 所 需 
的 比特 运算 次 数 . 
加 法 . 


时 间 (a + b) = O(max(logs a,logə 0)). (L) 
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设 а = (ак ларо: алад), b = (bk_1bk_2.…… bibo)ə, ЛІ 


a+b = с = (сьсь-1 ` ` ` e1c0)2 


的 运算 为 
ak-1 ak-2 … 41 а 
+ ыы 
Ck Ck-1 Ck-2 > Сү CO 


上 述 运算 的 具体 过 程 如 下 (从 右 到 左 ): 
(1) ШЖ ao + bo < 1, 则 取 co = ao + bo, do = 0. 否则 , 取 


со = ao + bo —2, do = 1. 
(2) 如 果 а + bi + do < 1, 则 取 с = aí + bi + do, di = 0. 否则 , 取 


e= а +b +4 – 2, 41 = 1. 


(k) ШЖ. аъ 1 + 6-1 + дьо < 1, 则 取 скр = ар-1 + bk-1i + ро, dk-1 = 0. 否则 , 取 
ck-1 = ак-1 + бк-1 + 4-2 — 2, dk-1 = 1. 


(6+1) 最 后 , сь = йл. 

上 述 加 法 运算 的 比特 运算 次 数 至 多 为 大 十 1 < max(logo а, ово b) +2. 
因此 , 结论 式 (1.6) 成 立 . 

例 1.2.10 З а = 11100110, b = 10101010, 则 a + b 110010000. 


11100110 
+їъєө 1.01 10 ї 0 


110010000 
减法 . 

时 间 (a — b) = О(тах(їов а, logo b)). (1.7) 
Ша-(аһ-лаһ-ә:--а100), b = (bk-1bk-2…b1b0)2, 不 妨 设 a > b, WJ 


а—Ь= с = (сь—1---сүсо)ә 


的 运算 为 
Gk-1 Qk-2 Gi а 
一 bk-i bk-2 … bi bo 
бел бюз + сі 0 


上 述 运 算 的 具体 过 程 如 下 (从 右 到 左 ): 
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(1) 如 果 ao 2 bo, 则 取 со = ао — bo, do = 0. 否则 , 取 
co = 2 + aao — bo, do = 1. 
(2) ШЖ ai — do > bi, WIR eí = a1 — do — bi, di = 0. 否则 , 取 


с =2 +a – do – 1, dı = 1. 


(6—1) 如 果 ak- — 43262, 则 取 сь о = ак-2 — dk-3 — bk-2, ф-ә-0. 否则, 取 
сро = 2 + аро — арз — Бро, аро = 1. 


(Е) 最 后 , 取 сь 1 = ак-1 — 2 — 1. 

上 述 减 法 运算 的 比特 运算 次 数 至 多 为 < max(loga а, logs b) +1. 
因此 , 结论 式 (1.7) 成 立 . 

例 1.2.11 设 а= 11100110, b = 10101010, Я] a — b = 111100. 


11100110 
МЕНДЕ Ж, 


0 0 11 1100270 
乘法 . 
时 间 (a - b) = О((ов» a) (loga b)). (1.8) 
Ü a = (ak—1ak—2 ` a100)2, b= (16-2 -- - бо), 不 妨 设 a > b, № 


a -b = c= (Ck+I—1Ck+I—2 ` ` €1C0)2 


的 运算 为 : 
ак-1 sx 44-1 еже а ао 
b-i аі b 
аә >> aibo … ау aobo 
QK-101 << май >> ЛТ ай 
+ akaba ~ +  Gibi-i aobi-i 
Ck+I-1 Скы—2 ы Ck—1 #42 в-1 +%% сі со 


上 述 乘法 运算 的 具体 过 程 如 下 (从 右 到 左 ): 
(有 ) 对 于 j0<j<1-1, 有 
(00---00), b =0 


(ак—16; ak-20 --- aib; aobj)2 = 
(ак—1ак—2---а140)2, 5 =1 
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(2) 从 第 1 行 至 第 1 行 所 进行 的 加 法 运算 (对 于 i > 2, 用 前 i 一 1 行 的 和 与 第 i 行 作 加 


法 ), 至 多 作 了 


(Е+1) + (6+2) +: +(k+I-—1)=Ekl+ (I — 1)1/2 < 2kl 


次 比特 运算 . 
因此 , 结论 式 (1.8) ЖАУ. 


fJ 1.2.12 设 a = 11100110, b= 10101, Я] а -b= 1001011011110. 


1y š ü @ 0 1 0 
о 1 L 
1 1 1 0 Өө 1 0 
P P Ж ЖООБ. 
+111 0011 0 
1.0 0 1: 0 1 ЖЫ ЖЖ 0 


除法 . 


时 间 (a = q b +r) = О((овҙ a)(log2 b)). 


(1.9) 


设 а = (ak—-1ak—2 `` ayao)2, b = (8-18-20), ЛАВ k >l, ak-1 Z 0, bi-1i Z 0, W 
求 商 g = (qk-1… qi1q0)2 和 余数 r = (re …:riro)2, 使 得 


a=q:b+r, 


的 具体 运算 过 程 如 下 (从 高 位 到 低位 ): 
(1) 计算 


ти = (ar -1а1,к, -2 - ` ` @1,1а1,0)2 = | 


(2) 如 果 m < b, 则 运算 终止 . 否则 , 计算 


тә = (аә,ы,-142,,-2::-а2л42,0)9 = | 


0<r<b 


ті — 6. 2-1, 


n — b- 2-51, 


(8—1) 如 果 п, о < b, 则 运算 终止 . 否则 , 计算 


n |. —1 = (ав, 1-1 $ “Qs—1,10s-1,0)2 = | 


(s) 最 后 , ns_1 <b. Нт=п, 1 Ха 


a=q:b+r, 


0<r<b. 


a-b. 24- 


a—b.2k-1I—-1 


n, _2 — b- 241-21, 


ne_2 — b- 24-1, 


ep b. 全 二 


a<b.2k-1 


nı >Ь.-2ю—ї 


nı <b.2bh—-1 


ШЖ n, о > b- 2%. 1, 
如 果 п.о < b. 25-27, 
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AIX k> > k>- > k >®1 Ж К, 21, ИА в—1<К—1. 又 因为 每 次 运算 至 多 做 
了 1 次 比特 运算 . 这 样 , 总 运算 次 数 至 多 为 (k — Di. 

因此 , 结论 式 (1.9) R. 

J 1.2.13 а = 111010110, b= 10101, Я] a =q-b+r. 

解 ” 由 假设 k=9, 1=5. 

(1) ЯЖа>ь. 2®-!, 所 以 计算 


ті-а-Ь-25-1-- 10000110. 


(ii) № = 8. 因为 <b. 25, 所 以 计算 


то = ті —b- 21-1 = 110010. 


Gii) ko = 6. 因为 na >. 282-1, 所 以 计算 
пз = nə — b - 10k2—1 = 1000. 
(iv) 最 后 , пз <b. F r= пз = 1000 , q = 10110 使 得 
a=q:b+r, 0<т<Ь 

1.3 ”最 大 公 因数 与 广义 欧 几 里 得 除法 
1.3.1 ЖЛАЖЯ 

在 讨论 整数 的 性 质 中 , 不 仅 要 讨论 单个 整数 的 因数 , 而 且 要 考虑 多 个 整数 的 公共 因数 , 特 
别 是 它们 的 最 大 公 因 数 以 及 最 大 公 因 数 的 计算 . 

EX 1.3.1 Жа, =, an Èn (n > 2) 个 整数 . 若 整 数 d 是 它们 中 每 一 个 数 的 因数 ， 
则 d 就 叫做 ar, +, an 的 一 个 公 因数 . 

d 是 а, …，an 的 一 个 公 因数 的 数学 表达 式 为 


а|а1, ..., 4| а. 


如 果 整 数 ау, .... а, PEAR, ЖАЯ а), ..., а, 的 所 有 公 因 数 中 最 大 的 一 个 公 因 
数 就 叫做 最 大 公 因数 , 记 作 (al,.…,an). 

特别 地 , 当 (ai,...,aa)= 1 BF, 称 al，...，an 互 素 或 互 质 . 

Жі d>0 是 al, …，an 的 最 大 公 因 数 的 数学 表达 式 可 叙述 为 

(i)d|a, <<, d| an. 

Gi) Ë e| а, ---, е | an, Weld. 

详 见 定理 1.3.9 中 的 说 明 . 

注 2 ob 的 最 大 公 因 数 d= (а,Ь) 是 集合 


{s-a+t-b|s, іе 2) 


中 的 最 小 正 整数 . 事实 上 , 由 注 1 ( i ) 及 定理 1.1.3 可 说 明 上 述 集 合 中 的 所 有 元 素 都 是 a 的 
倍数 , 后 面 的 定理 1.3.7 将 说 明 d 是 该 集合 中 的 元 素 , 从 而 d 是 最 小 正 整数 . 
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ЖЗ ai, …, an 的 最 大 公 因数 d 是 集合 


{81-а + --- + Sn ап | 81,--- ,sn € Z} 


中 的 最 小 正 整 数 . 

J 1.31 两 个 整数 14 和 21 的 公 因 数 为 (+1, +7}, 它们 的 最 大 公 因 数 (14,21) = 7. 

例 1.3.2 两 个 整数 -15 和 21 的 公 因 数 为 { 土 1, +3}, 它们 的 最 大 公 因 数 (一 15,21) = 3. 

例 1.3.3 ЕЛЖЖ 14, 一 15 和 21 的 公 因 数 为 {+1}, 它们 的 最 大 公 因 数 (14, 一 15,21) = 
1. 或 者 说 , 三 个 整数 14, 一 15 和 21 是 互 素 的 . 

例 1.3.4 Жа, 5 是 两 个 整数 , 则 (b, а) = (a, b). 

例 1.3.5 Жа, 5 是 两 个 正 整 数 . 如 果 b|a, 则 (a, b) = b. 

例 1.3.6 设 p 是 一 个 素数 ,a 为 整数 . 如 果 p /a, 则 a 与 p 互 素 . 

证 设 (a,p)=4d. 则 有 dad|p 及 d|a. 因为 p 是 素数 ,所 以 由 d|p, 有 d=1 或 d=p. 

对 于 d=p, 由 d|a, 有 p|a, 这 与 假设 p Да ЖШ, 因此 , d = 1, Ш (a,p) = 1. 结论 
成 立 . 证 毕 . 

定理 1.3.1 Жа, .… ，an 是 n 个 不 全 为 零 的 整数 , 则 

(Г) ал, <<, an 5 lal, … ，|an| 的 公 因 数 相同 ; 

(ii) (@1,--- aa) = ([а1},..., lanl). 

证 (i)iZd|a, 1<і<п, НИ 1.1.2, A d | Jail, 1<i<n Шар, <-, а, 的 公 因数 
BÆ la, =, lan] 的 公 因数 . 


反之 , W d | lail, 1 < i < n, 同样 有 4 | ai, 1 <i <n, W lail, =, |а| 的 公 因 数 也 是 
а, … ， аһ 的 公 因 数 . 
(ii) (+!) 立 得 (ii). ШЕ. 


$] 1.3.7 Жа, 5 是 两 个 整数 , 则 有 (a, b) = (а, —b) = (—a, b) = (lal, |М). 
$] 1.3.8 有 

(1) (-14,21) = (14, —21) = (—14, —21) = (14,21) = 7. 

(2) (—15,21) = (15, —21) = (-15, —21) = (15,21) = 3. 

定理 1.3.2 设 b 是 任 一 正 整 数 , N] (0,b) = b. 

证 因为 任何 非 零 整数 都 是 0 的 因数 , 而 正 整数 b 的 最 大 因数 为 5, 所 以 


(0,0) =b 
例 1.3.9 有 ш. 
(1) (0,21) =21. (2) (-15,0) = 15. (3) (0,5) = |М. 
下 面 给 出 整数 a, b, с 的 最 大 公 因 数 关 系 式 (a,b) = (5, с), 如 果 它 们 满足 
а-4-ӛ-с 
则 基于 此 关系 式 以 及 欧 几 里 得 除法 , 可 计算 出 最 大 公 因 数 (а, Б) (定理 1.3.4). 
定理 1.3.3 Жа, b,c 是 三 个 不 全 为 零 的 整数 . 如 果 
a=q-b+e (1.10) 


Jt q 是 整数 , H] (а,Ь) = (b,c). 


22 第 1 章 整数 的 可 除 性 


证 设 d= (a,b), 4 = (b,c), W d | a, d | b. 由 定理 113,18 
d|a+(-q): b= с, 


因而 , d 是 b, с 的 公 因数 . 从 而 , d < 4. 
同 理 , Hd |b, d | с, 得 到 
а |q-b+c=a, 


以 及 d ièa, b 的 公 因 数 , а < d. 
因此 , d= 0. РЕ, 定理 1.3.3 成 立 . ШЕ. 
ËJ 1.3.10 因为 1859 = 1 - 1573 + 286, 所 以 (1859, 1573) = (1573, 286). 
例 1.3.11 ІҢ 1573 = 5 - 286 + 143, ЯТУА (1573, 286) = (286, 143) = 143. 


1.3.2 ”广义 欧 几 里 得 除法 及 计算 最 大 公 因数 

怎样 才能 具体 计算 出 两 个 整数 а, b 的 最 大 公 因 数 ? 直接 应 用 最 大 公 因 数 的 定义 , 就 需 
要 知道 整数 的 因数 分 解 式 , 这 在 а, b 不 是 很 大 的 整数 时 是 可 行 的 ( 见 定理 1.6.4). 但 当 а, b 
是 很 大 的 整数 时 , 整数 分 解 本 身 就 是 很 困难 的 事 . 

幸运 的 是 有 欧 几 里 得 除法 以 及 定理 1.3.3, 即 


WR a=q:b+e, 0<с<а; 则 (а,Ь) = (b,c). 


这 意味 着 可 以 将 两 个 整数 a, b 的 最 大 公 因 数 的 计算 转化 为 两 个 较 小 整数 b, с 的 最 大 公 因数 
的 计算 . 

因此 , 可 先 给 出 一 种 算法 “广义 欧 几 里 得 除法 或 辊 转 相 除法 ”然后 运用 它 求 b 的 最 
大 公 因 数 . 

广义 欧 几 里 得 除法 

设 а, b 是 任意 两 个 正 整数 . W го =а, та =b. 反复 运用 欧 几 里 得 除法 , 有 


Го = Ф-т-і + то, 0<70<7-1, 
Tı = Что + ті 0< т: < го, 
то = Q- + тә, 0<72<ті, 
(1.11) 
Tn-3 = Qn-1'Tn-2 + ть 0<7а-1 <7а-2, 
Tn-2 = Ф `Та-1 + Tn, 0< rn < ти, 
Тп-1 = nyn + Tny, Tn+ = 0. 


经 过 有 限 步骤 , 必然 存在 n 使 得 ть = 0, 这 是 因为 
0 = гра < Го < ит < :--- < rr < ro <T =b, 


H b 是 有 限 正 整数 . 
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ФИЯ 1.3.1 Жа, b 是 任意 两 个 正 整 数 , 则 对 于 广义 欧 几 里 得 除法 式 (1.11) Ж т, Z 0, 有 


n+1 n+1 
о а (с м) Б ЕЗ | | ал 
进而 , п < 5logb. 


证 运用 数学 归纳 法 , 可 证 明 


1 1 
ra > P, s [ (s) - (=). 0<j<ntl (43 


HF j=0, r, 2 1 > 0 = Fo, HW (1.13) 成 立 . 
XAF j=1, r-i 2 т. +1>1= А, А (1.13) 成 立 . 
EiZj<k<n+1 时 , 结论 式 (1.13) ЖАУ. 

对 于 了 = 二 1 有 


Tn—(k+1) 2 Tn—k + Tn—(k—1) 2 Fk + Fk-1 = Е. 


由 数学 归纳 法 原理 , 对 于 0 < j < n 十 1, 结论 (1.13) 成 立 , 故 命 题 成 立 , 证 毕 . 

定理 1.3.4 Хо b 是 任意 两 个 正 整数 , 则 (а,Ь) = ть, 其 中 mm 是 广义 欧 几 里 得 除法 式 
(1.11) 中 最 后 一 个 非 零 余 数 , 并 且 , 当 a > b 时 , 计算 (a,b) 的 时 间 为 O(log a log2 b). 

证 根据 广义 欧 几 里 得 除法 式 (1.11)、 定 理 1.3.3 以 及 定理 1.3.2, 有 


то = g 7-1 + т (a,b)=(r-ə,r-i) = (r-uro), 
та = Что + ", (r-ro)= (ro,ri), 
то = qari + тә, (ro,ri)= (ruro2), 
Tn-3 = 17-2 + Таль (Ta-3;:Tn-2) = (Tn-2;Tn-1), 
Tn-2 = ата-а + Tn, (7а-2,7а-1)-- (таль та), 
Тп-1 = Фата + Тан, (rn, Tn) = (та, таа) = (7,0) = тл. 


因此 , 由 性 质 1.3.1 , 计算 (а, Б) 的 时 间 为 
O(logr_ologr_í + --- + logr,-1ilogr,) = O(n loga log b) = O(log alog? b) 


定理 1.3.4 成 立 . 证 毕 . 
因为 求 两 个 整数 的 最 大 公 因 数 在 信息 安全 的 实践 中 起 着 重要 的 作用 , 所 以 将 求 两 个 整数 
的 最 大 公 因 数 的 过 程 详 述 如 下 : 
首先 , 根据 定理 1.3.1, 将 求 两 个 整数 的 最 大 公 因 数 转化 为 求 两 个 非 负 整数 的 最 大 公 因 数 . 
其 次 , 运用 欧 几 里 得 除法 , 并 根据 定理 1.3.3, 可 以 将 求 两 个 正 整 数 的 最 大 公 因 数 转化 为 
求 两 个 较 小 非 负 整 数 的 最 大 公 因 数 ; 反复 运用 欧 几 里 得 除法 , 即 广义 欧 几 里 得 除法 , 将 求 两 
个 正 整数 的 最 大 公 因 数 转化 为 求 0 和 一 个 正 整数 的 最 大 公 因数 . 
最 后 , 根据 定理 1.3.2, 求 出 两 个 整数 的 最 大 公 因 数 . 
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Я 1.3.12 Ж a = —1859, b = 1573, 计算 (a,b). 
№ 由 定理 1.3.1, (—1859,1573) = (1859, 1573). 
运用 广义 欧 几 里 得 除法 , 有 


1859 = 1.1573 + 286, 
1573 = 5.286 + 143, 
286 = 2:143 + 


根据 定理 1.3.4, 得 (—1859, 1573) = 143. 
Я! 1.3.13 Ж а= 169, b= 121, Я Я (a,b). 
№ ”利用 广义 欧 几 里 得 除法 , 有 


169 = 1:121 + 48, 25 = 
121 = 2.48 + 25, 23 = 
48 = 1:25 + 23, 2 = 


所 以 , (169, 121) = 1. 
例 1.3.14 3% a = 46480, b= 39423, 计算 (а, Б). 
解 ” 利 用 广义 欧 几 里 得 除法 , 方法 一 : 最 小 非 负 余数 . 


46480 = 1.39423 + 7057, 257 
39423 = 5.7057 + 4138, 224 
7057 = 1.4138 + 2919, 33 
4138 = 1.2919 + 1219, 26 
2919 = 2.1219 + 481, 7 
1219 = 2.481 + 257, 5 
481 = 1.257 + 224, 2 

方法 二 : 绝对 值 最 小 余数 . 
46480 = 1.39423 + 7057, 481 
39423 = 6.7057 + (-2919), 224 
7057 = 2.2919 + 1219, 33 
2919 = 2.1219 + 481, 7 
1219 = 3:481 + (-224), 2 


所 以 , (46480, 39423) = 1. 


1.3.3 Bézout 等 式 
从 广义 欧 几 里 得 除法 的 表示 中 , 可 观察 到 


1.23 + 
Е a 
2-1 + 


е > 


+ + + + + + + 


+ + + + + 


33, 
26, 


© э ою «а м 


13 “最 大 公 因数 与 广义 欧 几 里 得 除法 25 
Tn = (—Ча)-Тп-1 + тә, 
Тар = (一 Dr-2 + Тиз, 
Та-о = (—Ча—о)`Га-з3 + Тп—4, 
т = (~a): + то, 
т = (Cm): + ғ. 
то» = (mm) ry + r-z 
这 样 , 逐次 消去 та-і, то, 225.79, та, то, 可 找到 整数 в, t 使 得 
s-a+t-b= (a,b). 
定理 1.3.5 Жа, b 是 任意 两 个 正 整 数 , 则 存在 整数 s, 上 使 得 
s-a+t-b= (a,b). (1.14) 


25 (1.14) 叫做 Bézout ( 贝 祖 ) 等 式 . 
ËJ 1.3.15 Жа= –1859, b= 1573, 求 整数 s, t ,使 得 


Ж 由 例 1.3.12 ,有 


143 = 


s-a+t-b= (a,b). 


(-5)-286 
= (-5).((-1)-1573-- 1859) 
6. 1573 


5. (-1859) 


因此 , 整数 s =5, t=6 满足 s-a+t-b= (a,b). 
例 1.3.16 Жа= 169, b= 121, Ж ЖЖ s, &, #43 


Ж НЯ 13.13, 有 


1 = 


8. а-+ Е. 6 = (a,b). 


(-1)-2 


= (-М)-(-1)-23--25) 


12 


- ((=1) - 25 + 48) 


= (-23). ((—2) - 48 + 121) 
= 58- ((—1)- 121 + 169) 


58 - 169 


因此 , 整数 в = 58, t = —81 满足 s-a+t-b= (a,b). 


+ 1573 
+ 1573 
+ (-5). 1859 
+ 6.1573. 


23 

23 
(-11)-25 
12-48 
(-23)-121 
(-81)-121. 


26 
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例 1.3.17 # a = 46480, b = 39423, 求 整数 s, t ,使 得 


s-a+t-b= (a,b). 


解 由 例 1.3.14, 有 方法 一 : 最 小 非 负 余数 . 


1 


(-2)-2 

(-2)-((-1)-5--7) 
3-((-3)-7--26) 

(=11) - ((—1). 26 + 33) 

14. ((—6) - 33 + 224) 

(—95) - ((—1) - 224 + 257) 

109. ((—1) - 257 + 481) 

(—204) - ((—2) - 481 + 1219) 
517 - ((—2) - 1219 + 2919) 
(—1238) - ((—1) - 2919 + 4138) 
1755 - ((—1) - 4138 + 7057) 
(—2993) - ((—5) - 7057 + 39423) 
16720. ((—1) - 39 423 + 46480) 
16720 - 46 480 

(16720 — 39 423) - 46480 
(—22703) - 46480 


方法 二 : 绝对 值 最 小 余数 . 


1 


(-3).2 

(=3) - (5 - 7 + (—33)) 

(=14) - (7 - 33 + (—224)) 
(—95) - ((—2) - 224 + 481) 

204 - (3 - 481 + (—1219)) 

517. ((—2) - 1219 + 2919) 
(—1238) - ((—2) - 2919 + 7057) 
2993 . (6 - 7057 + (—39 423)) 
16720. ((—1) - 39 423 + 46 480) 
16720 - 46480 

(16720 — 39423) - 46480 
(—22703) - 46480 


+ + + + + + + + + + + + + + + + 


+ + + + + + + + + + + + 


5 
5 

(-2)-7 

3-26 

(-11) .33 

14 - 224 

(—95) - 257 

109 - 481 

(—204) - 1219 

517. 2919 

(—1238) - 4138 

1755 - 7057 

(—2993) - 39423 
(19713). 39 423 

(46 480 — 19713) - 39 423 
26 767 . 39 493. 


7 

7 

3:33 

14-224 
(-95)-481 
(-204)-1219 
517-2919 
(—1238) - 7057 
(—2993) - 39423 
(-19713) -39423 
(46 480 — 19713) - 39423 
26 767 - 39 423. 
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因此 , 整数 s = —22703, t = 26767 满足 s-a+t-b= (a,b). 


1.3.4 Bézout 等 式 的 证 明 

为 了 深刻 理解 广义 欧 几 里 得 除法 以 及 给 出 Bézout 等 式 的 证 明 , 下 面 先 讨论 广义 欧 几 里 
得 除法 的 矩阵 表示 . 

广义 欧 几 里 得 除法 . Wa, b 是 任意 两 个 正 整数 , W го =a, т. =b, A 


r-1 а 1 ro 
т = Ф-70 + ті, = $ 
ro 1 0 ті 
то Ф 1 
т: = Ф `7 + т, = 
ті 1 0 


(1.15) 


Tn-3 = Фа-і:Та-2 + ть 


т-—1 = gn+1 rm + Та+1, 


因此 ， 


从 而 ， 
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得 
Tj ЖЕ 
7 | =4| ^^], -ә<3<т 
Tj+1 7 一 1 
定理 1.3.6 在 上 述 符号 下 ,有 
= t=0 8; = Wy 
， ， ”ES 
81-0 Е tj = 0-1 


ИКТ ОШОО 


7-1 то 81-2 
证 НА, 的 定义 有 
з) tj) [0 1 8-і 61| _ Wj-1 74-1 
uj vj 1-91 Шш-і 9-і (—4у+1)чу-1 + 89-1 (—Чу+1)®у-1 34-і 
推 得 
BE ов ш = (-Ф+1)ш-1 + 8-1 
tj = 0-1 оу = (—gj+1)Vj-1 + 65-1 
进而 ， 
sj = (—4))8у—1 + 83-2 和 | uj = (—4+1)ш-1 + шу—2 
ц-(-Фі-і%і-? vj = (—4у+1)®у-1 + 0-2 
用 矩阵 表示 即 为 所 求 . 证 毕 . 
j =n 时, 就 是 如 下 的 定理 . 
定理 1.3.7 Жа, b 是 任意 两 个 正 整数 , 则 
Sna + tnb = (a,b), (1.16) 
对 于 了 = 0, 1,2, ..., п-Ь n, 这 里 sj, tj 归纳 地 定义 为 
(1.17) 


8_ə = 1, s_1 = 0. ое 
2 ; 1 u у = (—4)83-1 5—2, РНР Е 
tj = (—q;)t;-1i +6, 


ts=0, ti1=1, 


R u= Е RR (1.11) 中 的 不 完全 商 . 
ja 
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证 可 直接 证 明 : 对 于 j= 一 2, —1, 0, 1, -n l, n, 
sja +t;b = rj, (1.18) 


HEP r; = (—q;)r;-i +r;-2 是 式 (1.11) 中 的 余数 . 因为 (a,b) = rn, 所 以 


Sna + tnb = (a,b). 


> 


j 作 数 学 归纳 法 来 证 明 式 (1.18). 
二 -2 时 ,有 s_2=1, t2 =0, 以 及 


сө. 


зза +26 =а=т_о. 


结论 对 于 了 = -2 ЖАУ. 
j=-1 i}, Ẹ s1 =0, t1 =1, 以 及 


s_ia+t_ib=b=r_i. 


结论 对 于 了 = 一 1 ЖАУ. 
假设 结论 对 于 —2 <j < k 一 1 成立, ШІ 


sja + tb = ту. 


对 于 7 了 7=k, 有 
Tk = (—qk)rk—1 + тк-2- 


利用 归纳 假设 , 可 得 到 


тк = (-9)(вь ла+ tk-ib) + (вь—оа + 1620) 
= ((—qk)sk-i + зк-2)а + ((—qk)tk-i +tk-2)b 
= Ska + tpb. 


因此 , 结论 对 于 了 = k 成 立 . 根据 数学 归纳 法 原理 , 式 (1.18) 对 所 有 的 j 成 立 , 这 就 完成 了 
假设 a, b 是 不 全 为 零 的 非 负 整数 . 根据 定理 1.3.7 及 其 证 明 , 按照 以 下 方式 来 具体 计算 
出 整数 s, 上 使 得 
за + tb = (a,b). 


首先 , 令 


(1) 如 果 r- = 0 则 令 


8:-8-9, t=t-. 
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否则 , 计算 


a 


т 
Ф = Е ‚ то = (—40)т-1 +т-2. 


(2) 如 果 ro = 0, 则 令 
8-81, 
否则 , 计算 
80 = (一 4)s-1 十 5-2， 


以 及 


ііі. 


to = (90) 1 +22, 


и 
а- ЕН ， ті-(-а)ғюо +r-1. 


(3) 如 果 r, = 0, 则 令 
8 = 80, 
否则 , 计算 
81 = (一 91)so + 8—1, 


以 及 


и = (—q1)to + t-1, 


А 
Ф = Е > Тт-(-ф)гі + то. 


(j +2) # r; = 0 (j > 2), WS 


8-8)-1, іі). 
否则 , 计算 
sj = (—4у)8у—1 + 8-2, tj = (—q;)t;-i + tj-2, 
以 及 
Tj—1 
“ы = | = | ， ты = (Фигу ту. 
$ 


最 后 , ER тан = 0. 这 时 , 4 
8 = sn, 


总 之 , 可 以 找到 整数 s, t, 使 得 


t=tn. 


за + = rn = (a,b). 


„ЖЧ ШЖ 1.1 所 示 . 
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表 1.1 Ж 1.3.7 证 明 过 程 
3 s; | 8 |n| Туы 
一 3 a 
-2 1 0 b 
-і 0 1 qo то 
0 80 to qı 71 
1 81 ti Ф T2 
n—2 | sn-2 | 如 -2 | Чп-1 Тп-1 
п-1| ва-1 | 如 -1 | qn Тп 
n Sn tn | +1 | "+ = 0 
其 中 , 对 于 і-0,1,2,.--,п, 
sj = (一 9)sj-1 + sj-2, 
tj = (-qi)t;-i +t;->, 
(1.19) 
қ Tia 
q;+1 | т) 1. 
Titl = (-Ф-а)ғ) +1. 
上 述 计算 过 程 为 
8j — tj — qj+1 — Тін 


34 ты = 0 时 , s= за, t= tn 使 得 


за + 6 = зла + 6 = ть = (а, Б). 


ËJ 1.3.18 设 a= 1859, b= 1573. 计算 整数 s, t 使 得 


за + tb = (а, Б). 
Ж 根据 表 1.1 及 式 (3.19), 有 
j | S | tj |%+ | т 
一 3 1859 
-2| 1| 0 1573 
-і|0|1|1 | 286 
о|1]|-1| 5 | мз 
1|-5|6| 2 0 
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H s= —5, t= 6 得 


№ 根据 表 1.1 及 式 (1.19), 有 


(—5) - 1859 +6. 1573 = 143. 
例 1.3.19 # а = 737, b= 635. 计算 整数 s, t 使 得 


за + % = (a,b). 


j |5;| 5 |da |in |3 s | ti |d | T 
—3 737 |1| -6| 7 а | 10 
-2|1|0 635 |2| 25 | -29 | 2 3 
-1|0|1 102 |3|-56| 65 | 3 1 
0|1|-1| 6 | 23 |4|193|—224| 3 0 
因此 , в = 193, t = 一 224 使 得 
193 - 737 + (—224) - 635 = 1. 
{1 1.3.20 а= 46480, b= 39423, 计算 整数 s, #443 
за + tb = (a,b). 
Ж 根据 表 1.1 及 式 (1.19), 有 
j| s | t |н) ты | 3 | s tj |н | T 
-3 46480 | 5 | —67 79 1 | 224 
-2| 1 0 39423 |6 | 95 -12 | 1 | 33 
Що | 1 1 | 7057 | т | -162 | 191 6 | 26 
o| 1 |-1| 5 | 4138 || 8 | 1067 | —1258 | 1 7 
11-5 | 6 1 | 2919 | 9 | -1229 | 1449 3 5 
216 |-7| 1 | 1219 |10| 4754 | -5605 | 1 2 
3|-1|13 | 2 | 41 | 1|-593)| 7054 2 1 
4 | 28 |—33| 2 | 257 |12 | 16720 | -19713| 2 0 


ІН s = 16720, t = —19713 得 


16 720 . 46480 + (—19 713) - 39423 = 1. 


定理 1.3.7 的 逆 命 题 不 成 立 . 但 有 以 下 定理 : 
定理 1.3.8 ЖЖа b 互 素 的 充分 必要 条 件 是 存在 整数 в, t 使 得 


sa+tb=1. 
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证 根据 定理 1.3.7 可 立即 得 到 命题 的 必要 性 . 
反 过 来 , 设 d = (а, Б), WA d | a, d | b. 根据 假设 , 存在 整数 s, t 使 得 


sa+tb=1. 


则 有 
d|sa+tb=1. 


因此 , d = 1, Ш а, b HZ. 证 毕 . 
例 1.3.21 设 4 个 整数 a, b,c, d 满足 关系 式 


ай-іс-1. 

Я] (а,Ь) = 1, (а,с) = 1, (4,5) = 1, (а,с)-1. 
1.3.5 “最 大 公 因 数 的 进一步 性 质 

下 面 先 讨 论 最 大 公 因 数 的 数学 定义 . 

定理 1.3.9 Жа, b 是 任意 两 个 不 全 为 零 的 整数 , d 是 正 整 数 , 则 d 是 整数 a, b 的 最 大 
公 因 数 的 充 要 条 件 是 : 

(1) 41а d|b; 

(ii) Же|а, e |b, Ме| d. 

证 必要 性 . ғал а, b 的 最 大 公 因 数 , 则 显然 有 ( i ) 成 立 . 

再 由 广义 欧 几 里 得 除法 (定理 1.3.7) 知 , 存在 整数 s, t 使 得 


за + 6 = d. 


因此 , 当 e |a, e |b 时, 有 
е | а + = а. 


故 (Gii) 成 立 . 
反 过 来 , 假设 (i) 和 (ü) 成 立 , 那么 
(i) 说 明 d 是 整数 a, b 的 公 因 数 ; 
(іі) 说 明 d 是 整数 а, b 的 公 因数 中 的 最 大 数 , 因为 e | d 时 , 有 lel < d. 
因此 , d 是 整数 a, b 的 最 大 公 因 数 . 证 毕 . 
Ж 定理 1.3.9(ii) 是 说 : 整数 的 最 大 公 因数 是 所 有 公 因 数 的 倍数 . 
其 次 , 讨论 互 素 整数 的 构造 (ев) = 
EH 1.3.10 设 a,b 是 任意 两 个 不 全 为 零 的 整数 ， 
(1) m 是 任 一 正 整数 , 则 (m: a,m -b)= m- (a,b). 


Gi) 若非 零 整 数 d RA d|a, d | b, Wl (4) - єт. 特别 地 ， 
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证 iZ d = (a,b), d = (m-a,m-b). 由 广义 欧 几 里 得 除法 (定理 1.3.7), 存在 整数 s, t 

使 得 
sa+tb= а. 
两 端 同 乘 以 m, 得 到 
з(т .al 二 tm 5) =т - 4. 

因此 d' | т-а. 

又 显然 有 т-а | т-а, m-d|m-b. 根据 定理 1.3.9 (п), т-а |а. 

йа =т-а, № (i) 成立. 

再 根据 (i), Ч4|а,4|ыМ, 有 


a 


ЕСЕГЕ? 

= м. (ми) 
Tp) 
因此 ， (5 г) = (b) 特别 地 , 取 d = (a, b), 有 


d' d ГІ 


故 (11) 成 立 . 证 毕 . 
例 1.3.22 设 a=11.200306, b = 23 - 200306, 计算 (а, b). 
ж 因为 


(11, 23) = (11, 23—11.2) = (11,1) =1, 
所 以 
(а, b) = (11 - 200306, 23 - 200 306) = 200306. 
下 面 给 出 最 大 公 因 数 的 运算 性 质 . 
定理 1.3.11 Жа, b, c 是 三 个 整数 , B b 0, c Z 0. 如 果 (ac) = 1, WJ 
(а, с) = (6,6). 
证 令 d=(ab,c), d' = (b,c), а | b, а | e, Ж а | ab, 4 | с. 再 根据 定理 1.3.9, 得 
а | d. 
反 过 来 , 因为 (a,c) = 1, 根据 广义 欧 几 里 得 除法 ( 见 定理 1.3.8), 存在 整数 s, t 使 得 
&-G-+t-e= 1. 
两 端 同 乘 以 b, 得 到 
s-(ab)+(tb):c =b. 
再 根据 定理 1.1.3, 由 d | ab, d | с, 可 得 到 d | s- (ab) + (tb) -с, а | b. 同样 根据 定理 1.3.9, 
可 得 到 a | 4. 
а= а, 定理 成 立 . 证 毕 . 
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EH 1.3.12 Жа, >, an, € 为 整数 . 如 果 (а, с) = 1, 1 < í < n, М 
(а1---@в, с) = 1. 
证 Х n 作 数 学 归纳 法 . 


п = 2 时 , 命题 是 定理 1.3.11, 也 可 利用 定理 1.3.8 直接 证 明 . 设 (а4,с) = 1, (oa,c) = 1, 
则 存在 整数 s1, ti 和 во, to 使 得 


81-41--й:-с-і, 82-а2--із:с-і. 
进而 ， 
(s1s2) (ат a2) = (1 — t1 -с)(1-№ с) = 1 — (tı +tə — tı t2 €) - c, 
或 
(81 82) - (a1 a2) + (tı +t2 – 1 ос) :с=1 
因此 , (а - ао, с) = 1. 


假设 n 一 1 时 , 命题 成 立 , 即 
人 
对 于 п, 根据 归纳 假设 ,有 (a1…an_1, с) = 1. 再 根据 (an,c) = 1 及 定理 1.3.11, 得 到 
(a1 ---an-1an, e) = ((а1---ал-л)ал, с) = 1. 


因此 , 命题 对 所 有 的 n 成 立 . 证 毕 . 
最 后 , 给 出 最 大 公 因数 在 可 逆 变 换 下 的 不 变性 . 


ОШО бте 


定理 1.3.13 Жа, b 和 u, v 都 是 不 全 为 零 的 整数 . 如 果 
а=4:и+т-о, b=s-u+t:u, 


其 中 q, r, з, t 是 整数 , B g:t 一 rs 二 1, 则 (а,Ь) = (и, о). 
证 设 d= (a,b), d = (u,v), W) d' | u, 4 | u. 由 定理 1.1.3, 可 得 到 


4 |q-u+r-v=a, d |s-u+t-v=b. 


因而 , 4 |d. 
ХВ ИИ u=t-a+(-s8)-b, э =(—т)-а+а-Ь. ATIE] d |d. 
因此 , d = d'. 定理 成 


Е 
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136 ”多 个 整数 的 最 大 公 因数 及 计算 

前 面 讨论 了 如 何 具体 求 两 个 整数 的 最 大 公 因数 . 对 于 п 个 整数 ал, ---, ал 的 最 大 公 因 
数 , 可 以 用 递归 的 方法 , 将 求 它们 的 最 大 公 因 数 转化 为 一 系列 求 两 个 整数 的 最 大 公 因 数 , А 
体 过 程 如 下 : 

定理 1.3.14 Жа), а, --, an тп АЖЖ, В а #0. 25 

(а1,а2) = Ф, (Ф,аз) = 43, +-+, (4-1,9) = dn. 
Я] (а1, a2,… ,an) =4,, 且 存 在 整数 si, во, --, Sn 使 得 
S1 -a1 +82:02 +-+ + Snan = dn 

证 对 mm 作 数学 归纳 法 . 

п =2 时 , 有 (а1,а2) = 42, 且 存 在 整数 s1, s2 使 得 s1 -a1 + 82 - a2 = do, 结论 成 立 . 

假设 n 一 1 时 , 结论 成 立 . 即 当 (ал, а2) = Ф, (42, аз) = d3, -+> , (dn-2,an-1) = dn-1 时， 
有 (а1,а2,:--,аһ-1) = dn_1 , 且 存 在 整数 s1, 82, >, Sn- 使 得 

81 -a1 + 82 - 42 + --- + 3.1 : ап] = Чл—1. 

ЖРп, Фе= (а1,а2, .- аһ), A e| a, ela, е | an1, e | ал. 根据 归纳 假设 : 
(а1, aa ,an_1) = dn_1 以 及 定理 1.1.4, 有 e | dn_1. 再 由 广义 欧 几 里 得 除法 (定理 1.3.7), 
存在 整数 в, t 使 得 

s da-i Hida = da 

得 到 e | dn Же < dn, АЖ 


(8-81) а + (8: 82) -a2 +++: + (8: 811) :an-1+t:an = dn. 
另 一 方面 , 由 (4,1, а») = dn, 得 到 dn | dn_1 以 及 dn | an. 进而 ， 


dn | аз, dn |a, dn | ағ-1, dn | ал. 
因此 , dn < e. 故 e= dn, 结论 成 立 . 证 毕 . 
例 1.3.23 计算 最 大 公 因数 (120, 150, 210, 35). 
解 因为 
(120,150) = (120,30) = 30, 
(30,210) = 30, 
(30,35) = (30,5) = 5, 


所 以 最 大 公 因 数 (120, 150, 210, 35) = 5. 


现在 推广 定理 1.3.9 为 

定理 1.3.15 Жа,.-, a, 是 任意 п 个 不 全 为 零 的 整数 , d EZH. N d 是 整数 
a1，… ， ал 的 最 大 公 因 数 的 充 要 条 件 是 : 

(i)d|a, ,dlan; 

(й) Же| ал, :--, е| а, Ме | 4. 
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证 必要 性 . Жал ЖШ а,--, an 的 最 大 公 因 数 , 则 显然 有 ( i ) 成 立 . 
再 由 定理 1.3.14, 存在 整数 s1，… ，sn 使 得 


81 -@1 + 52 - 42 +-+ + Sn аһ = d. 
因此 , Че | ал, +-+, e| an 有 
e | s1 -a1 +82:02 +-+ + Sn an = d. 
故 Gi) 成立 . 
反 过 来 , 假设 (i) 和 (ii) жау, 那么 
(1) 说 明 d 是 整数 ал, ---, an 的 公 因数 ; 


(11) 说 明 d 是 整数 ал, … ап 的 公 因 数 中 的 最 大 数 , 因为 e | d BF, 有 lel < 4. 
因此 , а 是 整数 a1,… ，an 的 最 大 公 因 数 . 证 毕 . 


1.3.7” 形 为 2* 一 1 的 整数 及 其 最 大 公 因 数 


在 应 用 中 常常 会 运用 形 为 2" — 1 的 整数 , 以 及 计算 最 大 公 因数 (2° — 1,2 — 1). 
引 理 1.3.1 设 a,b 是 两 个 正 整 数 . 则 2 一 1 被 25 一 1 除 的 最 小 非 负 余数 是 2" 一 1, 其 
中 7 是 a 被 b 除 的 最 小 非 负 余数 . 
证 当 a<b 时 ,r==a, 结论 显然 成 立 . "a >b. 对 a, b 用 欧 几 里 得 除法 , 存在 不 完全 
Ша 及 最 小 非 负 余数 7 使 得 
a=q:b+r, 0<r<b, 


进而 ， 
2%®—1=2((2#)#—1)+27—1=@(2#—1)+2”-1, 
其 中 @ = 27((22)-1 +...-+2+1) 为 整数 , 结论 成 立 . 证 毕 . 
引 理 1.3.2 Жа, 是 两 个 正 整 数 , 则 24 一 1 Я 25 — 1 的 最 大 公 因 数 是 20b) — 1. 
证 运用 广义 欧 几 里 得 除法 及 引 理 1.3.1 立即 得 到 结论 . 证 毕 . 


定理 1.3.16 Жа, b 是 两 个 正 整 数 , 则 正 整 数 2 一 1 和 25 一 1 互 素 的 充 要 条 件 是 a 和 
b 互 素 . 
证 因为 
(2° – 1,22 — 1) = 2090 —1, 
而 209.0) — 1 = 1 的 充 要 条 件 是 (а, Б) = 1. 因此 , 定理 成 立 . 证 毕 . 
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1.4.1 ”整除 的 进一步 性 质 


下 面 先 讨论 整除 的 性 质 . 
定理 1.41 Жа, b,c 是 三 个 整数 , 且 c 关 0. 如 果 c|ab, (a,c)=1 , 1] c | b. 
证 一 ”根据 假设 条 件 和 定理 1.3.11 有 


c | ае) = (b, o). 
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Ми с | b. 


证 二 (直接 证 明 ) AA (a,c) =1. 根据 定理 1.3.8, 存在 整数 s,t 使 得 


s-a+t-c=1. 
两 端 同 乘 以 b, 得 到 
s-(ab)+ (tb): ce =b. 
根据 定理 1.1.3, H с | а, c| с 
с | в: (а) + (tb): c =b, 


ВР e| b. 
例 1.4.1 ВЯ 15 | 2. 75, 又 (2,15) = 1, 所 以 15 | 75. 
下 面 再 讨论 素 因 数 的 性 质 . 
定理 1.4.2 设 p 是 素数 . #p|ab, W p|a X. p| b. 


证 一 # p Да, 则 根据 例 1.3.6, 有 (a,p) = 1. 再 根据 定理 1.4.1, 有 了 | b. 


证 二 (直接 证 明 ) 若 p Да, 则 根据 例 1.3.6, 有 (a,p) = 1. 再 根据 定理 1.3.8, 存在 整数 


sit 使 得 
з:а+ї-р= 1. 


两 端 同 乘 以 b, 得 到 
s- (а6) + (tb) -р=6. 
根据 定理 1.1.3, H р | ab p| p 可 得 
p | в: (ab) + (tb) - p =b, 


Вр |b. 
BJ 1.4.2 因为 5|3.25, 又 5 (345 ЖЖЙ, МА 5 | 25. 


证 毕 . 


定理 1.4.3 Жа, .…，an 是 n 个 整数 ,p 是 素数 . 若 卫 | а-ал, Ў) р 一 定 整 除 某 一 


Хак, 1<k<n. 

证 若 ai, …，an 都 不 能 被 p 整除 , 则 根据 例 1.3.6, 有 

(а,р) = 1, 1<i<n. 
而 由 定理 1.3.12, 
(ai anD) =1, 

这 与 p | ai .…an №. 
142 ”最 小 公 倍数 

下 面 讨 论 整数 的 最 小 公 倍 数 . 


定义 1.4.1 Жа, .……，an 是 nn 个 整数 . 5 р 519 п ААКНА, W| D 叫做 这 mn 个 数 的 


一 个 公信 数 . a, … an 的 所 有 公信 数 中 的 最 小 正 整数 叫做 最 小 公信 数 , 记 作 [a1,… 


ап]. 
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Жі D>0 是 a1,…, а, 的 最 小 公 倍 数 的 数学 表达 式 可 叙述 为 
(i)alD, 1<%<т; 

(й) #а |D, 1<i<n, W D |D. 

详 见 定理 1.4.5 中 的 说 明 . 

注 2 a,b 的 最 小 公 倍数 D = [a,b] 是 集合 


{clceZ,alc, |с) 


中 的 最 小 正 整 数 . 
ЖЗ а,--, аһ 的 最 小 公 倍数 D 是 集合 


{с|сє2, а |с, 1<і<п) 


中 的 最 小 正 整数 . 

例 1.4.3 ЖЖ 14 和 21 的 公 倍数 为 { 士 42,， 士 84,….}, 最 小 公 倍数 为 [14, 21] = 42. 

定理 1.4.4 Жа, 是 两 个 互 素 正 整数 ， 则 

(i) 若 a|D,5|D, 则 a:b | D; 

(11) [a,b] = a - b. 

(1) b| D, 则 存在 整数 q, IE D =q-b. Xa | D, Bl a | q: b, ММ (a,b) = 1, № 
据 定理 1.3.11 的 推论 , 得 到 а | а. 因此 存在 整数 Т, 使 得 q = q' - a, 进而 , D = 4 - (a-b). М 
a-b| D. (1) 得 证 . 

(її) EH a-b 是 a, b 的 公 倍数 . 又 由 (i) 知 , ab 是 a, b 的 公 倍 数 中 的 最 小 正 整数 ， 
故 [a,b] = a - b. 

(1) 的 直接 证 明 由 a | D, b | D, 知 存在 q, Ф 使 得 D = фса, D = qa b. Mii, 
b-D=q: (a-b), а. D = q (a-b). 因为 (ab = 1, 所 以 由 广义 欧 几 里 得 除法 , 可 找到 整 
数 s,t , IE s-a+t-b= (a,b) = 1, Ж D = (s:a+t-b)D = s- (a - D) +t- (b. D) = 
s-q2:(a-b)+t-qı-(a-b)=(s-q2+t-q)(a-b), а: | D. 证 毕 . 

例 1.4.4 Жр, q 是 两 个 不 同 的 素数 , WJ [p,q] = p ° q. 
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定理 1.4.5 Жа, 是 两 个 正 整数 . 则 

(i)#a|D,b| D, ñ [a,b] | D; 

(уа = 22. 


(a,b) 
证 № d= (а,Ь). 根据 定理 1.3.10, 有 


又 根据 定理 1.4.4, 


进而 las] = EÈ, 即 (i) 成 立 . 
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再 由 
a D 
айт 


得 到 


М | p 即 (i) ж. 证 毕 ， 


144 ”多 个 整数 的 最 小 公 售 数 

对 于 个 整数 a1，… ,an 的 最 小 公 倍数 , 可 以 用 递归 的 方法 , 将 求 它们 的 最 小 公 倍数 
转化 为 一 系列 求 两 个 整数 的 最 小 公 倍数 , 具体 过 程 如 下 : 

定理 1.4.6 Яо... an © п АЖЖ. А 


[ou os] = D2, [Də,as] = D3, >>>, [Эһ-1,аа] = Dn, 


M) [a,,::: ,an] = Dn- 

证 对 n 作 数学 归纳 法 . п = 2 时, Ж [aa] = Da ,结论 成 立 . 

假设 n 一 1 时 , 结论 成 立 . 即 当 [a1,a2] = D>, |Рә,аз| = D3, <>, [Dn_2,an_1] = Dn_1 
ІМ, Ж [@1, 42, --- ,an-1] = а-а. 

XF п, 5 р = (в, ао, --- ан], 有 al | D, а | D, ---, an-1 | D, an | D. 根据 归纳 假 
设 : [@1, a2, ,an-1] = Әл-і 以 及 定理 1.4.5, 有 р, 11р 以 及 Dn = [Dn-1,; an] | Р. 进而 ， 
Da < D. 

另 一 方面 ,  [Ри-1, an] = Dn, 得 到 рь, 1 | Dn 以 及 an | Dn. 进而 ， 


al | Dn, a2 | Dn, ++- ，an-1 | Dn, an | Dn. 
ШІП, Жаа, е, а 的 公 倍 数 . 从 而 , D < Dn. 故 Dn = D, 结论 成 立 . 证 毕 . 
例 1.4.5 计算 最 小 公 倍数 [120, 150, 210, 35). 
解 因为 
120.150 120-150 
[120,150] = (120.15) = — 30 9% 
600-210 600-210 
[600,210] = (600-210) = 30 = 4200, 
4200.35 4200-35 
[4200,35] = (200,35) = 35 = 4200. 
所 以 最 大 公 因 数 [120, 150, 210, 35] = 4200. 
定理 1.4.7 Жа, аз, ---, an 是 正 整数 . 如 果 al |D, aa | D, … , an | D, 则 


[a1,a2,:-- ,an] | D. 
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证 X} п 作 数 学 归纳 法 . 
п =2 时 命题 就 是 定理 1.4.5 (i). 
假设 n 一 1 (n > 3) 时 , 命题 成 立 , ШІ 


Dn-1 = asa, ,an-1] | D. 

对 于 n, 根据 归纳 假设 和 定理 1.4.5, 有 D, | D 以 及 [Di,an] | Р. 再 根据 定理 1.4.6, 

[Dn-1; an] = [@1,аэ,--- ,an] 得 到 
[aito2…… ,an] | D. 

因此 , 命题 对 所 有 的 n 成立. 证 毕 . 
15 ”整数 分 解 

本 节 讨论 整数 一 种 分 解 方法 . 

定理 1.51 (整数 分 解 定理 ) 给 定 正 合 数 n > 1. 如 果 存 在 整数 a, b 使 得 

т | а?-5?, n fa-b n hatb, (1.20) 


Я] (n,a — b) № (n,a + b) ЖА n 的 真 因数 . 
证 若 (па — b) 不 是 n 的 真 因数 , 则 (п,а-0) М 1%. 
对 于 (n,a —b) =1, H n |a? — b? = (a — b)(a + b), HEHH n | a+b, 与 假设 蔬 盾 . 
对 于 (n,a —b) =n, 推出 n | a-b, 与 假设 矛盾 . 
ИХ (n,a — b) 是 nn 的 真 因数 . 同 理 , (n,a + b) 也 是 n 的 真 因数 . 证 毕 . 
| 1.5.1 Ж п = 167 - 227 = 37909, Æ a = 16355, b= 11 使 得 


п|а2 02, п Да-ь n {a+b 


以 及 (n,a — b) 和 (n,a + b). 
证 IH а? – b? = 267 485904 = 7056 - 37909 以 及 


а—Ь= 16344 =0.37909 + 16344, a+b = 16366 = 0 - 37909 + 16366 


和 
(na —b)=227, (п,а--5)- 167. 


可 知 计算 最 大 公 因 数 的 算式 如 下 : 


37909 = 2.16344 + 5221, 37909 = 2.16366 + 5177, 
16344 = 3-5221 + 681, 16366 = 3.5177 + 835, 
5221 = 7-681 + 454, 5177 = 6.835 + 167, 
681 = 1:454 + 227, 835 = 5:167 + 0, 
454 = 227 + 0. 
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例 1.5.2 Я n = 167.227 = 37909, # a = 5344184, b= 150 使 得 
n|a2-b п Да-Ь n {a+b 


以 及 (n,a — b) 和 (n,a + b). 
МЕ На? – 22 = 28560302 603 356 = 753 391 084 . 37909 以 及 


a — b = 5344 034 = 140- 37909 + 36774, a +b = 5344334 = 140. 37909 + 37074 


和 
(n,a—b)=227, (п,а+5) = 167. 

这 里 计算 最 大 公 因 数 的 算式 如 下 : 

5344034 = 140.37909 + 36774, 5344334 = 140.37909 + 37074, 
37909 = 1.36774 + 1135, 3790 = 1.37074 + 835, 
36774 = 32.1135 + 454, 37074 = 44-835 + — 334, 
1135 = 2.454 + 227, 835 = 2.334 + 167, 
454 = 2.997 + 0, 334 = 2.167 + 0. 
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1.6.1 算术 基本 定理 

前 面 讨论 过 素数 , 并 证 明了 每 个 整数 都 有 一 个 素 因数 . 下 面 要 证 明 每 个 整数 一 定 可 以 表 
示 成 素数 的 乘积 , 而 且 该 表达 式 是 唯一 的 (在 不 考虑 乘积 顺序 的 情况 下 ). 

定理 1.6.1 (算术 基本 定理 ) 任 一 整数 n > 1 都 可 以 表示 成 素数 的 乘积 , 且 在 不 考虑 乘 
积 顺序 的 情况 下 , 该 表达 式 是 唯一 的 , 即 


ПЕР р, В<--<рь (1.21) 
其 中 pi 是 素数 , 并 且 若 


n=q:: qo q <- <q, 
其 中 gj 是 素数 , 则 s=t, ред, 1<1< 8. 
证 首先 用 数学 归纳 法 证 明 : 任 一 整数 n > 1 都 可 以 表示 成 素数 的 乘积 , 即 式 (1.21) 
成 立 . 
п =2, (1.21) 显然 成 立 . 
假设 对 于 < п 的 正 整 数 , 式 (1.21) 成 立 . 
对 于 正 整 数 mw 若 n 是 素数 , WI (1.21) 对 п 成 立 . 
车 n 是 合 数 , 则 存在 正 整数 ni, по 使 得 


n=n1:n2, 1l<n<n,1l1l<n<n. 


根据 归纳 假设 , 有 


т-рсеРе пә = риу Ра. 
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TE, 
т = ру-ру Pura Ph 
适当 改变 p, 的 次 序 即 得 式 (1.21), 故 式 (1.21) 对 于 п 成立. 
根据 数学 归纳 法 原理 , 式 (1.21) 对 于 所 有 п > 1 的 整数 成 立 . 
再 证 明 表达 式 是 唯一 的 . 假设 还 有 
二 q <: <q, 
其 中 q; 是 素数 , 则 
Di Ps = Ф (1.22) 
因此 pi |а. 根据 定理 1.4.3, 存在 q; 使 得 pi | чу. 但 pi, q; 都 是 素数 , 故 pi = q;. 
同 理 , 存在 рь 使 得 ф = рь. 这 样 ， 
pi < Pk = q < 4 = Р, 
进而 ра = 41. 将 式 (1.22) 的 两 端 同 时 消除 pi, 得 
p2**ps 一 和 gt 
同 理 可 推出 ро = фә. 以 此 类 推 , 可 得 到 
Рз = Qa, ``", qs = Pr. 
ИМ s=t. 证 毕 ， 
| 1.6.1 写 出 整数 45, 49, 100, 128 的 因数 分 解 式 . 
解 根据 定理 1.6.1, 有 
45 = 3.3.5， 49 = 7.7, 
100 = 2.2.5.5, 128 = 2.2.2.2.2.2.2. 


为 了 更 好 地 表达 整数 的 因数 分 解 式 , 可 将 相同 的 素数 乘积 写成 素数 宕 的 形式 , 即 


定理 1.6.1 可 表述 如 下 : 
定理 1.6.2 ЖЖ n > 1 可 以 唯一 地 表示 成 
n=p pe, оі>0,і-1,--,5, (1.23) 


ЖФр<р (i<j) 是 素数 . 
式 (1.23) 叫做 п 的 标准 分 解 式 . 
例 1.6.2 写 出 整数 45, 49, 100, 128, 1024, 4096 的 标准 分 解 式 . 
# 根据 定理 1.6.1 和 例 1.6.1, 有 


45 = 32.5, 49 = 7, 100 = 22.5, 
128 = 2, 1024 = 210, 4096 = 212. 
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162 ”算术 基本 定理 的 应 用 
本 节 将 利用 算术 基本 定理 进一步 探讨 整数 的 性 质 . 
在 应 用 中 , 为 了 表述 方便 起 见 , 整数 的 因数 分 解 式 常 写成 


n= а >20, i=1,.…,s. (1.24) 


首先 讨论 因数 的 性 质 . 
定理 1.6.3 设 n 是 大 于 1 的 一 个 整数 , 且 有 标准 分 解 式 


n=pf--- p3, oi>0,i=1,.…,s, 
N d 是 nn 的 正 因数 当 且 仅 当 d 有 因数 分 解 式 
а= р? pe, o>Pi>0,i=1,...,s. (1.25) 
证 Шап, H d AERROMER 
d=m' p, 8.20, 1=1,.--,8. 


则 一 定 有 
а > ñi, i=1,.…,s. 


否则 , 存在 1 < í < s, 使 得 u < Bi. 不 妨 设 ai < bi. 根据 d | n Жр | d, 可 得 


os 


ph | pp pos. 
两 端 消除 pi, 得 到 

әсе ере. 
再 根据 定理 1.3.12 的 推论 , 存在 j, 2 < ; < k 使 得 


pi | pj: 
这 不 可 能 . 故 式 (1.25) 成 立 . 
反 过 来 , 若 式 (1.25) 成 立 , 则 
п =p pa. 
是 一 个 整数 , 且 使 得 
n =n. d. 
这 说 明 , d | п. 证 毕 . 


J 1.6.3 HERH n ABADEA 


1 


перис, ш>0,і-і,-,5. 


] п 的 因数 个 数 
ап) = (1+ а1)--- (1 + as). 
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证 设 d 是 整数 nn 的 正 因数 . 根据 定理 1.6.3 有 


а= р? зр, асЙ>0,4-1,-:,ө. 


ВА В, 的 变化 范围 是 0 ~ а, 共 1+ aa 个 值 , …，, В, 的 变化 范围 是 0 ~ as 共 1+as № 


值 , 所 以 n 的 因数 个 数 为 
п) = (1+ а1): … - (1+ а). 


下 面 讨论 最 大 公 因 数 和 最 小 公 倍数 的 性 质 . 
定理 1.6.4 设 a,b 是 两 个 正 整 数 , 且 都 有 素 因数 分 解 式 
а=рү'- р", 0120, i=1,.…,s, 


b=p зр, Pi>0,i=1,...,s. 
则 a £ КАН АЖ, 


(а,Ь) = pl: DP, ъ = шіп(он, 81), i= 1,.…,s, 


[a,b] = pi pas, ó; = шах(он, 81), i= 1,... ,s. 


证 根据 定理 1.6.3, 知道 整数 
а-рр-ерр, 
满足 最 大 公 因 数 的 数学 定义 1.3.1, 所 以 
(a,b) = р еру. 


同样 , 整数 
ре, 


满足 最 小 公 倍数 的 数学 定义 1.4.1, 所 以 


[6,0 = р? pes. 


推论 Ha, b 是 两 个 正 整 数 , 则 
(a, b)[a, b] = ab. 
证 ХИ a, B, 有 
min(a, 8) + max(a, В) = а + В. 


根据 定理 1.6.3, 推论 是 成 立 的 . 


证 毕 . 


更 进一步 , 利用 整数 的 因数 分 解 式 (1.24), 可 以 表述 多 个 整数 的 最 大 公 因 数 和 最 小 公 


倍数 . 
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定理 1.6.5 Жа, .…，ak 是 大 个 正 整 数 , 且 都 有 素 因数 分 解 式 
ај = рї pe, ај >20, 1<i<s, ,1<j<k. 
Я] аа, ---, ak 的 最 大 公 因 数 和 最 小 公信 数 分 别 有 因数 分 解 式 
(a, ，ak) =p py, qi = min(aa, = Qik), 1<4<5, 
la, ---, ак] = рр, ó; = max (ai, > ош), 1<1<з. 
证 根据 定理 1.6.3, 可 知 整数 
а= рў UDP, 
满足 最 大 公 因 数 的 数学 定义 1.3.1, 所 以 
(а, ak) = pl pP. 
同样 , 整数 
рй, 
满足 最 小 公信 数 的 数学 定义 , 所 以 
[a o; ak] = р pa. 
证 毕 . 
利用 定理 1.6.5, 可 直接 求 出 以 下 4 个 整数 的 最 大 公 因数 和 最 小 公 倍数 (比较 例 1.3.23 和 
例 1.4.5). 


例 1.6.4 计算 整数 120, 150, 210, 35 的 最 大 公 因数 和 最 小 公 倍数 . 
Ж 根据 定理 1.6.1, 有 


120 = 23.3.5, 150 = 2-3-57, 
210 


2.3.5.7, 35 = 5.7. 
再 根据 定理 1.6.5, 有 
(120, 150, 210, 35) = Əmin(3,1,1,0) . gmin(1,1,1,0) , gmin(1,2,1,1) . 7min(0,0,1,1) 一 5 
以 及 
|120, 150, 210, 35] = pwes(a 0). ұшах(1,1,,0), ұшах(1,2,1,1), үшах(00,1,3) — 1200, 


最 后 , 利用 整数 的 唯一 因数 分 解 式 , 可 给 出 以 下 结果 , 该 结果 将 用 于 原 根 的 构造 . 
定理 1.6.6 设 a,b 是 两 个 正 整 数 , 则 存在 整数 a’ |а, b | b144 


а-Ы-(а,8, (а,8)-і1. 
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证 将 整数 a,b 进行 因数 分 解 式 : 


а= Ьер, 


Ни oi > ñ; 2 0, (і-1,--,); ñi >or 2 0 ü= t+1,::: ,8). 
取 
а! = р рее, U = phi. pi, 
则 整数 а", b 即 为 所 求 . 证 毕 . 
例 1.6.5 Жа= 79720245000 = 23.54.116.32.70, b = 9318751596 = 22.50.113.36.74. 
取 
а'=23.5%.116, Ы = 38.74 (а,У)-і, 


则 有 
а -b' = 2 -54.116 . 38 . 74 = [a,b]. 


BI 1.6.6 itn ZAR, р пв. j p ||n (PP ре |n, 12 рен Yn), M p° | ( ). 


т 
p 
其 中 |) „к= (верер. 
p p! 
证 因为 pe || п, Ë n =m .pe, (п’,р) = 1, WIF 1<k<p-1, ff (п — k,p) = 1. 0 
W, рт — (n — К) = k, ЖИ. 根据 定理 1.3.12, 有 ((п-1)--(п-р-1),р)-1. 从 而 ， 


п) п(п-1)--(п-ра1) |, (п—1)-—(1—-р+1) 44 
G=: Е peo 


p (р-1)! (р-1)! 
但 
,.(1-1)--(п-р-1) Z 
— = 
ре ] C) 证 毕 . 
Ж 例 1.6.6 将 应 用 于 AKS 的 证 明 . 
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设 x(z) 表示 不 超过 z 的 素数 个 数 , ШІ 


д(жх)=}ў 1 


р<т 


是 关于 素数 个 数 的 函数 . 根据 定理 1.1.8, 存在 无 穷 多 个 素数 , 这 就 是 说 , r(z) ВН т 趋 于 无 穷 . 
以 下 是 x(z) 在 区 间 |2, 1000] 上 的 图 形 , 以 及 一 部 分 素数 的 个 数 的 列表 . 


т |2|10|50|100|500|1000 | 10“ | 105 | 106 107 108 


r(z) |1| 4 | 15| 25 | 95 | 168 | 1229 | 0592 | 78498 | 664579 | 5761455 
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Prime’s number 


0 1 ааа о 


р 
200 400 600 800 1000 


图 1.1 x(z) 的 图 形 


但 人 们 希望 知道 x(z) 的 具体 公式 . 为 了 方便 读者 的 学 习 , 将 一 些 结果 列 在 这 里 . 希望 知 
道 详细 证 明 过 程 的 读者 可 以 阅读 相关 书籍 . 
定理 1.7.1 ( 契 比 谢 夫 不 等 式 ) iz z > 2, 则 有 


IB2 т 


"әліге т(г) < 6In2— 


т 
шт 
和 


1 8 
62” В" < pn < ща? Шт, n 22. 


其 中 pn 是 第 n 个 素数 . 
定理 1.7.2 (RREH) 


T(r) _ 
за P-a 


lng 


1.8 “习题 
(1) ШЕҢ: 372 |n, 5|n, 7 | п, W70 | п. 
(2) ШЕҢ: 如 果 a 是 整数 , 则 a? 一 a 被 3 整除 . 
(3) 证 明 : 每 个 奇 整数 的 平方 具有 形式 8k + 1. 
(4) 证 明 : 任意 三 个 连续 整数 的 乘积 都 被 6 整除 . 
(5) ШЕН: 对 于 任 给 的 正 整数 k, 必 有 大 个 连续 正 整 数 都 是 合 数 . 
(6) 证 明 : 191, 547 都 是 素数 , 而 737, 747 都 是 合 数 . 
(7) ШЕҢ: 若 5|m И | п, №] 55 | п. 
(8) 问 是 否 存在 这 样 的 整数 a, b, с, УЗ а |b.e (На/)Ь,а fc? 
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(9) 设 p 是 正 整数 n 的 最 小 素 因 数 . 证 明 : 若 p > па, W = 是 素数 . 


(10) 设 pi <р < рз 是 素数 , n 是 正 整数 . 若 pip2ps | n, 则 pi < nš, ро < (п/2)%. 
(11) 利用 Eratosthenes 得 法 求 出 500 以 内 的 全 部 素数 . 
(12) 证 明 : 任 一 形 如 3k — 1, 4k—1, 6k 一 1 形式 的 正 整 数 必 有 同样 形式 的 素 因数 . 
(13) 证 明 : ЖШ 4k 十 3 的 素数 有 无 穷 多 个 . 
14) 证 明 : 形 如 6k 十 5 的 素数 有 无 穷 多 个 . 
15) 决定 一 个 整数 是 否 被 一 个 给 定 整 数 整除 的 算法 . 
(16) 给 出 一 个 欧 几 里 得 除法 运算 中 求 商 和 余数 的 算法 . 
17) 将 二 进 制 (111100011110101)s, (10111101001110)。 转换 为 十 六 进 制 . 
(18) 15-70 (АВСРЕЕА), ,, (ОЕЕАСЕРА) в, (АОАВ), с 转换 为 二 进 制 . 
19) 叙述 怎样 将 b 进 制 转换 为 bn 进 制 和 怎样 将 bn 进 制 转换 为 5 进 制 , 这 里 上 > 1 ЕН n 
是 正 整数 . 
20) 证 明 : 当 n=0, 1, 2, … , 39 时 , 整数 n? 十 n 十 41 都 是 素数 . 
21) 证 明 : 当 n> 1 时， па 不 是 整数 . 
22) W m > 是 正 整 数 . 证 明 : 2" — 1 | 2” 一 1 的 充 要 条 件 是 n | т. 以 任 一 正 整数 > 2 
代替 2, 结论 仍 成 立 吗 ? 
23) KAFR а > 2. 设 使 得 a | 24 — 1 的 最 小 正 整数 d = do. WEW: 24 被 除 后 , 所 可 能 取 到 
的 不 同 的 最 小 非 负 余数 有 do +. 
24) 证 明 : 如 果 整 数 a, b 满足 (a, b) = 1, 那么 (a 十 ba 一 b) =1 或 者 2. 
25) 若 а, b 互 素 , 且 不 同时 为 零 , Ж (a? + Ь?,а + b). 
26) 证 明 :( i ) 如 果 正 整数 а, b 满足 (а,Ь) = 1, 那么 对 于 任意 正 整数 n, 都 有 (an,bn) = 1. 
(її) 如 果 a, b 是 整数 , п 是 正 整数 , 上 且 满足 а" | b", 那么 a |b. 
27) ШЕН: ЩЖ а, b, c 是 互 素 且 非 零 的 整数 , 那么 (аб, с) = (a,b)(a, с). 
(28) 求 以 下 整数 对 的 最 大 公 因 数 : 
0) (55, 85). @ (202, 282). @ (666, 1414). (@ (20 785, 44350). 
(29) 求 以 下 整数 对 的 最 大 公 因 数 : 
© (2n + 1,2n — 1); © (2п,2(п+1)); © (кп, k(n + 2)); 
@ (п-1,п +п+1); © (21п+4,14п + 3). 
(30) 寻找 互 素 却 不 两 两 互 素 的 3 个 整数 . 
(31) 寻找 互 素 但 不 两 两 互 素 的 4 个 整数 . 
(32) 运用 广义 欧 几 里 得 除法 求 整数 s, t 使 得 s.a t-b= (a,b). 
@ (1613, 3589). @ (2947, 3772). (8) (20041, 37516). @ (1107, 822916). 
(33) 将 下 列 各 组 的 最 大 公 因 数 表 示 为 整 系数 线性 组 合 : 
ФУ, 10, 15. (9) 70, 98, 105. (8) 180, 330, 405, 590. 
(34) É m, п ЖЕЖ а> 1 是 整数 . 证 明 : (am —l,an — 1) =a™™ — 1. 
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(35) а, b 是 正 整 数 . 证 明 : 若 [a,b] = (a,b), W a = b. 
(36) ШЕН: Ж (а,4) = 2, (b,4) = 2, 则 (a + b,4) = 4. 
(37) 设 a, 5 是 两 个 不 同 的 整数 . 证 明 : WREEK n > 1 дЕ п | 2—5? 和 a+b, п Да-в, 


ДІ 
(38) Ж 


Пт 是 合 数 . 


JJH (37) 题 证 明 : 737 ЖІ 747 都 是 合 数 . 


(39) а, b 是 任意 两 个 不 全 为 零 的 整数 ， 


( 
40) й 
41) ùl 


i) 车 m АМЕ ЕЖ, 则 [m -a,m - b] = m [a,b]. (11) [0,0] = [а]. 
ЕЮ: /2, ут, VIT 都 不 是 有 理 数 . 
ЕН: logo 10, logg 7, log1s 21 都 是 无 理 数 . 


42) 设 整数 a > b > 0,n > 1. 证明: а" — b” fan + bn. 


43) Ш 


ЕН: g | с 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 pe || 9 (p 为 素数 ) UA ре | с, 这 里 ze || 9 表示 


р" |9, р! [ g: 

44) ÚW k 是 给 定 的 正 整数 . 证 明 : 任 一 正 整数 n 必 可 唯一 表示 为 n= a. bk, 其 中 ob ЖЕ 
整数 , 以 及 不 存在 d > 1 使 得 dk | а. 

45) Ап 是 奇数 , Жап 表示 为 两 整数 平方 之 差 的 表 法 有 多 少 种 ? 

46) 求 下 列 个 数 的 素 因 数 分 解 式 . 


0) 36. @ 69. (© 200. @ 289. 
(47) 求 下 列 个 数 的 素 因数 分 解 式 . 
0) 625. @ 2154. @ 2838. @ 3288. 
(48) 证 明 : n 的 素 因 数 分 解 式 中 次 数 都 是 偶数 当 且 仅 当 п 是 完全 平方 数 . 
(49) 证 明 : WR a,b 都 是 正 整 数 , 并 且 aa | 2, BZ a | b. 
(50) 求 出 下 列 各 对 数 的 最 小 公 倍 数 . 
© (8,60). © |14, 18]. @ |49, 77) @ (132, 253]. 
(51) 求 出 下 列 各 对 数 的 最 大 公 因 数 (a,b) 及 最 小 公 倍数 [a,b]. 
(aa = 2283. 55.77 6=27.35.53.7?2. 
Фа-2-8-5-7-11-18, 6=17.19.23.29. 
@ а= 23.57.1113, Ь=2.3.5.7.11.13. 
@ а= 471 .79111.1011901, Ь = 4111 .83111.1011000. 
(52) 证 明 : WIR а,Ь 是 正 整数 , ЯА (а, Б) | [a,b]. 问 : 什么 时 候 有 (а, Б) = [a,b]? 
(53) ШЕН: (1) ШЖ a,b,c 都 是 正 整数 , 那么 


max(a,b,c) = a + b + e — шіп(а, b) — min(a, с) — min(b, с) + min(a, b, с). 


абс 


(11) (a,b, c)[a, b,c] = (a, D(a, )(5,с)” 


(54) Кат 都 是 正 整数 . 证 明 : an 一 1 是 素数 当 且 仅 当 a = 2 fll n = p 是 素数 . БА 
Мр = 2? – 1 的 素数 叫做 Mersenne ЖШ. 计算 前 5 个 Mersenne 素数 . 
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(55) Е т 是 正 整数 . 如 果 2™ 十 1 是 素数 , Н т = 2". 整数 
Е = 22" +1 


叫做 第 п 个 Fermat 数 . № 22" +1 的 素数 叫做 Fermat ЖШ. 证 明 : Бі, Fo, Fa, Ел 
都 是 素数 . 

(56) 证 明 : 641 | Fs, 从 而 Fs 是 合 数 . 

(57) 设 m =2<р <…<pn<… 为 递增 的 素数 列 . 证 明 : p, < 22 . 

(58) 设 > > 1. 证 明 : m(x) > logs logs 2. 

(59) Жа, b, c 是 整数 , Н а, b 都 非 零 , 则 不 定 方程 


a-z+b-y=ec 


有 解 的 充分 必要 条 件 是 (a,b) | с. 如 果 有 解 z = zo, у = уо, 则 方程 的 一 切 解 可 表示 为 


b a 
т-40-4- а» +, 其 中 t=0, +1, +2, .... 
(60) >K 7z + 4у = 100 的 整数 解 . 
(61) 设 а, аз, <<, ал, N 是 整数 , n > 2, 则 不 定 方程 


al71 十 a272 十 … 十 anZn 二 入 


有 解 的 充分 必要 条 件 是 (a1,a2,… ,an) | N. 
(62) Ж 9х + 24у — 52 = 1000 的 一 切 整数 解 . 
(63) Ж 27:--72у-152--78- 10 的 一 切 整数 解 . 
(64) Ко 是 正 整数 , 则 方程 uv = ш2 的 一 切 互 素 正 整 数 解 u, о 可 以 写成 


ш-а?, 0= 0, ш=а:, a>0,b>0, (a,b) = 1. 
(65) 不 定 方程 2? +у?=22 的 正 整数 解 可 表示 为 
т=2а, y=0@-b, z=a +b 或 z=a2- b y=2ab, 2=а +b. 
(66) 不 定 方程 2454-22 没有 正 整 数 解 . 
(67) 求 出 下 列 线性 丢 番 图 方程 组 的 所 有 整数 解 . 


т+у+2-+ш = 100 
of 


т+у+2 = 100 
220% =+2у +32 + 4ш = 300 
т + 8y + 502 = 156 
т + 4у + 92 + 16w = 1000 


思考 题 
(1) 整数 集合 Z 中 的 整数 , 对 于 乘法 运算 , 其 极 小 整数 (不 能 分 解 为 两 个 更 小 整数 的 乘积 ) 
是 什么 ? 这 样 的 极 小 整数 是 唯一 的 吗 ? 用 何 种 表示 可 说 明 它 们 的 唯一 性 ? 
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(2) 如 何 判断 一 个 正 整数 为 素数 . 编 成 实现 厄 拉 托 塞 师 得 法 的 算法 , 可 求 出 10000 以 内 的 
全 部 素数 . 

(3) 编 成 实现 欧 几 里 得 除法 (定理 1.1.9), 并 可 判断 整数 a 是 否 被 非 零 整数 b 整除 . 

(4) 编 成 实现 应 用 平凡 除法 判断 一 个 整数 (定理 1.1.7) 是 否 为 素数 的 算法 , 可 判断 出 100000 
以 内 的 整数 是 否 为 素数 . 

(5) 如 何 求 两 个 整数 的 公 因数 及 最 大 公 因 数 . 编 成 实现 求 两 个 整数 的 最 大 公 因 数 GE 
理 1.3.4) 的 算法 , 可 计算 出 100000 以 内 的 两 个 整数 的 最 大 公 因 数 . 

(6) 对 给 定 正 整数 m, 编 成 实现 判断 整数 a 是 否 与 т 互 素 的 算法 . 

(7) 编 成 实现 计算 Bézout ( 贝 祖 ) 等 式 的 算法 (定理 1.3.7), 即 对 于 两 个 正 整数 a, b, 可 计算 
出 整数 з, t 使 得 式 (1.16) ЖАУ, 


s-a+t-b= (a,b). 
(8) 编 成 实现 整数 的 分 解 (定理 1.5.1) 的 算法 , 即 对 于 正 合 数 n > 1, 可 找到 整数 a, b, 使 得 
п | 42-52, п |а-Ь n Ja+b. 
进而 , (n,a — b) 和 (n,a + Б) 都 是 n 的 真 因数 . 
(9) 编 成 实现 整数 的 素 因数 分 解 (定理 1.6.4) 的 算法 . 


(10) 编 成 实现 计算 不 定 方程 
ат-“бу-с 


的 特 解 和 通 解 . 
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21 同 余 的 概念 及 基本 性 质 

前 面 讨论 了 整数 的 整除 性 质 , 下 面 讨论 整数 的 同 余 性 质 , 以 对 整数 进行 恰当 的 分 类 . 同 
余 是 数论 中 的 一 个 十 分 重要 的 概念 , 同 余 理论 在 密码 学 , 特别 是 公 钥 密 码 学 中 有 着 非常 重要 
的 应 用 . 
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生活 中 常 问 某 月 某 日 是 否 有 空 ? 是 否 有 课 ? 通常 的 决定 过 程 是 看 该 天 是 星期 几 . 
经 典 的 恺 撤 密码 系统 是 对 26 个 英文 字符 , 作 如 下 移 位 变换 ( 左 移 3 位 ): 


字符 |jaljbljecldlje|flglhliljilkilllmlnlolpljqlrlsltlulvlwlxlylz 


字符 |jdleljflglhliljlkilllmlnlolplqalrlsltlulvliwlxlylzlaljble 


如 果 将 26 字符 数字 化 ， 


字符 |ajbljeldlelflglhliljlkl1llmlnloljplqlrlsltlulvlwlxlylz 


Ж“ 1011123 1415161789110 |11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 


则 相应 的 移 位 变换 为 


ЗС 10111213 [4567 |8 |9 | 10 11| 12| 13| 14| 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 
1 
AF 1314156178 191011112113 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19| 20 | 21 | 22 | 23| 24| 25| 0 | 1 | 2 


现在 , 问 能 否 用 一 个 数学 函数 来 表示 上 述 变换 ? ( a — (a + 3) mod 26) 
还 可 以 构造 变换 


Ж“Ғ|0|1|21|314|5|6|71|8|9110|11112|183/14|15116|17/18|19/20|21|22|93|24|95 
1 
AF [017114 211219116 | 23| 4 | 11| 18| 25| 6 |13|20| 1 | 8 |15|22| 3 |10|17 |24| 5 |12| 19 


现在 , 问 能 否 用 一 个 数学 函数 来 表示 上 述 变换 ? ( а —— Та mod 26) 
类 似 地 , 可 以 构造 一 个 数字 变换 


Ж“”|011|2|3|41|51|617|81|9/10/11/12/13|14|15|16|17|18|19/20/21122|23|24|25 


І 


数字 |1|4|16|11|44|17|15|7|28|6|24|43|13|52|49|37|42| 9 |36|38|46|25|47|29|10/40 
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现在 , 问 能 否 用 一 个 数学 函数 来 表示 上 述 变换 ? ( a — 44 mod 53) 
同样 , 构造 一 个 数字 变换 


Ж“|0|112|314|5|6|7|81|91|10|11112/13|14|15|16|17|1819|20|21|22|23|24|25 


1 


ŽEF 7|28|6|24|43 13 |52 | 49 |37 | 42| 9 |36 | 38 |46 | 25 | 47 | 29 10| 40| 1 | 4 |16 11144 | 17| 15 


现在 , 问 能 否 用 一 个 数学 函数 来 表示 上 述 变换 ? ( a — 7 44 mod 53) 
定义 2.1.1 给 定 一 个 正 整 数 m. 两 个 整数 a, b 叫做 模 m А! wR a-bik m # 
№, A m | a — b, 就 记 作 a 三 b (mod m). 否则 , 叫做 模 m RER, 记 作 a Z b (mod m). 
例 2.1.1 ВЯ 29 = 1 (mod 7), Л] 7|29 — 1. 
同样 , 27 = 6 (mod 7) 和 23 = —5 (mod 7). 
同 余 的 概念 常常 出 现 于 日 常生 活 中 . 例如, 时 针 是 模 12 或 24 小 时 . 分 针 和 秒针 是 模 
60, 星期 是 模 7. 还 有 白天 与 黑夜 、 四 季 、24 节气 , 以 及 课程 表 、 火 车 时 刻 表 和 飞机 航班 时 刻 
表 等 . 
2.1.2 ЖИ 

如 何 判断 两 个 整数 a, b 模 т 同 余 呢 ? 

直接 运用 同 余 的 定义 , 就 必须 作 欧 几 里 得 除法 , 即 计算 a — b 被 模 т 除 的 余数 . 但 这 是 

-项 宛 长 的 工作 . 因此 , 引进 一 些 等 价 的 判别 法 , 以 便 更 快捷 地 判断 两 个 整数 a, b 模 m 是 否 

同 余 . 

首先 , 通过 整数 a, b 的 表达 形式 来 判断 整数 a, b 模 m 是 否 同 余 . 

定理 2.1.1 设 m 是 一 个 正 整 数 , Ха 是 两 个 整数 ， 则 


a = b (mod m) (2.1) 
的 充 要 条 件 是 存在 一 个 整数 q 使 得 
а=. (2.2) 
证 ”如果 式 (2.1) Жау, 则 根据 同 余 的 定义 有 
m|a-b. 


又 根据 整除 的 定义 , 存在 一 个 整数 q 使 得 — b = q т, 故 式 (2.2) 成 立 . 
反 过 来 , 如 果 式 (2.2) 成 立 , 即 存在 一 个 整数 q 使 得 a = b+ q т, WA 


а-5ӛ-4:т. 
根据 整除 的 定义 有 
т | а-—6. 
再 根据 同 余 的 定义 , 可 知 式 (2.1) 成 立 . 证 毕 . 


1 最 先 引用 同 余 的 概念 与 = 符号 者 为 德国 数学 家 高 斯 . 
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例 2.1.2 HA 39=5-7+4, 所 以 39 = 4 (mod 7). 

其 次 , 模 同 余 具有 一 种 叫做 等 价 关系 ( 自 反 性 、 对 称 性 、 传 递 性 ) 的 性 质 , 运用 它 可 快捷 
地 判断 两 个 整数 a, b 模 т 是 否 同 余 . 

定理 2.1.2 j m 是 一 个 正 整数 , Д m 同 余 是 等 价 关系 ， 即 

(1) ( 自 反 性 ) 对 任 一 整数 a, 有 a = a (mod m). 

(2) (对 称 性 ) Æ a = b (mod т), Я] b = a (mod m). 

(3) (传递 性 ) 若 a = b (mod m), b = с (mod т), 1] a = с (mod т). 

ШЕ 可 运用 定理 2.1.1 来 给 出 证 明 . 

(1) ( 自 反 性 ) 对 任 一 整数 a, a = a + 0. m, 所 以 


a = a (mod m). 


(2) (对 称 性 ) #1 a = b (mod m), 则 存在 整数 k 使 得 


a=b+q:m, 
从 而 有 
b=a+(-q): m. 
因此 ， 
b= a (mod m). 


(3) (传递 性 ) 若 a = b (mod m), b = с (mod m), 则 分 别 存在 整数 а, ө 使 得 
а-ӛғаст, Ь=с+ф:т, 
从 而 
a = c+ (qı +4) ` m. 
因为 qi + дә 是 整数 , 所 以 


a = c (mod m). 


Я 2.1.3 ВЯ 39 = 32 (mod Т), 32 = 25 (mod 7), 所 以 
39 = 25 (mod 7). 传递 性 
同时 有 
39=39 (mod 7), 25 = 25 (mod 7), 自 反 性 
以 及 


32 = 39 (mod 7), 25 = 32 (шой 7). 对 称 性 
最 后 , 运用 整数 a, b 被 m 除 的 余数 , 可 以 判断 整数 a, b 模 т 是 否 同 余 . 
定理 2.1.3 Ж m 是 一 个 正 整数 , 则 整数 a, Ъ m 同 余 的 充分 必要 条 件 是 a, b 3k m 
除 的 余数 相同 . 
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证 根据 欧 几 里 得 除法 , 分 别 存在 整数 q, r 和 q, г’ 使 得 


a = 4:т-т, 0<т<т 

b = 4-т-т”, 0<"”<т 
两 式 相 减 , 得 到 

a-b=(q-q)-m+(r— r), 
或 者 


(--")-а-%-(4-4):т. 
因此 , т | a — b 的 充分 必要 条 件 是 m | r — г. 但 因为 0< | | < m, R. m | r т 的 充分 
必要 条 件 是 7 一 r'=0, 所 以 т | a 一 5 的 充分 必要 条 件 是 + 一 r' = 0, 定理 成 立 . 证 毕 . 
例 2.1.4 有 39 = 25 (mod 7), 因为 
39=5.7+4, 25=3.7+4. 
因为 模 同 余 是 等 价 关 系 , 且 整 数 的 加 法 运算 和 乘法 运算 都 有 交换 律 , 所 以 可 得 知 整数 a, b 
Ж т 的 加 法 运算 和 乘法 运算 的 性 质 , 并 可 用 来 判断 а, b 模 т 是 否 同 余 . 
定理 2.1.4 设 m 是 一 个 正 整 数 , 设 a, ао, bi, о 是 4 个 整数 . 如 果 


ai = bi (mod m), аз = Әз (mod m), 


则 
(i) а +а = +b (mod т). (2.3) 
(ii) а аз =, · 5 (той т). (2.4) 
ME 依 题 设 , 根据 定理 211, 分 别 存在 整数 q, фо 使 得 
ai=bi+qi:m, аз-і--ф-т, 
从 而 
al 十 aa = 1 十 如 十 (91 十 g2) m, 
а-а = bi:b>,+ (qi -т) № + bi: (фт) + (qı - m)(q2 - т) 
= bi-b>,+ (+4 + q Ф m) - m. (交换 性 ) 
因为 q +4, аз + qə + q Ф ` m 都 是 整数 , 所 以 根据 定理 2.1.1, 可 知 式 (2.3) 和 式 (2.4) 成 
例 2.1.5 已 知 39 三 4(mod7), 22 = 1 (mod 7), 所 以 
61 = 39+22 = 4+1 = 5 (mod7), 
17 = 39-22 = 4-1 = 3 (шоа7, 
858 = 39-2 = 4-1 = 4 (mod7), 
1521 - 392 = 4 = 2 (mod 7), 
484 = 222 = 12 = 1 (шоа7). 
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Я! 2.1.6 2003 年 5 月 9 日 是 星期 五 , 问 第 22003 天 是 星期 几 ? 
解 因为 


21 =2 (mod 7), 22=4 (той 7), 23=8=1 (mod 7), 
Х 2003 = 667 -3+ 2, 所 以 
22003 — (23)667. 22 = 1.4 = 4 (mod 7). 


故 第 22003 天 是 星期 二 . 
定理 2.1.5 ё z = у (шой т), ai= b; (mod m), 0 < š < k, 则 


ао + аат+ .-- + ак” =b +bu-+-- + bey (mod m). 
证 ÜZ z = y (mod т), 由 定理 2.1.4, 有 
т = у (шой т), 0<1<К. 
X a; =b; (mod т), 0 < i < k. ЖЕЛПХТУЖЯЕ, 得 
ах? = Бу" (mod m), 0 <i < k. 


最 后 , 将 这 些 同 余 式 左右 对 应 相 加 , 得 到 式 (2.5). 
定理 2.1.5 可 以 帮助 快捷 地 判断 一 些 整数 是 否 被 3 或 9 整除 . 
定理 2.1.6 设 整 数 n 有 十 进 制 表 示 式 
п = ак10® +ap—110%7! + ---+a110+ao, 0<а;<10. 
Я] (1) 3|n 的 充分 必要 条 件 是 
3 | ak 十 … 十 ao. 
(її) 9 | m 的 充分 必要 条 件 是 
9 | ak +-+- + ao. 


证 因为 10=1 (mod 3), Х 1 =1, 0<i<k. МЫ, RIEM 2.1.5, 有 


ак10Ё + ap—110®7! +... a110 + ao = ap + --- + ao (mod 3). 


因此 ， 
а,108--а, 110551... + 0110 + ap = 0 (шой 3) 
的 充分 必要 条 件 是 
ak 十 … 十 ao 三 0 (mod 3). 
结论 (i) Жоу. 
同 理 , 结论 (11) 也 成 立 . 
例 21.7 35 п-5874192, Я] 3 | n, 9 | n. 


(2.5) 


证 毕 . 


(2.6) 


(2.7) 


证 毕 . 
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解 因为 


Qk 十 … 十 Qo 二 5 十 8 十 7 十 4 十 1 十 9 十 2 二 36, 


又 | 36, 9 | 36, 根据 定理 2.1.6, 有 3|n, 9 | п. 
例 2.1.8 iZ п = 637653, W| п 被 3 整除 , 但 不 被 9 整除 . 
解 因为 
ак +: +ao =6+3+7+6+5+3 = 30 = 10.3, 


X 3|10-3, 9 10.3, 根据 定理 2.1.6, 有 3 |п, 9 n. 
定理 2.1.7 Ri n 有 一 千 进 制 表示 式 : 


n = ак1000Ё + --- + а11000 + а, O< a; < 1000. 
Я] 7( 或 11, Җ 13) 整除 n 的 充分 必要 条 件 是 7 (或 11, 或 13) 能 整除 整数 


(ao 二 aa 十 …) 一 (ai 十 aa 十 ……). 


证 因为 
1000 =7 -11 -13 — 1 = —1 (mod 7), 
所 以 有 
1000 = 10003 = 10005 = ... = —1 (mod 7), 
以 及 
10002 = 10004 = 10006 =... = 1 (mod 7). 


根据 定理 2.1.5, 可 立即 得 到 


а,1000%-- а, í1000k-1 +... + а11000 + ao 


ак (—1)* ак _1(-1)^-1 +... +а1(-1) + ao 


因此 , 7 | п 的 充分 必要 条 件 是 
T | (ao 十 oz 十 …) 一 (oa 十 oa 十 

即 结论 对 于 m = 7 成 立 . 

同 理 , 结论 对 于 m = 11 或 13 也 成 立 . 

BJ 2.1.9 1 п = 637693, Я] п 被 7 整除 ,但 不 被 11,13 整除 . 

解 因为 

п = 637 - 1000 + 693, 

Ж 


(ao -+а2+-.-) – (a1 +аз+---) = 693 — 637 = 56 = 8 - 7. 


所 以 n 被 7 整除 , 但 不 被 11, 13 整除 . 
例 2.1.10 # п = 75312289, Л] п 被 13 ЖЕ, 但 不 被 7, 11 整除 . 


= (ao 十 az 十 …) 一 (ai 十 aa 十 …) (mod 7). 


证 毕 . 
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т = 75 - 10002 + 312 - 1000 + 289, 


№ 
(ао + ао +--+- )— (a1 + аз +--- ) = (289 +75) — 312 = 52 = 4 - 13. 


所 以 n 被 13 整除 , 但 不 被 7，11 整除 . 
213 ” 同 余 的 性 质 


下 面 , 进一步 讨论 同 余 的 性 质 . 
定理 2.1.8 j m 是 一 个 正 整 数 , 设 d.a = d-b (mod т). 如 果 (d,m) = 1, М 


а = b (mod m). 
证 +í d.:a = d.b (mod m), т | d: a — d: b, ШІ 
т | d. (a — b). 


因为 (d,m) = 1, 根据 定理 1311 之 推论 , 可 得 m | a — b, 所 以 结论 成 立 . 证 毕 . 
Я! 2.1.11 因为 95 = 25 (mod 7), (5,7) = 1, 所 以 19 = 5 (mod 7). 
定理 2.1.9 设 m 是 一 个 正 整 数 , а= b (mod m), d > 0, Л] 


4-а-4-Ь(шой4- т). 
证 W a=b (mod т), 由 定理 211, 存在 整数 q, 使 得 
a=b+q:m. 
进而 ， 
4-а=а-ь+а: (d: т), 


因此 ， 
d.a = 1: (mod d. т). 


证 毕 . 
例 2.1.12 因为 19=5 (mod 7), d = 4 > 0, 所 以 
76 = 20 (mod 28). 
定理 2.1.10 设 m 是 一 个 正 整 数 , 设 a = b (mod т). 如 果 整 数 d | (a,b,m), Я] 
а т 
ama (шө! ш). 
证 а | (a,b,m), 所 以 存在 整数 a', Ы, т’, 使 得 


а=а’.а, b=b-d, т= т -d. 
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ILE a =b (mod т), 所 以 存在 整数 q 使 得 


a=b+q:m, 
Вр 
а-а-Ы-а4-а-т”-а. 

因此 ， 

а =V +q- m, 
也 就 是 

а’ = V(modm') 
或 者 


fJ 2.1.13 因为 190 = 50 (mod 70), 所 以 取 d = 10, 得 到 
19 = 5 (mod 7). 


EH 2.1.11 Ятх—ЛЕЖЖ, 设 a = b (mod т). w% d | m, 则 


а =b (mod а). 
证 уа | m, 所 以 存在 整数 а 使 得 m= фа. ХЛ a = b (mod т), 所 以 存在 整 
数 qo 使 得 
a=b+ 42 - т. 
该 式 又 可 写成 
a=b+(q 91) - 4. 
故 


a= b (mod а). 


例 2.1.14 因为 190 = 50 (mod 70), 所 以 取 d = т, 得 到 


190 = 50 (mod 7). 


EH 2.1.12 设 mi,… ть Æ k ЛЕЖЖ, iË a =b (mod т), ¿=1,::: 


a = b (mod [ma ,mk])- 
证 设 a=b (тоа т), і = 1,:--, Е, W 
т |а, і-1,---,Б. 


根据 定理 1.47, 有 
[mi,::: ,mx] | a — b. 


这 就 是 式 (2.8). 


证 毕 . 


k, 则 


(2.8) 


证 毕 . 
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{1 2.1.15 ВЯ 190 = 50 (mod Т), 190 = 50 (mod 10) 以 及 (7,10) = 1, 所 以 
190 = 50 (mod 70). 
Я! 2.1.16 Жр, q 是 不 同 的 素数 . 如 果 整 数 a, b 满足 
a=b(modp), a=b (mod q), 


则 有 
a= b (mod р- д). 


证 Ша-%(шойр), a=b (mod p), № 
р|а-Ь 4|а-Ь 
因为 p, q 是 不 同 的 素数 , 所 以 根据 定理 1.4.4, 有 


р-4|а-Ь. 
即 
a= b (тор: q). 
ШЕ. 
EH 2.1.13 Жа=Ь (mod т), 则 
(a,m) = (5, т). 
证 ÜZ a = b (mod т), 则 存在 整数 q 使 得 
a=b+q:m. 
根据 定理 1.3.3, 有 
(a,m) = (b,m). 
例 2.1.17 т, п, a 都 是 正 整 数 . 如 果 
т 3-0,1 (mod m), (2.9) 
则 存在 n 的 一 个 素 因数 了 使 得 
p° 220,1 (mod m). (2.10) 


ЖЕ 反 证 法 . 如 果 存 在 п 的 一 个 素 因数 p, 使 得 p* = 0 (mod т), W m | р". {Н р | пе, 
Ш т | па, 即 na = 0 (mod m). 这 与 假设 式 (2.9) 矛盾 . 
如 果 对 п 的 每 个 素 因数 p, 都 有 
p° = 1 (mod т). 
根据 定理 2.1.4 (ii), 有 
n“ = 1 (mod т). 


这 也 与 假设 式 (2.9) 矛盾 . 因此 , 结论 式 (2.10) 成 立 . ШЕ. 
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221 ”剩余 类 与 剩余 


因为 同 余 是 一 种 等 价 关系 , 所 以 可 借助 于 同 余 对 全 体 整 数 进行 分 类 , 并 将 每 类 作为 一 个 
数 来 看 待 , 进而 得 到 整数 的 一 些 新 性 质 . 这 些 性 质 已 在 信息 安全 中 得 到 普遍 应 用 . 
设 m 是 一 个 正 整数 . ХИЕЕЗЕЖ а, 令 


С, = {с| c€ Z, e= a (mod m)). (2.11) 


Cu 是 非 空 集合 , 因为 ce Cu. 
定理 2.2.1 设 m 是 一 个 正 整 数 ， 则 
(1 任 一 整数 必 包 含 在 一 个 Cr Ф, 0<r<m-l1; 
(ii) Ca = Co 的 充分 必要 条 件 是 


а = b (mod m). (2.12) 
(іі) С, 与 C, 的 交集 为 空 集 的 充分 必要 条 件 是 
a # b (mod m). (2.13) 


证 (1) 设 & 为 任 一 整数 . 根据 欧 几 里 得 除法 ( 见 定理 11.9), 存在 唯一 的 整数 g, r 
使 得 


a=q:m+r, 0<r<m. 


因此 , £f a = r (mod m), a 包含 在 Cr 中 . 
(11) 因为 o € C, = Co, 所 以 必要 性 成 立 . 
下 面 证 明 充 分 性 . 设 整 数 а, b 满足 关系 式 (2.12), ШІ 


a = b (mod m). 
只 要 证 明 Ca = Co 即 可 . 对 任意 的 整数 ce Са, 有 
с-а (mod т). 
由 式 (212) 及 定理 2.1.2 (iii) (传递 性 ), 可 得 到 
с= (mod т). 


这 说 明 сес, 以 及 Ca СС. 
同样 , 对 任意 的 整数 ce Съ, 有 


e= b (mod m). 
由 式 (2.12) 及 定理 2.1.2 (11) (对 称 性 ), 可 得 到 


b= a (mod m). 
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再 由 定理 2.1.2 (Hi) (传递 性 ), 得 到 
e= a (mod m). 


这 说 明 ce C, 以 及 Co c Сл. 
故 C, = Ob. 
(Hi) 由 (її) 立即 得 到 必要 性 . 下 面 证 明 充 分 性 . 
反 证 法 . 假设 Cu 与 Съ 的 交集 非 空 , 即 存在 整数 c 满足 ce C, 及 c € Сь, WA 


c=a (тойт) Ж с=Ь (mod тп). 


对 前 一 个 同 余 式 , 应 用 定理 2.1.2 (这 )( 对 称 性 ) , 可 知 
a = e (mod m). 
再 应 用 定理 2.1.2 (iii) (传递 性 ), 得 到 
a = b (mod m). 


这 与 假设 矛盾 , 故 Са 与 O, 的 交集 为 空 集 . 证 毕 . 
定义 2.2.1 Ca 叫做 模 m 的 a 的 剩余 类 . 一 个 剩余 类 中 的 任 一 数 叫做 该 类 的 剩余 或 
代表 元 . Ë ro, т, … ,rm-1 是 m 个 整数 ， 并 且 其 中 任何 两 个 数 都 不 在 同一 个 剩余 类 里 ， 
Я] ro, t, Tm- 叫做 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 . 
模 m 的 剩余 类 有 m^, BI 


Со, Сі, <<, Ст-і. (2.14) 
它们 作为 新 的 元 素 组 成 一 个 新 集合 , 通常 写成 
Z/mZ = (Со, Сі, “>, Cm-1}= {Са |0 <a <m-1). (2.15) 
特别 地 , 当 m = p 为 素数 时 , 也 写成 
Е = Z/pZ = (Cox, C1, +- , С,а)-(0.|0<а<р-1). (2.16) 


Жі 剩余 类 实际 上 就 是 一 个 等 价 分 类 中 的 等 价 类 , 其 对 应 于 等 价 关系 “ 模 同 余 "( 见 定 
理 2.1.2). 

注 2 Z/mZ 中 元 素 间 的 运算 往往 通过 剩余 类 中 的 剩余 或 代表 元 来 给 出 , 这 时 需要 特别 
关注 该 运算 不 依赖 于 剩余 或 代表 元 的 选取 . 

注 3 Z/mZ 中 元 素 间 的 加 法 运算 定义 为 


Ca B G, := Cago. (2.17) 


此 定义 是 合理 的 , 它 不 依赖 于 剩余 或 代表 元 的 选取 (应 用 定理 2.1.4 (i )). 
Жа Z/mZ, 中 元 素 间 的 乘法 运算 定义 为 


Са @ G, := Са. (2.18) 
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此 定义 是 合理 的 , 它 不 依赖 于 剩余 或 代表 元 的 选取 (应 用 定理 2.1.4 (i )). 
注 5 记 
(Z/mZ)* = {Са | Са € 2/т2, (a,m) = 1}. (2.19) 
对 于 Ca, Co є (Z/mZ)*, 有 Са. € (Z/mZ)* (应 用 定理 1.3.12). 
Я 2.2.1 设 正 整数 m = 10. 对 任意 整数 a 集合 


C,=(a+k-10| k € Z) 


是 模 m = 10 的 剩余 类 . 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 为 模 10 的 一 个 完全 剩余 系 . 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 为 模 10 的 一 个 完全 剩余 系 . 
0, —1, -2, —3, -4, -5, —6, —7, —8, —9 ЛМ 10 的 一 个 完全 剩余 系 . 
0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27 为 模 10 的 一 个 完全 剩余 系 . 
10, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99 ЛЖ 10 的 一 个 完全 剩余 系 . 
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下 面 给 出 m 个 整数 构成 一 个 完全 剩余 系 的 条 件 . 

定理 2.2.2 Ж m 是 一 个 正 整 数 , т 个 整数 ro, ri, … , rm-1 为 模 m 的 一 个 完全 
剩余 系 的 充分 必要 条 件 是 它们 模 m 两 两 不 同 余 . 

ШЕ Z ro, Ti e, та 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 . 根据 定理 2.2.1 (ii), 它们 模 m 两 
两 不 同 余 . 

反 过 来 , 设 ro, ті, 5, rm-1 В т 两 两 不 同 余 . 根据 定理 2.21 (ii), 这 m 个 整数 中 的 
任何 两 个 整数 都 不 在 同一 个 剩余 类 里 . 因此 , 它们 成 为 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 . 证 毕 . 

例 2.2.2 设 m 是 一 个 正 整 数 ， 则 

(1)0, 1, ---, m 一 1 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 , 叫做 模 m 的 最 小 非 负 完全 剩余 系 ; 

(11) 1, ---, т-1, m 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 , 叫做 模 m 的 最 小 正 完全 剩余 系 ; 

Gii) —(m 一 1), …， 一 1, 0 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 , 叫做 模 m 的 最 大 非 正 完全 剩 
余 系 ; 

(iv) —m, 一 (m 一 1), … ,一 1 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 , 叫做 模 m 的 最 大 负 完 全 剩 
余 系 ; 

(v) 当 m 分 别 为 偶数 时 ， 


或 


2 
是 模 т 的 一 个 完全 剩余 系 ; 
当 m 分 别 为 奇数 时 ， 
Ж-га ЖЕКЕ ТУ yas Е 
2 2 
是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 ， 上 述 两 个 完全 剩余 系统 称 为 模 тоб) — EB ПЗЕ ЕЖ 
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定理 2.2.3 jË m AEZH, a 是 满足 (a,m) = 1 的 整数 , b 是 任意 整数 . Æ kÈ 
m 的 一 个 完全 剩余 系 ， 则 


a-k+b (2.20) 
也 遍历 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 . 
证 根据 定理 2.2.2, 只 需 证 明 : 当 
Ко, ki, 5, Кт-1 
是 模 т 的 一 个 完全 剩余 系 时 , m 个 整数 
a-ko+b, a-kı +b, ,a:km_1+b 


Жат 两 两 不 同 余 . 事实 上 , 若 存 在 ki A k; (71) 使 得 
a-ki+b=a-k;+ b (шой т), 
Д т | а- (ki — Еу). 因为 (a,m) = 1, 根据 定理 1.3.11 的 推论 ,有 m | ki Ку. ВАЙ ki БК, 
Жї т 同 余 , 与 假设 矛盾 . 因此 , а- k + 也 遍历 模 т 的 一 个 完全 剩余 系 . 证 毕 . 
Ж 定理 2.2.3 表明 : Cakotb „Сак. 1+6 是 Z/mZ 中 全 部 元 素 Cko，… Съ, 的 一 


个 置换 . 
| 2.2.3 Ж m = 10, а=7, b= 5, Я а-Е+Ь 10 ^Ж 


5, 12, 19, 26, 33, 40, 47, 54, 61, 68 
构成 模 10 的 一 个 完全 剩余 系 . 
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定理 2.2.4 Ж m, m 是 两 个 互 素 的 正 整 数 . Жі, № 分 别 遍 历 模 ті, m 的 完全 剩 
RA, N 
mə: ki + ma : Ко (2.21) 
遍历 模 m .ms 的 完全 剩余 系 . 
证 因为 ki, k2 ЯН ті, то 个 数 时 , mo - ki + ти - К 遍历 m ` mo 个 整数 ， 所 以 
只 需 证 明 这 ти - то 个 整数 模 ти - то 两 两 不 同 余 . 事实 上 , 若 整数 ki, ko 和 kk, kh 满足 
то - ki + mi - Ко = то - ki + mi - № (mod mi - тә), (2.22) 
则 根据 定理 2.1.11, 有 
то : ki + mi - Ко = то - k| + mi - k; (mod mi), (2.23) 
或 者 
то - ki = то - ki (mod mi), (2.24) 
进而 , mi | mə(ki — №). RIX (пи, m2) = 1, 所 以 ma | ki — №. W ki 5 ki Жіті ІН. 
同 理 , ko 与 kh то FIR. 
因此 , 定理 是 成 立 的 . 证 毕 . 
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例 2.2.4 设 пи = 14, m = 15, 则 当 ki, ko 分 别 遍 历 模 mi, m 的 完全 剩余 系 时 ， 


ka = тә. ki + mı - Ко 遍历 模 m -m 的 完全 剩余 系 . 


ki \ Аз || 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12 | 13 | М 
0 0 | 14 | 28 | 42 | 56 | 70 | 84 | 98 | 112 | 126 | 140 | 154 | 168 | 182 | 196 
1 15 | 29 | 43 | 57 | 71 | 85 | 99 | 113 | 127 | 141 | 155 | 169 | 183 | 197 | 1 
2 30 | 44 | 58 | 72 | 86 | 100 | 114 | 128 | 142 | 156 | 170 | 184 | 1988 | 2 |16 
3 45 | 59 | 73 | 87 | 101 | 115 | 129 | 143 | 157 | 171 | 185 | 199| 3 | 17 | 31 
4 60 | 74 | 88 | 102 | 116 | 130 | 144 | 158 | 172 | 186 | 200| 4 | 18 | 32 | 46 
5 75 | 89 | 103 | 117 | 131 | 145 | 159 | 173 | 187 | 201| 5 | 19 | 33 | 47 | 61 
6 90 | 104 | 118 | 132 | 146 | 160 | 174 | 188 | 202) 6 | 20 | 34 | 48 | 62 | 76 
7 105 | 119 | 133 | 147 | 161 | 175 | 189 | 203| т | 21 | 35 | 49 | 63 | 77 | 91 
8 120 | 134 | 148 | 162 | 176 | 190 | 204 | 8 | 22 | 36 | 50 | 64 | 78 | 92 | 106 
9 135 | 149 | 163 | 177 | 191 | 205| 9 | 23 | 37 | БІ | 65 | 79 | 93 | 107 |121 
10 150 | 164 | 178 | 192 | 206 | 10 | 24 | 38 | 52 | 66 | 80 | 94 | 108 | 122 | 136 
11 165 | 179 | 193 | 207 | 11 | 25 | 39 | 53 | 67 | 81 | 95 | 109 | 123 | 137 | 151 
12 180 | 194 | 208 | 12 | 26 | 40 | 54 | 68 | 82 | 96 | 110 | 124 | 138 | 152 | 166 
13 195 | 209| 13 | 27 | 41 | 55 | 69 | 83 | 97 |111 | 125 | 139 | 153 | 167 | 181 


Я 2.2.5 р, 9g 是 两 个 不 同 的 素数 , п 是 它们 的 乘积 , 则 对 任意 的 整数 c, 存在 唯一 的 


一 对 整数 z, у 满足 


4: +р:у=с (mod п), 0<:<р,0<у<4 


证 因为 p, q 是 两 个 不 同 的 素数 , 所 以 p, q 是 互 素 的 . 根据 定理 2.2.4 及 其 证 明 , м 
т, у 分 别 遍 历 模 p,q 的 完全 剩余 系 时 , gz 十 py 遍历 模 n = p q 的 完全 剩余 系 . 因此 , 存 


在 唯一 的 一 对 整数 т, у 满足 


q:z+p:wu= с (mod п), 0<= <р, 0<y <q. 


Я 2.2.6 т = 2, то = 5, 19 5kı + 20 的 10 个 数 
0, 2, 4, 6, 8, 5, 7, 9, 11, 13 
构成 模 10 的 一 个 完全 剩余 系 . 
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定理 2.2.5 Ж m, то, … ,mk 是 大 个 互 素 的 正 整数 . Æ mi, T2, 


ті, тә, +++, mk 的 完全 剩余 系 ， 则 


mə-- тк ‘21 + пи .703 ть 29 +-+- +m -mk ` 


Tk 


‚ ть 分 别 遍历 模 


(2.25) 
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ÈA mm- -m 的 完全 剩余 系 . 
证 一 (直接 证 明 ) 因为 z1，z2,… ，zk 分 别 遍 历 ті, тә, ++ ,mx 个 数 时 ， 


mə-- ME Тү + пи M3 mk: T2 +-+ +m Mk- Tk 


遍历 mima- т, 个 整数 , 所 以 只 需 证 明 这 mim2… mx ЖӨЖ mimoa- -mp 两 两 不 同 余 . 
事实 上 , 若 整数 zi, za，… ，zk A yi, 9,22, ук 满足 


то Mk: 21 + па : тз: ть T2 +: +m ` ` Thk—1 Tk 


= mə>:::mk- + mi тас Mk Y2 ++ татьи ук (mod mimə my), 
则 对 于 mi, 根据 定理 2.1.11, 有 


то ---ть -T1 + пи M3 mk 12 +++ ma: тра Tk 
= məa::: mk: Y1 + пи тз Tk уз ++ ти ткр Yk (mod mi), 
或 者 
то-та = то. ` mk: уу (mod mı), 
进而 , ти | m2… mx(z1 — y1). 因为 (mi,mə) = 1... ,(mi,mk) = 1, 所 以 
(mi, m2 mk) = 1, 
从 而 ma | zi - д. 故 zi Би Ë тү 同 余 . 
同 理 , тә 与 уә 模 то R, ‚ ть Б) ук 模 mx ИЖ. 
因此 , 定理 是 成 立 的 . 
证 二 (归纳 证 明 ) xJ k 运用 数学 归纳 法 . k = 2 时 , 命题 就 是 定理 2.2.4, 命题 成 立 . 
RW k > 3, 命题 对 上 一 1 成 立 , 即 zi, то, <-, ка 分 别 遍 历 ті, то, … ,mx-1 个 
数 时 ， 
Зи = то :: Mk—1 ` T1 + mi ` тз тра ` T2 + -+ +H Ma тро ` ы-і 
遍历 mi m2…mx-1 的 完全 剩余 系 . 
对 于 有 


mə:: mk: 21 ++ + mi mk—2 ` mk Ep1 + MI тра Tk = mk уу + mi т ` Zk 


其 中 уу = то + тел 21 +; ma: то Tki. ЯНА, тї, тә, <>, ть—1 分 别 
遍历 ту, то, ++ ,mx-1 个 数 时 , уу 遍历 模 mi … mw-1 的 完全 剩余 系 . 因此 , 根据 定理 2.2.4, 
ть - + ти --- mg_1 Zk 遍历 模 пи тать 的 完全 剩余 系 . 这 就 是 说 , 命题 对 大 成 立 . 

证 毕 . 
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2.31 ЖЫНЫ 


在 讨论 简化 剩余 类 之 前 , 先 给 出 欧 拉 函数 的 定义 . 欧 拉 函数 具有 自身 的 函数 性 质 , 也 与 
简化 剩余 系 相关 联 . 
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EX 2.31 Ж m Е, 则 m 个 整数 1, --, m—1, m 中 与 m 互 素 的 整数 的 
个 数 , 记 作 (т), 通常 叫做 欧 拉 (Euler) 函数 . 

J 2.3.1 %т-10. 则 10 个 整数 1，2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 中 与 10 互 素 的 整数 为 
1, 3, 7, 9, 所 以 p(10) = 4. 

Я] 2.3.2 Ж m = p 为 素数 , N p 个 整数 1 2，...， 了 一 1 p 中 与 p 互 素 的 整数 为 
1, 2, ..., p— l, 所 以 p(p)=p—1. 

定理 2.3.1 对 于 素数 协 m 二 pr ,有 


1 
(т) = р" – р"! = т 1--). (2.26) 
e(m)= p° -p П( 5) 


证 хр т = p% ,从 1 到 m М т 个 整数 的 形式 为 


p-1, 1-р 
PEL +++; р+р- 1, 2-р 


Sup iy ++ 2-р+р- 1, Зер (2.27) 


(р –1)-р+1, >», (р®=°%®—1)-р+р—1, реізр 


其 中 与 m 不 互 素 的 整数 为 


下 (2.28) 
共有 ра) 个 整数 . 因此 , т 个 整数 中 与 m 互 素 的 整数 个 数 为 pa — реті, 即 有 式 (2.26), 


例 2.3.3 it m= P, A (7) = (1 - 5) = 42. 
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前 面 讨论 了 模 同 余 , 以 及 模 m 剩余 类 和 完全 剩余 系 . 在 讨论 中 , 常常 假定 两 个 整数 a, m 
互 素 的 条 件 , ШІ (а, т) = 1. 

下 面 讨论 剩余 与 т 互 素 的 剩余 类 的 性 质 . 

定义 2.3.2 一 个 模 m 的 剩余 类 叫做 简化 剩余 类 ， 如 果 该 类 中 存在 一 个 与 m 互 素 的 
剩余 . 这 时 ， 简化 剩余 类 中 的 剩余 叫做 简化 剩余 . 

注 

(1) 简化 剩余 类 的 这 个 定义 与 剩余 的 选取 无 关 . 

(2) 两 个 简化 剩余 的 乘积 仍 是 简化 剩余 . 

定理 2.3.2 设 ri, ra 是 同一 模 m 剩余 类 的 两 个 剩余 , 则 ri 与 m 互 素 的 充分 必要 条 件 
是 ma 与 mm 互 素 . 

证 依 题 设 , 存在 整数 q, 使 得 


Ті--Т72--4:т. 
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根据 定理 1.3.3, (ru,m) = (го, т). 故 (т, т) = 1 的 充分 必要 条 件 是 (rə,m) = 1. 证 毕 . 
模 т 的 简化 剩余 类 的 全 体 所 组 成 的 集合 通常 写成 ( 见 定 义 2.2.1 注 5) 


(2/т2у = {Ca | 0 <a Sm 1, (a,m) = 1). (2.29) 
特别 地 , 当 m = 为 素数 时 , 也 写成 
F; = (Z/p2)* = (01, = , Ора} = Fp \ {C0} (2.30) 


定义 2.3.3 1 т 是 一 个 正 整 数 . 在 模 m 的 所 有 不 同 简化 剩余 类 中 , 从 每 个 类 任 取 一 
个 数组 成 的 整数 的 集合 , 叫做 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 . 

因为 模 m 的 最 小 正 完全 剩余 系 {1, 2, … , m—1, m) 中 , 与 m 互 素 的 整数 全 体 构成 模 
m 的 简化 剩余 系 , 所 以 模 m 的 简化 剩余 系 的 元 素 个 数 为 pm). 因此 ， 


|(Z/mZ)*| = е(т). 


ФИЯ 2.3.1 ХАт>ТАЖЖ a, b ZH m 的 两 个 简化 剩余 , 则 它们 的 乘积 也 是 简化 
剩余 . 

证 直接 由 定理 1.3.12 得 到 . 证 毕 . 

例 2.3.4 设 m 是 一 个 正 整数 ， 则 

(i)m А ЖЖ 0, 1, ..., m—1 中 与 m 互 素 的 整数 全 体 组 成 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 ， 
叫做 模 т 的 最 小 非 负 简化 剩余 系 ; 

(й) m 个 整数 1，.…，, m — 1, m 中 与 m 互 素 的 整数 全 体 组 成 模 m 的 一 个 简化 剩余 
8. 叫做 模 m 的 最 小 正 简化 剩余 系 ; 


(Hi) m 个 整数 —(m 一 1), … , —1, 0 中 与 m 互 素 的 整数 全 体 组 成 模 m 的 一 个 简化 剩 
ЖА, "АЎ m 的 最 大 非 正 简化 剩余 系 ; 
(iv) m 个 整数 —т, 一 (m 一 1), … , —1 中 与 m 互 素 的 整数 全 体 组 成 模 m 的 一 个 简化 


ЖА, 叫做 模 m 的 最 大 负 简 化 剩余 系 ; 

(У) т 个 整数 1 --, m-1, m 中 与 m 互 素 的 整数 全 体 组 成 模 m 的 一 个 简化 剩余 
8. 叫做 模 m 的 最 小 正 简化 剩余 系 ; 

(vi) 当 т 分 别 为 偶数 时 , m 个 整数 


m m-2 т-2 
шы ш ZE S 
或 m 个 整数 
т 一 m= m 
2 pag АУД АҚ е) й он 


中 与 т 互 素 的 整数 全 体 组 成 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 . 
当 m 分 别 为 奇数 时 , m 个 整数 


e Sasi hub, yi 


中 与 m 互 素 的 整数 全 体 组 成 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 ， 上 述 两 个 简化 剩余 系统 称 为 模 m 的 
一 个 绝对 值 最 小 简化 剩余 系 . 
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J 2.3.5 1, 3, 7, 9 是 模 10 的 简化 剩余 系 , p(10) = 4. 

例 2.3.6 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 是 模 30 的 简化 剩余 系 , yp(30) = 8. 

例 2.3.7 1, 2, 3, 4, 5, 6 是 模 7 的 简化 剩余 系 , p(7) = 6. 

Я 2.3.8 当 m =p 为 素数 时 , 1, 2, …, р-1 是 模 p 的 简化 剩余 系 , 所 以 p(p) = p—1. 

定理 2.3.3 设 m 是 一 个 正 整数 . Ж п ---, тут) 是 ym) 个 与 m 互 素 的 整数 ,并 且 
两 两 模 m ХЕХ, Я] тү, ---, Tom) 是 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 . 

证 根据 定理 的 假设 条 件 及 定理 2.2.1, 知 (т) MER ri, Tom) 是 模 m 的 所 有 
不 同 简化 剩余 类 的 剩余 . 因此 , 71，… ,ryp(m) 是 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 . 证 毕 . 

定理 2.3.4 jË m 是 一 个 正 整 数 , a 是 满足 (a,m) = 1 的 整数 . wR k ÈA m 的 一 
个 简化 剩余 系 , 则 a .kk 也 遍历 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 . 

证 因为 (a,m) = 1 (k,m) = 1, 根据 定理 1.3.12, 有 


(a-k,m)=1. 


这 说 明 a-k 是 简化 剩余 类 的 剩余 . X a- kı =a- Ко (mod m) ІМ, { ki = Кә (mod m). 因此 ， 
К 遍历 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 时 , a-k 遍历 (т) АЖ, 且 它 们 两 两 模 m 不 同 余 . 根据 定理 
2.3.3, а. k 遍历 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 . 证 毕 . 
Ж 定理 2.3.4 是 说 , Сақ, Cako) 是 (Z/mZ)* 中 全 部 元 素 Crs Crom) 的 一 
个 置换 . 
例 2.3.9 2,4021, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 是 模 30 的 简化 剩余 系 , (7,30) = 1. 所 以 


pist 7.7=49=19， 7.11=77=17， 
7.13=91=1 7.17=119 = 29, 7.19 = 133 = 13, 
7-23-161-11, 7.29= 203 = 23 (шой 30). 


因此 , 7-1, 7-7, 7-11, 7-13, 7-17, 7.19, 7-23, 7.29 是 模 30 的 简化 剩余 系 . 

例 2.3.10 Ж m = 7. 设 a 表示 第 一 列 数 , 为 与 m 互 素 的 给 定数 . 设 k 表示 第 一 行 
Ж, 遍历 模 т 的 简化 剩余 系 . 设 a 所 在 行 与 大 所 在 列 的 交叉 位 置 表示 a ЕА m 最 小 非 负 
剩余 ， 则 可 得 到 以 下 列表 . 


а(Е|1|2|38|14|5|6 
1 1123456 
2 2146135 
3 3162514 
4 4115263 
5 531642 
6 654321 


其 中 a 所 在 行 的 数 表示 a-k HE kA т 的 简化 剩余 系 . 
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例 2.3.11 Ж т = 15. iZ a 表示 第 一 列 数 ,为 与 m 互 素 的 给 定数 . 设 大 表示 第 一 行 
Ж, ВИЖ m 的 简化 剩余 系 . Ха MEIK k 所 在 列 的 交叉 位 置 表示 a КА т 最 小 非 负 
剩余 , 则 可 得 到 以 下 列表 . 


a 


14 14 | 13| 11| 8 7142 


其 中 a АТК a-k h kiA m 的 简化 剩余 系 . 
定理 2.3.5 设 m 是 一 个 正 整 数 , а 是 满足 (a,m)= 11033, 则 存在 唯一 的 整数 а,1< 
a' < т 使 得 


a:a' 三 1 (mod т). (2.31) 


证 一 (存在 性 证 明 ) 因为 (a,m) = 1, 根据 定理 2.3.4, k 遍历 模 т 的 一 个 最 小 简化 剩余 
ЖИН, а. К 也 遍历 模 т 的 一 个 简化 剩余 系 . 因此 , FERR k= a, 1<а < т EH a-a М 
于 1 的 剩余 类 , 即 式 (2.31) 成 立 . 

(唯一 性 证 明 ) ЖНЖ а, а” 1 <q, а" < m 使 得 


а-а'=1 а-а” =1 (mod m), 


ШІ а(а/ — а”) = 0 (mod m), 从 而 , a! — a” = 0 (mod m). Ша = а”. 证 毕 . 
因为 在 实际 运用 中 , 常常 需要 具体 地 求 出 整数 , 所 以 运用 广义 欧 几 里 得 除法 给 出 定理 
2.3.5 的 构造 性 证 明 . 
证 二 (构造 性 证 明 ) 因为 (a,m) = 1, 根据 定理 1.3.7, 运用 广义 欧 几 里 得 除法 , 可 找到 整 
数 в, t 使 得 
8-а--і-т-(а,т)-1. 
因此 , 整数 % = s (шой т) 满足 式 (2.31). 证 毕 . 
例 2.3.12 i£ m = 7, a 表示 与 m 互 素 的 整数 . 根据 定理 2.3.5, 可 得 到 相应 的 同 余 式 . 


例 2.3.13 Ж m = 737, а = 635. 根据 例 1.3.19, 由 广义 欧 几 里 得 除法 ， 可 找到 整数 
в = —224, t = 193 使 得 
(—224) - 635 + 193 - 737 = 1. 
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因此 , а’ = —224 = 513 (mod 737) 使 得 
685-513 = 1 (mod 737). 


2.33 ”两 个 模 的 简化 剩余 系 


定理 2.3.6 Ж mi, mo 是 互 素 的 两 个 正 整数 . 如 果 ki, ko 分 别 遍历 模 mi 和 模 то 的 
简化 剩余 系 ， 则 
тә-Кі--ті- ko (2.32) 


遍历 模 m :mo 的 简化 剩余 系 . 
证 首先 证 明 (ki,mi) = 1, (Аә,то)-1 №, 


(ma - ki + ти - №, та m2) = 1. 
事实 上 , МХ (та, то) = 1, 根据 定理 1.3.3 和 定理 1.3.11, 有 
(то + kı + mi Ко, та) = (те - kı, mı) = (Кат) = 1, 
(тә. ki + ту. Ко, то) = (ти - Ко, то) = (k2, то) = 1, 
因此 , 再 根据 定理 1.3.12, 可 得 到 
(то: ki + тү. Ко, пи тә) = 1. 


其 次 , 证 明 模 mime 的 任 一 简化 剩余 可 表示 为 式 (2.32), 其 中 (ki, m) = 1, (К, те) = 1. 
事实 上 , 根据 定理 2.2.4, 模 mi -ma 的 任 一 剩余 可 以 表示 为 式 (2.21), ШІ 


то kı + mà : Кә. 
因此 , 当 (то kı + ти - ko, ти - т) = 1 时 , 根据 定理 1.3.11 和 定理 1.3.3, 有 
(ki, mi) = (тә. kı, та) = (то : ki + ти - о, та) = 1. 


同 理 , (k2, то) = 1. 结论 成 立 . ШЕ. 
例 2.3.14 设 mi = 14, то = 15, 则 当 ki, ko 分 别 遍历 模 mi, то 的 简化 剩余 系 时 ， 
ka = то - ki + ти - ko іё Я т - то = 210 的 简化 剩余 系 . 


ki \ k3 \ k2 1 2 4 т 8 11 | 13 | 14 


1 29 | 43 | 71 [113 | 127 | 169 | 197 1 

3 59 | 73 | 101 | 143 | 157 | 199 | 17 | 31 
5 89 | 103 | 131 | 173 | 187 | 19 | 47 | 61 
9 149 | 163 | 191 | 23 | 37 | 79 | 107 | 121 
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2.3.4 KARAER 


从 定理 2.3.6 可 以 推出 欧 拉 函数 p 的 性 质 (BH ф 是 所 谓 的 乘 性 函数 ). 
定理 2.3.7 设 m, ma 是 互 素 的 两 个 正 整数 ， 则 
Ф(т пт) = (т) - p(n). (2.33) 
证 根据 定理 2.3.6, 当 ki 遍历 模 т 的 简化 剩余 系 , Ж (т) 个 整数 , 以 及 ko 遍历 模 n 
的 简化 剩余 系 , Ж ф(п) 个 整数 时 , n- Б, + m - kz WR m-n 的 简化 剩余 系 , 其 整数 个 数 为 
ф(т) - p(n). Е т.т 的 简化 剩余 系 的 元 素 个 数 又 为 (т · п), 故 式 (2.33) ЖАУ. ”证 毕 . 
例 2.3.15 (77) = e(7)e(11) = 6 - 10 = 60. 
ËJ 2.3.16 (30) = p(2)p(3)p(5) =1:2.4=8. 
下 面 再 给 出 欧 拉 函 数 (т) 的 计算 . 
定理 2.3.8 设 正 整 数 m 的 标准 因数 分 解 式 为 
т= [|° = р-р, 
ріт 
” 1 1 1 
ни = SS K s (2.34) 


证 由 欧 拉 函数 的 可 乘 性 (定理 2.3.7 的 式 (2.33)), 以 及 定理 2.3.1 的 式 (2.26), 有 


өт) = Цев") = [e-r 
p|m m 


pl 
1 1 

= m(- 7 аты 
特别 地 , 当 т 是 不 同 素数 p, q 的 乘积 时 , 有 
推论 W p, q 是 不 同 的 素数 , W 

@(p:q)=p:q-p-q+1. (2.35) 
证 明 由 定理 2.3.8, 有 

Ф(р-4) = Ф(р)(9) = (р – 1)(9 – 1) =р'9-р-9+1. 
证 毕 . 


Ж "4 m 为 合 数 , 上 且 不 知道 m 的 因数 分 解 式 时 , 通常 很 难 求 出 m 的 欧 拉 函 数值 (т). 

BI 2.347 设 正 整数 m 是 两 个 不 同 素数 的 乘积 如 果 知 道 m 和 欧 拉 函 数值 (т), М 
TRE m 的 因数 分 解 式 . 

证 考虑 未 知 数 p, q 的 方程 组 


p+q = п+1—ф(т) 
ра- т 
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根据 多 项 式 的 根 与 系数 之 间 的 关系 , 可 以 从 二 次 方程 
22 — (т+1- ф(т))2 +т=0 


Ж т 的 因数 р, 4. 证 毕 . 
下 面 进一步 考虑 欧 拉 函数 的 性 质 , 该 性 质 将 用 于 原 根 的 构造 . 
定理 2.3.9 Ж m 是 一 个 正 整 数 . 则 


> pld) =m. (2.36) 


d|m 


证 对 m 个 整数 集 C = {1,… ,m) 按照 与 m 的 最 大 公 因数 进行 分 类 . 
对 于 正 整数 d | m, 记 


Са = {п | 1 < n <m, (n,m) = d). 


п т 


因为 (n,m) = 4 WIERE (F, T) = 1, 所 以 Ca 中 元 素 n 的 形式 为 


=} 


m 
а’ 
因此 , Ca 中 的 元 素 个 数 Са) 为 (=). 因为 整数 1,… т 中 的 每 个 整数 属于 且 仅 属于 一 
个 类 Cu 所 以 


Са= {п=ь-а| 1<k< 


#()= ужс) R т=ў (=). 


d|m d|m 4 
又 因 ad 遍历 整数 m 的 所 有 正 因数 时 ， = 也 遍历 整数 m 的 所 有 正 因数 , W 
m= у^ e(5)= Уе. 
d|,m d|m 
证 毕 . 
例 2.3.18 ЖЖ m = 50, 则 m 的 正 因数 为 d=1, 2, 5, 10, 25, 50. 这 时 , 定理 2.3.9 
的 分 类 为 
C = {1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 27, 29, 31, 33, 37, 39, 
41, 43, 47, 49); 


Съ = {2, 4, 6, 8, 12, 14, 16, 18, 22, 24, 26, 28, 32, 34, 36, 38, 


42, 44, 46, 48); 
Сь = (5, 15, 35, 45); Св = 110, 20, 30, 40}; 
С» = {25}; Cso = {50}. 

这 6 类 元 素 的 个 数 分 别 为 


0) = (20) = өй) = 20, #65 = (57) = e(25) = 20, 
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#(Cs) = (°) = eü0) =4, Сы) = 6 (16) =) = 4, 


#(Сь) =+(55) = өй = 1, #Сы) = (2) =) = 1 


验算 , 有 


50 = (50) + $(25) + (10) + (5) + (2) + (1) = У) е(а). 
4|50 


$] 2.3.19 ЖЖ m = 30, Я] m 6 Е 9 d = 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30. 这 时 , 定理 
2.3.9 的 分 类 为 


Cı = {1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29); C2 = (2, 4, 8, 14, 16, 22, 26, 28); 


С = (8, 9, 21, 27}; O; = (5, 25}; 
Ce = (6, 12, 18, 24}; Cio = (10, 20}; 
Сув = {15}; Сзо = {30}. 
这 8 类 元 素 的 个 数 分 别 为 
жс) = (22) = изо) =8, #5) =+(5) = 5) = 8, 


#0) =+(5) = +09) =4, 05) =+(5) = 96) =2, 


HO = + (5) = 05) =4 #0) (1) = 60) =2. 
HO) = + (15) ==, HC) = (5) = 60) = 1. 
验算 ,有 


30 = (30) + p(15) + p(10) + p(6) + p(5) + (3) + ф(2) + (1) = У (а). 
4|30 


Я 2.3.20 ЖЖ m = 40, Я] m 的 正 因数 为 d=1, 2, 4, 8, 5, 10, 20, 40. 这 时 , 定理 
2.3.9 的 分 类 为 
С! = {1, 3, 7,9, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 27, 29, 31, 33, 37, 39}; 
O, = {2, 6, 14, 18, 22, 26, 34, 38}; 
Сц = (4, 12, 28, 36}; Cs = 18, 16, 24, 32}; С5- (5, 15, 25, 35}; 
Cao = (10, 30}; Coo = {20}; С = {40}. 


这 8 类 元 素 的 个 数 分 别 为 


01) = (20) = оао) = 16, #00) = (27) = #60) = 8, 


#(C) = (7) =ейо)=14, #0) (2) 069) =4, 
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жс) =+(5) =) = ЖС) (т) =+@ =>. 


#(Сь) = (5) = o) = 1, Жа) = e (70) = #0) =1. 


验算 ， 有 
40 = (40) + p(20) + p(10) + p(5) + (8) + ө(4)--е(2)-е(1)- > е(. 
dl40 
2.4” 欧 拉 定 理 、 费 马 小 定理 和 Wilson 定理 
2.41 і 
在 实际 应 用 中 , 常 考虑 形 为 ak (mod т), 特别 是 使 得 a* (mod т) = 1 的 整数 . 或 者 说 ， 
考虑 序列 {a* (mod m) | k e N} 及 其 最 小 周期 和 性 质 . 
例 2.4.1 i£ m = 7, a = 2. Ж (2,7) = 1, ұ(7)-6. 
考虑 模 7 的 最 小 非 负 简化 剩余 系 1, 2, 3, 4, 5, 6, 有 
4, 2-3-6, 
ж 3, 2.6=5 (шой 7). 
上 述 同 余 式 左右 对 应 相 乘 , 得 到 
(2.1)(2.2)(2.3)(2.4)(2.5)(2.6) 三 2.4.6.1.3.5 (mod 7) 
或 
26.1.2.3.4.5.6=1.2.3.4.5.6 (mod 7). 
注意 到 
1.2.3.4.5.6= (1.6)(2-4)(3-5) = (-1)- 1-1 = —1 (mod 7), 
% 26 = 1 (mod 7). 
Я 2.4.2 i m = 30, a = 7. Ж (7,30) = 1, $(30) = 8. 
考虑 模 30 的 最 小 非 负 简化 剩余 系 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 有 
7-1-7, 7.7=49=19, 711-77-17, 
7.13=91=1 7.17-119-29, 7.19-133- 13, 
7-23- 61-11, 7-29--203 - 28 (mod 30). 
上 述 同 余 式 左右 对 应 相 乘 , 得 到 


(7-1)7-7)(7-11)(7-13)(7-17)(7-19)(7-23)(7-29) 
= 7.19.17.1.29.13.11.23 (mod 30) 


78.1.7-11-13-17-19-23-29--1-7-11-13-17-19-23-29 (mod 30). 


2.4_ 欧 拉 定 理 、 费 马 小 定理 和 Wilson 定理 m 


注意 到 模 m 的 简化 剩余 系 的 乘积 与 т Е, Вр 
(1-7-11-13-17-19-23-29, 30) = 1, 


故 7Š = 1 (mod 30). 
例 2.4.1 ЖИЯ 2.4.2 可 推广 为 一 般 的 结论 , 即 欧 拉 定理 . 
定理 2.4.1 (Euler) Z m 是 大 于 1 的 整数 . 如 果 a 是 满足 (a,m) = 1 69 338, PJ 


а%(”) = 1 (mod т). (2.37) 


证 取 ri, то, <>, тот) 为 模 m 的 一 个 最 小 正 简化 剩余 系 , 则 当 a 是 满足 (a,m) = 1 
的 整数 时 , 根据 定理 2.3.4, 
а-т1, а-то, с, атат) 
也 为 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 , ЖЕ, a-ri, ато, <>, G re m) Я т 的 最 小 正 剩余 是 
т, то, 5, Tom) 的 一 个 排列 . 故 乘积 (a - r1)(a 72)… (a .rp(m)) 模 普 的 最 小 正 剩余 和 乘 
Жіті то - тот) 模 m 的 最 小 正 剩余 相等 . 根据 定理 2.1.3, 有 


(ат) (а - r2) --- (атт) = T1 72…reptm) (mod т). 
因此 ， 
тупо тт) (а?(”) — 1) = (шой m). 


又 从 (т,т) = 1, (rə,m) = 1, >>, (ғұ(т),т)-1 及 定理 1.3.12, 可 推出 模 m 的 简化 剩余 系 
的 乘积 тато …retm) 与 т HZ, 即 


(ri 72::-Тұ(т), т) =1. 


从 而 , 根据 定理 2.1.8, 得 到 式 (2.37). 证 毕 . 
例 2.4.3 Ж m = 11, а=2. Ж (2,11) = 1, (11) = 10, # 210 = 1 (mod 11). 
例 2.4.4 ik т = 23, 23 fa. Ж (а,23) = 1, $(23) = 22, Ж a? = 1 (mod 23). 
Я 2.4.5 设 p, gq 是 两 个 不 同 的 奇 素数 , n = p.q. a 是 与 n EHK. REA e 
满足 
1<е< (п), (e,p(n))=1, (2.38) 
那么 存在 整数 d, 1 < d < (п), 使 得 


e-d= 1 (mod y(n)). (2.39) 
m, 对 于 整数 
а = с (той п), 1<с<п, (2.40) 
有 
сї = а (mod n). (2.41) 


证 因为 (ep(m)) = 1, 根据 定理 2.3.5, 存在 整数 d, 1 < d < y(n), 使 得 式 (2.39) 成 立 . 
因此 , 存在 一 个 正 整数 k 使 得 e.d= 1+k- p(n). WE, 根据 定理 2.4.1, 得 到 
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a?) = 1 (mod р). 
ВАНИЕ к. 2(m WE, FR a 得 到 
Ф(р) 


al+k-e(n) = a (mod р), 


а = а (mod р). 
同 理 ， 
а%4-а (mod q). 


因为 p 和 g 是 不 同 的 素数 , 根据 定理 2.112, 


а = а (mod п), 


因此 ， 


cd = (af)? = а (mod п). 
证 毕 . 
242 REJER 


现在 应 用 欧 拉 定理 (定理 2.4.1) 来 研究 模 m = p 为 素数 时 , 整数 ak (mod р) 的 性 质 . 
定理 2.4.2 (Fermat) р 是 一 个 素数 ， 则 对 任意 整数 a, 有 


а? = a (mod р). (2.42) 


证 分 两 种 情形 考虑 . 
(1) # а Ж р 整数 , 则 同时 有 


а=0 (тор) 和 а? =0 (mod р). 


因此 式 (2.42) 成 立 . 
(11) 车 a 不 被 p Ж, 则 (a,p) = 1 ( 见 例 1.3.4). 根据 定理 2.4.1 式 (2.37), 


а?! = 1 (mod р). 


两 端 同 乘 a, 得 到 式 (2.42). 证 毕 . 
将 费 马 小 定理 (定理 2.4.2) 作 进 一 步 的 推广 . 
推论 设 p 是 一 个 素数 , 则 对 任意 整数 a, 以 及 对 任意 正 整数 t,k, 有 


at+k(p-1) = at (mod р). (2.43) 


证 分 两 种 情形 考虑 . 
(i) 若 a 被 p 整 数 , 则 同时 有 


at=0 (mod p) 和 attk(p-1) = 0 (mod р). 


因此 , 35 (2.43) 成 立 . 
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(її) Жа ЖЖ р 整数 , 则 (a,p) = 1 (А 1.3.4). 根据 定理 2.41, 
а?! = 1 (mod р). 
两 端 作 大 次 方 , 有 
ak(p—-1) 三 1 (mod р). 
ВАШИ at, 得 到 式 (2.43). 证 毕 . 
例 2.4.6 Ж p=7. 对 任意 正 整数 大 有 
al+k6 = a (mod р). 
2.4.3 Wilson 定理 
EH 2.4.3 (Wilson) Ж p 是 一 个 素数 . 则 
(p — 1)! = —1 (mod р). (2.44) 
证 Жір-2, 结论 显然 成 立 . 
现 设 p > 3. 根据 定理 2.3.5, 对 于 每 个 整数 a, 1 < a < p— 1, 存在 唯一 的 整数 o，1 < 


а <р-1, 使 得 
а-а = 1 (mod р). 


而 a = а 的 充 要 条 件 是 a 满足 
a2 = 1 (mod p). 


这 时 , а=1 Жа=р- 1. 
将 2,…,p 一 2 中 的 a а 配对 , 得 到 


1.2. (р-2)(р-1) = 1-(р-1)Па-а 


= 1.(р-1) 
= 一 1 (mod p). 
因此 , 定理 2.4.3 成 立 . 证 毕 . 
例 2.4.7 ik p=17, MA 
2.9=18=1, 3.6=18=1 4:13=52=1, 
5-7=35=1, 8-15=120=1, 10-12=120=1, 
11:14=154=1, 1-16=-—1, (mod 17). 


因此 ， 
1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16 
= (1.16)(2.9)(3.6)(4.13)(5.7)(8.15)(10.12)(11.14) 
= (-1).1-1.1.1.1.1.1 
—1 (mod 17). 
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25 ” 模 重复 平方 计算 法 
在 模 算术 计算 中 , 常常 要 对 大 整数 模 m 和 大 整数 п, 计算 


b” (mod т). (2.45) 
当然 , 可 以 递归 地 计算 
b" = (b”—! (mod m))-b (mod т). (2.46) 
但 这 种 计算 较为 费时 , 须 作 n — 1 次 乘法 . 
注意 到 以 下 的 计算 特性 : 
AW 
2 2 
bt = (œ) (mod т), 6128 = (em) ) ) ) (mod m). 
则 可 以 优化 模 m 运算 . 
现在 , 将 n 写成 二 进 制 , 即 
n=n 十 m12 十 …: 十 TIKk_12K 一 1， ni Є {0,1}, i=0,1,.…,k—1. (2.47) 
则 式 (2.45) 的 计算 可 归纳 为 
л- өле шар ажы у" (mod m). (2.48) 
1 к 2 к-і 
а 
或 
Е Е ТИЕ ЫЗ, (2.49) 


ао =b", bo=b, 8-8, ai= aibi 
最 多 作 fogan] 次 乘法 . 这 个 计算 方法 叫做 “ 模 重复 平方 计算 法 ”， 具 体 算法 如 下 : 
Ф а=1, 并 将 n 写成 二 进 制 


п = по +12 + ть 12071, 


其 中 ni є {0,1}, += 0,1,---,6—1. 
(1) ШЖ no = 1, 则 计算 ao = a - b (той т), 否则 取 ao = а, 即 计算 


ao = а · 0" (mod т). 


再 计算 bi = b? (mod т). 
(2) 如 果 ni = 1, МИЯ а: = ао - bi (mod т), 否则 取 а, = ао, 即 计算 


al = ао: (mod т). 
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再 计算 bo = b? (mod т). 


(k 一 2) 如 果 пъ о = 1, Я а,-о-ар-з-ӛк-2 (mod m), 否则 取 ак-2 = аь-з, 即 计算 
Qk_2 = ak-3 ` Рыту (mod т). 


再 计算 br_1 = о (mod т). 
(6—1) WR ng- = 1, 则 计算 aki = ар 2:5, (mod т), 否则 取 ар 1 = ak-2, 即 计 算 


ак-1 = ap—2 ` 5 (шой т). 


最 后 , аһ-і 就 是 


b” (mod т). 
将 上 述 过 程 列 成 表格 为 
i т а ы 
0 то ао bo 
1 ni а ы 
і-1|т-і|ш-а | bi 
і ті a, b, 
k—2 | nk-2 | ak-2 | Ьк—2 
k—1 | nk-1 | ак | 5-1 
b =b =P, a = h 
b = b = 1; а = œ- b" 
其 中 2 
b = b? = Ж а = а-1:0 (mod m) ‚821. 
Ев = 5, ар = аро: (mod т) 


注 在 上 述 表达 式 中 , bi 的 计算 可 以 说 是 不 变 的 , 但 a, 的 计算 却 依赖 n. 
例 2.5.1 计算 12996227 (mod 37909). 
ЖШ iż m = 37909, b = 12996. 4- a = 1. +227 写成 二 进 制 ， 


297 =1+2+25 + 26 + 27. 
运用 模 重复 平方 法 , 依次 计算 如 下 : 


12996227 = 12996 . (12996?) - (129962 ) . (129962”). (12 9962 ). 


(0) no = 1. 计算 
00-а-ӛ-129%, b, = b2 = 11421 (mod 37909). 
(Dm = 1. 计算 


aı = a -bı = 13581, № = 8 = 32281 (mod 37909). 


(2) nə = 0. 计算 

аз = аз = 13581, bs = 0 = 20369 (mod 37909). 
(3) пз = 0. 计算 

аз = ао = 18581, b4 = 5 = 20065 (mod 37909). 
(4) na = 0. 计算 

a4 = аз = 13581, bs = 2 = 10645 (mod 37909). 
(5) ns =1. 计算 


as = a4 : 05 = 22728, b= 8 = 6024 (mod 37909). 


(6) ne = 1. 计算 
ав =as-bs= 24073, b; = bš = 9663 (mod 37909). 
(7) nz = 1. 计算 
ат = ав - bz = 7775 (mod 37909). 
RE, 计算 出 
12996227 = 7775 (mod 37 909). 
写成 表格 为 


ііш| а ы in a ы 
0| 1 | 12996 | 12996 0 | 13581 | 20065 
1 | 22728 | 10645 


13581 | 11421 
1 | 24073 | 6024 


4 
1 5 
2| 0 |13581 | 32281 | 6 
3| 0 z 


13581 | 20369 1 | 7775 | 9663 


共有 11 次 乘法 运算 (包括 7 次 平方 和 4 次 乘法 ) . 
例 2.5.2 计算 31213 (mod 667). 
М ik m = 667, b= 312. ^а=1 #13 写成 二 进 制 ， 


13=1+22 +28. 
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运用 模 重 复 平方 法 , 依次 计算 如 下 : 
(0) no =1. 计算 


a0=a:b=312, bı =b? = 629 (mod 667). 


(1) ni = 0. 计算 
41-40-3812, bə= b%= 110 (mod 667). 
(2) na = 1. 计算 
аз = а: = 303, ba = b3 = 94 (mod 667). 
(3) пз =1. 计算 
аз = аз - b3 = 468 (тоа 667). 
最 后 , 计算 出 
31213 = 468 (mod 667). 
写成 表格 为 


іма | bi | іма | bi 
0| 1 |312 | 312 || 2| 1 |303 | 110 
1| 0 |312 | 629 || 3| 1 |468 | 94 


J 2.5.3 计算 50113 (mod 667). 
М 1 m = 667, b= 312. ^а=1 #13 写成 二 进 制 ， 


13=1+22 +23. 


运用 模 重复 平方 法 ,依次 计算 如 下 : 


(0) no = 1. 计算 

ао =a-b=501, bı =b? = 209 (mod 667). 
(1) ni = 0. 计算 

а1-4-501, bz =b? = 326 (mod 667). 

(2) na = 1. 计算 

ао = а: = 578, bs = b2 = 223 (mod 667). 
(3) na = 1. 计算 

аз = az - b3 = 163 (mod 667). 

最 后 , 计算 出 


50113 = 163 (mod 667). 
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写成 表格 为 


imla |b il | a | b, 


0|1 |501 | 501 |2| 1 |578 | 326 
1| 0 | 501 | 209 | 3| 1 | 163 | 223 


Я 2.5.4 计算 468237 (mod 667). 
# it m = 667, b= 468. £ а = 1. 将 237 写成 二 进 制 ， 


237 = 1+ 2° +23 + 25 + 28 +27. 


运用 模 重 复 平方 法 , 依次 计算 如 下 : 
(0) no = 1. 计算 


ao =а: = 468, b, =b? = 248 (mod 667). 
(1) т =0. 计算 
al = ао = 468, № =b? = 140 (mod 667). 
(2) na =1. 计算 
аз = а: = 154, bz = 08 = 257 (mod 667). 


(3) na =1. 计算 


аз = а: ba = 225, Ы = 8 = 16 (mod 667). 
(4) т =0. 计算 


аа = аз = 225, bs = = 256 (mod 667). 


(5) ns =1. 计算 
as = а4:5 = 238, be = 2 = 170 (mod 667). 
(6) ne = 1. 计算 
ав = as -bę = 440, b; = bà = 219 (mod 667). 
(7) nz = 1. 计算 
ат = as - bz = 312 (mod 667). 
最 后 , 计算 出 


468237 = 312 (mod 667). 
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例 2.5.5 计算 163237 (mod 667). 
ЖШ ik m = 667, b= 468. £ a = 1. 将 237 写成 二 进 制 ， 


237 =1 +2 +23 + 25 + 26 +27. 


运用 模 重复 平方 法 ， 依 次 计算 如 下 : 
(0) no = 1. 计算 


ao=a-b=163, b, =b? = 556 (mod 667). 
(1) ma =0. 计算 

ау = a = 163, = = 315 (mod 667). 
(2) nə = 1. 计算 


аз = а: = 653, bs = b2= 509 (mod 667). 


(3) na = 1. 计算 

аз = а: = 211, Ы = 0 = 285 (mod 667). 
(4) na = 0. 计算 

аа = аз = 211, bs =b} = 518 (mod 667). 

(5) ns = 1. 计算 

as = а4:5 = 577, бв = b2= 190 (mod 667). 
(6) ne = 1. 计算 

ав = as : bẹ = 242, bz = b% = 82 (mod 667). 
(7) nz = 1. 计算 

ат = ав · bz = 501 (mod 667). 

最 后 , 计算 出 


163237 = 501 (mod 667). 
因为 п 的 二 进 制 可 写成 


п = път :2+:-- тз: 20-3 + np- 208—2 + np 2k-1 


по + (nı + --- + (пк-з + (пк—2 + (пк-1-2).2).2). ---) - 2 


S — 
S 


ЖАЯ 
bn = вло. (pm. ... . (pne-s . (bPx-2 . ((bPx-1)2)2)2) . ...)? 
Wasa es, 


— їү.— 
N 
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将 227 写成 
227 = 1+13.2 


1+ (1+7. 24).2 
1+ (1+ (1+3-2).24).2 
= 1+(1+ (1+ (1+2)-2).24).2 


927 =b. (b (b- A 
e 
共有 11 次 乘法 运算 (包括 7 次 平方 和 4 次 乘法 ) . 此 运算 方法 的 计算 量 (平方 运算 个 
数 和 乘法 运算 个 数 ) 与 模 重复 平方 法 的 计算 量 相同 . 且 进 行 乘法 运算 的 一 个 乘法 因子 b 是 
固定 的 . 这 样 当 很 小 时 , 乘法 运算 的 时 间 就 可 忽略 不 计 ， 由 此 得 到 的 总 运算 时 间 就 等 同 于 
[оо п] 个 平方 运算 的 时 间 . 


写成 加 法 时 有 
n = тр: 28-1 + npa: 202 + паз: 20-3 +... ni .2 十 mo0 
= 2.05: +2: (2: (2 (2-np-1) тг) +з) +++ т) + no 
—— 


一 一 
一 


和 
nP =2.(--- :2.(2.(2.(2.mk-1iP) 二 mk-2P) 十 nk-3P) 十 … 十 niP) 十 no 已 
Nm 


wF 
一 


227 =27+26+25+2+1=2. (24. (2. (2+1)+1+10+1 


227P = 2(2*(2(2Р+Р)+Р)+Р)+Р 


Я 2.5.6 计算 12996727 (mod 37909). 
№ Ит= 37909, b = 12996. $ а = 1. #227 写成 二 进 制 ， 


227-1--2--25--26--27. 


可 以 依次 计算 如 下 : 
(1) nz =1. 计算 


ат =b" = 12996, br=a2=11421 (mod 37909). 


(2) ne =1. 计算 


ав = b"s.bz = 13581, bę = a2 = 16276 (mod 37909). 
(3) ns = 1. 计算 


as = 0" - be = 28 585, 5 = а? = 11639 (mod 37909). 


2.5_ 模 重复 平方 计算 法 87 


(4) па = 0. 


(5) na = 0. 


(6) пә - 0. 


(7) ті = 1. 


(8) по-1. 


计算 

ад =b" -bs = 11639, b4 = а? = 17464 (mod 37909). 
计算 

a3 =b" .由 三 17464， b3 = a3 = 13391 (mod 37909). 
计算 

аз = b"2.ba = 13391, b = а2 = 9311 (mod 37909). 
计算 

aí =b™ -b = 228, bı = а? = 14075 (mod 37909). 


计算 
ao = b”? - b, = 7775 (mod 37909). 


最 后 , 计算 出 


12996227 = 7775 (mod 37 909). 


如 果 不 习惯 aibi 的 下 标 是 从 大 到 小 的 , 可 以 将 下 标 换 成 从 小 到 大 . 
例 2.5.7 计算 12996227 (mod 37 909). 
М it m = 37909, b = 12996. $ a = 1, Ж 227 写成 二 进 制 ， 


227-1--2--25--26--27. 


可 以 依次 计算 如 下 : 


(1) т=1. 


(2) ne = 1. 


(3) ns = 1. 


(4) па = 0. 


(5) па - 0. 


计算 
ao 一 加 7 = 12996, Б = аў = 11421 (mod 37909). 
计算 
а =b"s.bo = 13581, bı = a? = 16276 (mod 37909). 


计算 


аз = b™ . b} = 28585, b2 


计算 


a3 = 11639 (mod 37909). 


аз = b™* . bọ = 11639, b3 = a3 = 17464 (mod 37909). 
计算 


ад = b™ . з = 17 464, Ы 三 а? = 13391 (mod 37909). 
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(6) nə = 0. 计算 


as =b"? -b4 = 13391, bs = а? = 9311 (mod 37909). 
(7) n = 1. 计算 


ав =b™ -bs = 228, bs= а2 = 14075 (mod 37909). 


(8) no = 1. 计算 
ат = 9 .be = 7775 (mod 37909). 
最 后 , 计算 出 
12996227 = 7775 (mod 37 909). 
26 ХЕ 


(1) O 写 出 模 9 的 一 个 完全 剩余 系 , 它 的 每 个 数 是 奇数 . 
@ 写 出 模 9 的 一 个 完全 剩余 系 , 它 的 每 个 数 是 偶数 . 
© 四 或 @ 中 的 要 求 对 模 10 的 完全 剩余 系 能 实现 吗 ? 

(2) ШЕҢ: 当 m > 2 时 , 02，12，.… ，(m 一 1)? 一 定 不 是 模 т 的 完全 剩余 系 . 

(3) 设 有 m 个 整数 , 它们 都 不 属于 剩余 类 0 (mod т). WA, 其 中 必 有 两 个 数 属于 同一 剩 

(4) 在 任意 取 定 的 对 模 m 两 两 不 同 余 的 [5] +1 个 数 中 , 必 有 两 数 之 差 属于 剩余 类 1 (mod m), 
如 何 推广 本 题 ? 

(5) (1) 把 剩余 类 1 (mod 5) 写成 模 15 的 剩余 类 之 和 ; 
(11) 把 剩余 类 6 (mod 10) 写成 模 120 的 剩余 类 之 和 ; 
(111) 把 剩余 类 6 (mod 10) 写成 模 80 的 剩余 类 之 和 . 

(6) 2003 年 5 月 9 日 是 星期 五 , 问 第 220080509 天 是 星期 几 ? 

(7) 证 明 : 如 果 а; = b, (шой m), 1 < í < k, W 
(1) а +: +а = +: + bk. (шой т); 
(ii) а, ---ар = bı -- -bp (mod т). 

(8) 设 p 是 素数 . 证 明 : 如 果 a? = 02 (mod p), 1 p |a-—b EÈ p |a +b. 

(9) WË n = pq, 其 中 p,q 是 素数 . 证 明 : WR a? = 22 (mod n), п Да-ь, п Да+ь, WJ 
(n,a—b) > 1, (n,a +b) > 1. 

(10) 设 整数 a, b, c (c > 0), Д а = b (mod с), 求证 : (a,c) = (b,c). 

(11) Я 2/62 中 的 加 法 表 与 乘法 表 . 

(12) 列 出 Z/7Z 中 的 加 法 表 与 乘法 表 . 

(13) ЯН Z/11Z 中 的 加 法 表 与 乘法 表 . 

(14) 证 明 : 如 果 ak = bk (mod m), аЁ+1 = bk+1 (mod m) 这 里 a,b, k, m 是 整数 ,大 > 0,m > 0, 
ЗН. (а, т) = 1, ЖА a = b (mod т). 如 果 去 掉 (a,m) = 1 这 个 条 件 , 结果 仍 成 立 吗 ? 
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(15) 证 明 : WR п 是 正 整数 , 那么 
(а)1--2--3-------(п- 1) = 0 (mod п) 
(b) 12 +22 +33 +... + (n — 1) = 0 (mod n) 
(16) 计算 : @ 232 (mod 47). @ 247 (mod 47). (Ə) 2200 (mod 47). 
(17) 下 列 哪些 整数 能 被 3 整除 , 其 中 又 有 哪些 能 被 9 整除 ? 
(1) 1843581. (2) 184234081. (3) 8937752744 (4) 4153768912246. 
(18) 设计 一 个 整除 性 测试 : 进 制 整数 被 п 整除 (这 里 是 好 十 1 的 因子 ).( 提 示 : 将 这 个 6 
进 制 整数 分 成 两 块 , 从 右 开始 进行 .) 
(19) 利用 (18) 题 的 测试 来 判断 (364701244)s 是 否 能 被 5 和 13 整除 ? 
(20) 利用 模 9 同 余 式 来 求 出 下 式 中 的 未 知 数字 : 
89878 - 58965 = 5 299 ? 56 270. 
(21) 可 以 通过 下 面 的 方法 来 判断 乘法 с = a-b 是 否 成 立 : 对 于 任意 模 т 是 否 都 有 с = 
a-b (mod m) 成 立 ? 如 果 找 到 一 个 т fE c Z a-b (mod m), WARE c Za 当 取 
m = 9, 利用 十 进 制 数 与 其 各 位 数字 之 和 同 余 于 模 9 的 事实 来 判断 下 列 等 式 是 否 成 立 : 
(D 875961. 2753 = 2410520633. @ 14789. 23 567 = 348 532 367. 
@) 24789 - 43717 = 1092700713. @ 所 作 的 这 种 判断 是 否 简单 明了 ? 
(22) 运用 Wilson 定理 , 求 8.9.10.11.12.13 (mod 7). 
(23) ИЯ 220040118 (mod т). 
(24) 计算 31000000 (mod 7). 
(25) 证 明 : WR р 是 奇 素数 , 那么 
12.32. .… .(р- 4)2.(р- 2)2 = (-1)*Р (mod р). 


(26) 证 明 : ШЖ р 是 素数 , JE H. p = 3 (mod 4), 那么 
(252): = +1 (той р). 


(27) 运用 Wilson 理论 证 明 : 如 果 р 是 素数 , 并 且 p= 1 (mod 4), 那么 同 余 式 


z2 = —1 (mod p) 


就 有 两 不 同 余 解 ，z 三 圭 (252) (шой р). 
(28) ШЕН: WR р 是 素数 , ЕН. 0 < k <р, ЖА (р – К)! (Е — 1)! = (—1)Ë (mod р). 
(29) ШЕН: 如 果 р 是 素数 , a 是 整数 , 那么 p! | (aP + (p — 1)! а). 
(30) 证 明 : ШЖ р 是 素数 , 那么 12 =2 (мой). 


(31) 证 明 : 如 果 сї,со,--- ,cp(m) 是 模 т 的 简化 剩余 系 , 那么 


C1 + <2 + --- срт) = 0 (mod т). 
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(32) WEW: WR т 是 正 整 数 , a 是 与 m 互 素 的 整数 , B. (a 一 1,m) = 1, 那么 
l+a+a? +... + a?™- = 0 (шой т). 


(33) ПЕНН: WR a 是 整数 , Н (а,3) =1. ЖА a7 = а (mod 63). 

(34) 证 明 : WR a 是 与 32760 互 素 的 整数 , 那么 al2 = 1 (mod 32760). 
(35) 证 明 : WR p Ма 是 不 同 的 素数 , 则 

ргізФті-і (шойр-4). 


(36) 证 明 : 如 果 т 和 是 互 素 的 整数 , 则 


т”) + пт) = 1 (mod m - n). 


思考 题 

(1) 编 成 实现 判断 两 个 整数 模 m 是 否 同 余 的 算法 . 

(2) 编 成 实现 模 m 同 余 的 加 法 和 乘法 运算 的 算法 . 

(3) 编 成 实现 模 т 同 余 的 剩余 类 集 Z/mZ 的 加 法 和 乘法 运算 的 算法 . 
(4) 编 成 实现 计算 欧 拉 函数 值 (定义 2.3.1) 的 算法 . 

(5) 编 成 实现 模 重 复 平方 法 的 算法 . 
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3.1 基本 概念 及 一 次 同 余 式 
311 同 余 式 的 基本 概念 


在 第 2 章 引进 了 同 余 的 概念 , 现在 考虑 在 模 m 的 情况 下 , 多 项 式 的 求解 ( 即 同 余 式 ) 的 
基本 概念 . 
定义 3.1.1 Ж m 是 一 个 正 整 数 ， f(z) 为 多 项 式 


f(z) = апт" + --- ат + ao, 

其 中 a, 是 整数 , 则 

Ла) = 0 (mod m) (3.1) 
叫做 模 т 同 余 式 . 2 а, # 0 (mod m), Я] п 叫做 а) 的 次 数 , 记 为 degf. 此 时 , А (3.1) 又 
叫做 模 mm 的 m 次 同 余 式 . 

如 果 整 数 = а 使 得 式 (3.1) 成 立 , ШІ 

/(а) = 0 (mod m) 

则 a 叫做 该 同 余 式 (3.1) 的 №. 事实 上 , 满足 z = a (mod т) 的 所 有 整数 都 使 得 同 余 式 (3.1) 


成 立 , 即 a 所 在 剩余 类 
Ca = {c | e € Z, c = a (mod m)) 


中 的 每 个 剩余 都 使 得 同 余 式 (3.1) 成 立 , 因此 , 同 余 式 (3.1) 的 解 a 通常 写成 
т = a (mod т). 


在 模 m 的 完全 剩余 系 中 , 使 得 同 余 式 (3.1) 成 立 的 剩余 个 数 叫做 同 余 式 (3.1) 的 解数 . 
例 3.1.1 15 +2+1 = 0 (mod 7) 是 首 项 系数 为 1 的 模 7 AA. M z = 2 (mod 7) 是 
该 同 余 式 的 解 . 事实 上 ， 
25+2+1=35=5.7=0 (mod 7). 
还 有 解 = 4 (mod 7), 事实 上 ， 
45 + 4+1 = 1029 = 147 - 7 = 0 (mod 7). 


同 余 式 的 解数 为 2. 

同 余 式 求解 的 基本 思路 

(1) 求解 归 约 (f(z) (mod т) == f(z) (mod p°) == f(z) (mod p)). 
(2) 解 的 存在 性 (如 定理 3.1.1). 

(3) 解 的 个 数 (如 定理 3.1.3， 定 理 3.4.4 ， 定 理 3.4.5). 

(4) 具体 求解 (如 定理 3.2.1， 定 理 3.4.1). 
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3.1.2 ”一 次 同 余 式 


一 次 同 余 式 求解 的 基本 思路 
(a,m)=1, ar 三 1 (mod т) 
1 
(а,т)-1, ах = (шой т) 
1 


az = b (mod m) 


现在 先 考虑 常数 项 为 1 的 一 次 同 余 式 的 求解 . 
定理 3.1.1 设 m 是 一 个 正 整 数 ,a 是 满足 m [а 的 整数 , 则 一 次 同 余 式 


az 三 1 (mod m) (3.2) 


有 解 的 充分 必要 条 件 是 (a,m) = 1. 而 且 , 当 同 余 式 (3.2) 有 和解 时 , 其 解 是 唯一 的 . 

证 充分 性 . (存在 性 ) 因为 (a,m) = 1, 根据 广义 欧 几 里 得 除法 (定理 1.3.7), 可 找到 整 
Жз, t 使 得 

8-а--і-т-(а,т)-1. 

因此 , z = s (mod т) 是 同 余 式 (3.2) 的 解 . 

(唯一 性 ) 若 还 有 解 x, ШІ ал! = 1 (mod m), 则 有 

а(х — г”) = 0 (mod т). 

因为 (a,m) = 1, 所 以 z = z (mod m), 解 是 唯一 的 . 

再 证 必要 性 . 若 同 余 式 (3.2) 有 解 = то (mod т), 则 存在 整数 q, 使 得 а-а0- 1+q: m. 
根据 定理 1.3.8, 有 (a,m) = 1, 定理 成 立 . 证 毕 . 

定义 3.1.2 设 m 是 一 个 正 整数 ,a 是 一 个 整数 . 如 果 存 在 整数 а 使 得 

а-айта!-а-1 (шой т) 

RÈ, 则 a 叫做 模 т TÉT. 

根据 定理 3.1.1, 在 模 т 的 意义 下 , а’ 是 唯一 存在 的 . 这 时 а’ 叫做 a 的 模 m 逆 元 , 记 作 
а = a-1 (mod т). 

因此 , 在 定理 3.1.1 的 条 件 下 , 同 余 式 (3.2) ШІ 

ат = 1 (mod m) 
的 解 可 写成 
z = a-1 (mod m). 
其 次 , 给 出 模 简化 剩余 的 一 个 等 价 描述 . 


定理 3.1.2 设 m 是 一 个 正 整 数 , 则 整数 a RR m 简化 剩余 的 充 要 条 件 是 整数 a АЖ 
m 逆 元 . 
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MF 必要 性 . 如 果 整 数 a 是 模 m 简化 剩余 , 则 (а, т) =1. 根据 定理 3.1.1, 存在 整数 a 
使 得 
а-а =а'-а=1 (mod т). 
因此 , 由 定义 3.1.2, а 是 模 т 逆 元 . 
充分 性 . 如 果 a 是 模 т 逆 元 , 则 存在 整数 а’ 使 得 


а-а!-1 (mod т). 
即 同 余 式 
az 三 1 (той m) 
有 解 z = a' (mod т). 根据 定理 3.1.1, 有 (a,m) = 1. 因此 , 整数 a 是 模 m 简化 剩余 ， 证 毕 . 


最 后 , 考虑 通常 的 一 次 同 余 式 的 求解 . 
定理 3.1.3 设 m 是 一 个 正 整 数 ,a 是 满足 m Ja 的 整数 , 则 一 次 同 余 式 


ат = (mod m) (3.3) 


有 解 的 充分 必要 条 件 是 (a,m) | b. 而 且 , 当 同 余 式 (3.3) 有 和解 时 , 其 解 为 


t=0, 1,..., (а,т)-1. 
证 必要 性 . 设 同 余 式 (3.3) 有 解 = то (шой т), 即 存在 整数 yo 使 得 


ато —ту = b. 
因为 (a,m) |а, (a,m) | m, 所 以 根据 定理 1.1.3, 
(а, т) | ато — туо = b. 
因此 , 必要 性 成 立 . $ 
充分 性 . 设 (а, т) | b, 则 —— 为 整数 . 
(a,m) 
首先 , 考虑 同 余 式 


a m 
лө” =1 (moa =) š (3.4) 
因为 ( Š =) = 1, 根据 定理 3.1.1, 存在 唯一 解 zo, 或 运用 广义 欧 几 里 得 除法 求 出 


(a,m)' (a,m) 
该 解 为 үт в 
“= (шы) (Q): 


使 得 同 余 式 (3.4) 成 立 . 
其 次 , 写 出 同 余 式 


a 


m) ° = (am) (тей ат) ea 


94 第 3 章 H ж д 


的 唯一 解 


т=ш= = -zo (moa =) ы (3.6) 
而 且 , == z = = ` zo (mod m) 是 同 余 式 (3.3), ШІ 
ат = b (mod т) 
的 一 个 特 解 . 


最 后 , 写 出 同 余 式 (3.3) , ШІ 


ат = b (mod m) 


т= 1+1: ) (mod m), і-0,1,..., (a,m) — 1. (3.7) 


a,m 

事实 上 , 如 果 同 时 有 同 余 式 
az=b(modm) 和 аз; = (mod т) 

成 立 , 则 两 式 相 减 得 到 

а (т —т1) = 0 (mod т). 


根据 定理 2.1.10 和 定理 2.1.8, 这 等 价 于 


ТЕТ (moa =) 


因此 , 同 余 式 (3.3) 的 全 部 解 可 写成 式 (3.7). 证 毕 . 
例 3.1.2 求解 一 次 同 余 式 
33z = 22 (mod 77). 


Ш 首先 , 计算 最 大 公 因数 (33,77) = 11, ЖНЖ (33,77) = 11 | 22, 所 以 原 同 余 式 有 解 . 
其 次 , 运用 广义 欧 几 里 得 除法 , 求 出 同 余 式 


3x = 1 (mod 7) 


的 一 个 特 解 z = 5 (mod 7). 
再 次 , 写 出 同 余 式 
3z = 2 (mod 7) 
的 一 个 特 解 zo = 2 - xh = 2 -5 = 3 (mod 7). 
最 后 , 写 出 原 同 余 式 的 全 部 解 


т 


=3+8- 
3+1 (33.77) 


=3+t-7 (mod 77), &=0, 1,..., 10 


或 者 
z = 3, 10, 17, 24, 31, 38, 45, 52, 59, 66, 73 (mod 77). 
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3.2 ”中 国 剩余 定理 


3.21 ”中 国 剩余 定理 :“ 物 不 知 数 ” 与 韩信 和 点 兵 
中 国 剩余 定理 , 又 称 为 孙子 剩余 定理 , 古 有 “韩信 点 兵 ”、“ 和 孙子 定理 ”、 求 一 木 ( 宋 沈 
括 )、“ 鬼 谷 算 ”( 宋 周密 )、“ 隔 算 ”( 宋 周密 )、“ 剪 管 术 ”( 宋 杨辉 )、“ 秦 王 暗 点 兵 ”、 
“ 物 不 知 数 ” 之 名 . 
关于 中 国 剩余 定理 或 孙子 定理 , 其 最 早 见于 《孙子 算 经 》 的 “ 物 不 知 数 ” 题 ( 卷 下 第 28 
题 ), 原文 如 下 : 
有 物 不 知 其 数 , 三 三 数 之 剩 二 , 五 五 数 之 剩 三 , 七 七 数 之 剩 二 . 问 物 几何 ? 
即 “ 今 有 物 不 知 其 数 , 三 三 数 之 有 二 , 五 五 数 之 有 三 , 七 七 数 之 有 二 , 问 物 有 多 少 ?” 
答案 : 二 十 三 . 
解答 过 程 为 : 三 三 数 之 有 二 对 应 于 一 百 四 十 , 五 五 数 之 有 三 对 应 于 六 十 三 , 七 七 数 之 有 
二 对 应 于 三 十 , 将 这 些 数 相 加 得 到 二 百 三 十 三 , 再 减 去 二 百 一 十 , 即 得 数 二 十 三 . 
将 “ 物 不 知 数 ”问题 用 同 余 式 组 表示 就 是 : 
z=2 (mod 3), 
z=3 (mod 5), 


z=2 (mod 7). 
而 解答 过 程 就 为 
2.2.5.7 = 2:70 = 140, 3.1.3.7 = 3:21 = 63, 
2.1.3.5 = 2.15 = 30, (—2)-3-5-7 = (-2).105 = -210, 
140--63--30 = 233, 233-210 = 23. 


在 “ 物 不 知 数 ”问题 中 , 如 果 将 

° 2, 3, 2 分 别 看 作 Б, b2, b3; 

° 3, 5, 7 分 别 看 作 模 ті, то, ms; 

° 5.7, 3.7, 3.5 分别 看 作 Мі, Мо, Мз; 

° 2, 1, 1 分 别 看 作 МІ, М5, Mš; 

。 233 作为 所 构造 的 整数 bi - Mi Му +. M3 - M2 + bs - M4 - M3; 
° 105 作为 模 m = mi то - ma, —210 作为 105 的 q fë. 


即 有 对 应 图 

2 2 5 7 = 140 3 1 3 7 = 63 
1 1 1 1 1 1 1 1 

b - М -m та b ` Mi т т 

2 1 3 5 = 30 (-2) 3 5 Т = -210 
1 1 1 1 1 1 1 1 
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则 它们 满足 关系 式 
т = bı: M} - Mı + bz: М: Ma + bs - Мі: Ma + q - m, 
Mi .Mi = 1(шойт;), i= 1, 2,3. 


又 如 淮安 民间 传说 着 一 则 故事 一 一 “韩信 点 兵 ”. 韩信 带 1500 名 兵士 打仗 , 战 死 四 五 百 
Л, 站 3 人 一 排 , 多 出 2 Л; 站 5 人 一 排 , 多 出 4 Л; 站 7 人 一 排 , 多 出 6 Л. 韩信 马上 说 出 
人 数 : 1049. 

将 上 述 问题 用 同 余 式 组 表示 就 是 


т=2 (mod 3), 
z=4 (mod 5), 
z=7 (mod 7). 
其 解答 过 程 就 为 (人数 介 于 1000 ~ 1100 之 间 ) 
2.2.5.7 = 2.70 = 140, 4.1.3.7 = 4-21 = 84, 
6.1.3.5 = 6.15 = 90, 7-3-5-7 = 7.105 = 735, 
140 + 84+90 = 314, 314+735 = 1049. 
相应 的 对 应 图 为 
2 2 5 7 = 140 4 1 3 7 = 84 
1 1 1 р 1 1 1 | 
bi м! тә та ы M; mı m3 
6 1 3 5 - 90 ү = $ 5 7 = 135 
1 1 1 1 1 1 1 1 
b - М т + m2 q ст m: тз 
它们 也 满足 关系 式 


bı - Mi - Mı + bz : М} - Mo +3 - M3 · Мз +9: m, 
1 (mod ты), i= 1, 2, 3. 


т 
M! Mi 


жі 与 “ 物 不 知 数 ” 问题 作 比 较 , ті, то, та, 以 及 


m m m 
т = тд · то : m3, Mi = — = m - тз, Мә = — = mi · тз, Мз = — = m -mi 

ті тә тз 

和 

М! = (Mi) ! (тойт), M4 = (M>) (тойт), М; = (Мз)! (modma) 
都 是 不 变数 , 而 bi, Бо, bs 和 q 是 可 变数 . 
т-і-М|-М-Нә-М%- M> +з - M4 - Мз +4: т 
гаг арын. ла аа SS 

жж жж жж жж 
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+2 明 朝 数学 家 程 大 位 有 《孙子 歌 》: 
三 人 同行 七 十 希 , 五 树 梅花 廿 一 枝 , 七 子 团圆 正 半月 , 除 百 零 五 使 得 知 . 


。 三 人 指 模 mi = 3; 五 树 指 模 то = 5; 七 子 指 模 ms = Т. 

。 七 十 希 指 МІ-тә-та- 70; 廿 一 枝 指 М)-ті-та- 21; 正 半月 指 M}-m -m = 13. 
. НН тү-тә-тз = 105. 

最 后 , 将 物 不 知 数 归纳 如 下 : 

Я 3.21 ( 物 不 知 数 ) 同 余 式 组 


r= (mod 3) 
т-і (mod 5) 
m=b, (mod 7) 


的 整数 解 为 
£ = bi - 70 + bz - 21 + 03:15 +9: 105, q=0, +1, +2, ... 


现在 考虑 “ 物 不 知 数 ”问题 的 推广 形式 , 即 非常 重要 的 中 国 剩余 定理 或 孙子 定理 . 
定理 3.2.1 (中 国 剩余 定理 ) 设 mi,…, mk 是 大 个 两 两 互 素 的 正 整数 , 则 对 任意 的 
整数 Ы, +, bk, 同 余 式 组 


т-ің (mod mi) 


(3.8) 
2 = 0. (mod mx) 
RAR, 且 解 是 唯一 的 . FRE, 
(1) ж 
т-ті--т, т= т: М, і-1,...,Е, 
J| F| £: (3.8) 的 解 可 表示 为 
z = b - Му: М, +: М: Ma +-+- + bp - Mt Мь (mod т), (3.9) 
其 中 
Mi - М; = 1 (mod т), i =1,2,--- ‚К. 
(ü) #4 


Мұ-ті--тц, і-1,--,Е-1, 
则 同 余 式 组 (3.8) 的 解 可 表示 为 


т = ть (mod mi mk), 
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其 中 М-М =1 (mod miy), i 二 1,2,… ,上 一 1, 而 Zi 是 同 余 式 组 


Ф=Ь (mod mı) 


т-% (mod m;) 
的 解 , i 二 1 … ‚к, 并 满足 递归 关系 式 
Ti = 231 + ((bi — 221) № (тоа m,)) - №1 (mod пи ---пы), i=2,::. ,k. (3.10) 


3.22 ”两 个 方程 的 中 国 剩余 定理 


两 个 方程 的 中 国 剩余 定理 及 Rabin 应 用 . 
定理 3.2.2 jË mi, m 是 互 素 的 两 个 正 整 数 ， 则 对 任意 的 整数 bi, bo RARA 


{ aeh aoli) (3.11) 
т=з (mod mo). 
一 定 有 解 ， 且 解 是 唯一 的 . 事实 上 , #4- 
т-ті-тҙ, т=т: М, і-1,2, 
则 同 余 式 组 (3.11) 的 解 可 表示 为 
z = bi Mi: Mı + bə - M3 - М (mod m), (3.12) 


其 中 
M; - Mi = 1 (mod пы), i = 1,2. 


ШИН 由 式 (3.11) 的 第 一 个 同 余 式 有 解 z = bi (mod ту), 可 以 将 同 余 式 组 的 解 表示 为 
(n 待定 参数 ) 
z= b +y -m = bı + yı - М». 


将 = 代入 同 余 式 组 (3.11) 的 第 二 个 同 余 式 , 得 
bi + и М = 5 (mod тә), 


或 
yı : Мә = b2 — bı (mod тә). (3.13) 


运用 广义 欧 几 里 得 除法 , 对 整数 Ma KER mo, 存在 整数 s, t 使 得 
8-Мә--і-тә-і1. 
从 而 , 分 别 得 到 整数 Ms = в, Мі-і, 使 得 (利用 Мә = mi, то = Мі) 


М%- М2 = 1 (mod mo), MI -Mı =t- то = 1 (mod mı), 
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将 同 余 式 (3.13) 的 两 端 同 乘 以 M3, 得 


yı = (b2 — bi)M; (mod тә) 


yı = (b2 — b1)M3 +9: тә. 
故 同 余 式 组 (3.12) 的 解 为 


т = Ы+((о—)М;+4-тә)М» 
= 01(1- М;М)%-М;-М2--а-тә. Mo 
= bı- Mi - Mı + bə - М} - Mo + q: т: mo 
= bı- MI: Mı + b> : M3 - М; (mod т). 
ШЕ. 
为 更 好 应 用 两 个 方程 的 中 国 剩余 定理 3.2.2, 并 基于 定理 3.2.2 的 证 明 过 程 , 给 出 定理 


3.2.2 的 如 下 表述 : 
定理 3.2.3 Ж mi, m 是 互 素 的 两 个 正 整数 ， 则 对 任意 的 整数 bi, bo, 同 余 式 组 (3.11) 


即 
т-і (mod mi) 
7 三 如 (mod mə) 
有 整数 解 
т = bi: 8 -m + bz - t- mı +q- m то, (3.14) 
其 中 s, t 满足 
8-тә--і-ті-і1. 
例 3.2.2 р, q 是 不 同 的 素数 . 求解 同 余 式 组 
т-і (mod p), 
т-бз (mod q). 
Ж ”根据 定理 3.2.3, 计算 整数 s, t 使 得 
s-q+t-p=1. 
进而 得 到 同 余 式 组 的 解 为 


т-і-8-4--5-і-р(шойр-4). 


3.23 ”中 国 剩余 定理 之 构造 证 明 
本 节 用 构造 的 方法 给 出 中 国 剩余 定理 的 证 明 . 
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证 首先 , 证 明 解 的 唯一 性 . 
设 z, т” 都 是 满足 同 余 式 (3.8) 的 解 , 则 


z=b,= z (mod mi), і-1,--.-,К. 


因为 m, … , ть 是 两 两 互 素 的 正 整数 , 根据 定理 2.1.12, 得 


z = 1 (mod m). 


再 证 明 解 的 存在 性 . 
直接 构造 同 余 式 组 的 解 . 
根据 假设 条 件 , 对 任意 给 定 的 i, 1< < k, 有 


(mi mj)=1, 1Sj <k, )%і, 


又 根据 定理 1.3.12, 有 
(ть, М;) = 1. 


再 根据 定理 3.1.1, 或 直接 运用 广义 欧 几 里 得 除法 , 可 分 别 求 出 整数 MI, i = 1,2,… К, 使 得 
Mi .Mi =1 (mod пн), i=1,2,.…,k. 
这 样 , 就 构造 出 了 一 个 形 为 式 (3.9) 的 整数 , 即 
т =. MI: Mi + b2 - M3: Ma + --- + bk - М; - Mi (mod т). 
KX m = m, : M, K пы | Mj, 1 < j < k, ј i, 所 以 这 个 整数 z 满足 同 余 式 
ЕО... +0+Ы. М; . M, +0+--.+0=b (шойт), i=1,.…,k. 


也 就 是 说 , 形 为 式 (3.9) 的 整数 是 同 余 式 (3.8) 的 解 . 
例 3.2.3 求解 同 余 式 组 
r=bi (mod 5), 
xr=b (mod 6), 
т-бз (mod 7), 
т=Ьд (mod 11). 
МШ %т-5-6-7-11- 2310, 


М-6-7-11-462, М = 5.7.11 = 385, 


Ма-5-6-11-330, М,-5-6-7- 210. 


分 别 求解 同 余 式 
Mi - Mi = 1 (mod т), і-1,2,3,4. 


得 到 


Мі-3, Mi=1, Mi=1, Mi=1. 
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故 同 余 式 组 的 解 为 


т 


bı -3- 462 + bə - 1 - 385 + bs - 1 - 330 + b4 -1-210 
bi - 1386 + bə - 385 + bs - 330 + b4 - 210 (mod 2310). 


3.24 ”中 国 剩余 定理 之 递归 证 明 


本 节 用 递归 的 方法 给 出 中 国 剩余 定理 的 证 明 . 
证 明 归纳 构造 同 余 式 组 的 解 . 
k=1 时 , ARR 

т = bi (mod mi) 


的 解 为 


ТЕТ! = bi (mod mı); 


k = 2 时 , 原 同 余 式 组 等 价 于 


(3.15) 


а-ы (mod №), 
т= (mod mə). 


由 式 (3.15) 的 第 一 个 同 余 式 有 解 z = zí = bi (mod №), 可 以 将 同 余 式 组 的 解 表示 为 
(и 待定 参数 ) 
= + и №. 


将 z 代入 同 余 式 组 式 (3.15) 的 第 二 个 同 余 式 , 有 
zı +y1 - Ni = bə (шой тә) 
或 
жи. Ni = b — 21 (шой тз). (3.16) 
运用 广义 欧 几 里 得 除法 , 对 整数 Ni 及 模 то, 可 求 出 整数 МІ 使 得 
Nt Ni = 1 (шой тә), 
将 同 余 式 (3.16) 的 两 端 同 乘 以 Ni, 得 


yı = (b2 — x1) - №! (mod т»). 


故 同 余 式 组 (3.15) 的 解 为 
т = то = ту + (ӛз-т1) МІ (mod ma)]. Уі (mod mimo). 
假设 i 一 1, G > 2) 时 , 命题 成 立 , 即 


== (mod тп), 


T=b 1 (шойт i). 
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有 解 


2 = т; (mod mi: mi 1). 


对 于 i FIRRA 
т= (mod mi), 


т-і (mod mi). 
等 价 于 同 余 式 组 


| т-ті (шой М, 1), (3.17) 


zr =, (mod ть). 


МАҒ k = 2 的 情形 , 由 同 余 式 组 (3.17) 的 第 一 个 同 余 式 有 解 z = xi (mod №1), 可 以 将 
同 余 式 组 的 解 表示 为 (yi-1 待定 参数 ) 


z= ti + Yi- Ма. 

Жа 代入 同 余 式 组 (3.17) 的 第 二 个 同 余 式 , 得 

Dil + Yi-1* Ni-1 = bi (mod mi), 
或 

Yi-1* №1 = bi — zi-1i (mod mi). (3.18) 
运用 广义 欧 几 里 得 除法 , 对 整数 Ni_1 及 模 mi, 求 出 整数 м, 使 得 

№! 1: №1=1 (mod mi), 

KERI (3.18) 的 两 端 同 乘 以 N/_1, 得 

Yi-1 = (bi — Ti)N!_1 (mod ту). 
故 同 余 式 组 (3.16) 的 解 为 


z = аң = zi—1 + ((bi — тр 1) № у (mod mi)) М1 (mod m; - - mi). 


根据 数学 归纳 法 原理 , 命题 是 成 立 的 . 证 毕 . 
例 3.2.4 韩信 点 兵 之 二 : 有 兵 一 队 , 若 列 成 5 行 纵 队 , 则 末 行 1 人; 成 6 行 纵队 , ИЖ 


行 5 人 ; 成 7 行 纵队 , 则 末 行 4 人 ; 成 11 行 纵队 , 则 未 行 10 А. ЖЕЖ. 
解 ”韩信 点 兵 问 题 可 转化 为 同 余 式 组 


т=1 (шой 5), 
z=5 (mod 6), 
т-4 (mod 7), 
z=10 (mod 11). 
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解 一 XP bi =1, bo 二 5, bs 二 4, bí 二 10 应 用 例 3.2.3, 得 到 


т = 1-1386--5-385--4-330--10-210 
= 6731 
= 2111 (mod 2310). 
解 二 ”归纳 构造 同 余 式 组 的 解 . 
令 Ni = 5. 同 余 式 组 的 第 一 个 同 余 式 有 解 = zl = (шой 5), 将 同 余 式 组 的 解 表示 为 
O 待定 参数 ) 
т=1+у-5. 
将 z 代入 同 余 式 组 的 第 二 个 同 余 式 , 得 


1+у:5=5 (шоа 6) =È y-5= 4 (шой 6). 


运用 广义 欧 几 里 得 除法 , 对 整数 Ni = 5 及 模 то = 6, 可 求 出 整数 NI = Nr = 5 (mod 6), 
8 

u= 4:5 = 2 (шой 6). 
故 同 余 式 组 的 解 为 


z£ =T = 1+2-5= 11 (mod 30). 

将 它 表示 为 (y 待定 参数 ) 

т-12-11--у:30. 
将 z 代入 同 余 式 组 的 第 三 个 同 余 式 , 得 

11+%:30=4(mod7) 或 y-30=4-—11=O0(mod 7). 
运用 广义 欧 几 里 得 除法 , 对 整数 Na = 30 及 模 та = Т, 可 求 出 整数 NS = М! = 4 (mod 7), 
得 
y = 0-4 (mod 7). 
故 同 余 式 组 的 解 为 
т = тз = 11+0.30 = 11 (mod 210). 

将 它 表 示 为 (y 待定 参数 ) 

z= z3 = 11 +y- 210. 
Жа 代入 同 余 式 组 的 第 四 个 同 余 式 , 得 


14-у:210- 10 (mod 11) 或 y-210=10-— 11 = 10 (mod 11). 


运用 广义 欧 几 里 得 除法 , 对 整数 Na = 210 及 模 ma = 11, 可 求 出 整数 Ns = М = 1 (mod 11), 
得 

у = 10:1 (mod 11). 
故 同 余 式 组 的 解 为 


т = тз = 11 +10. 210 = 2111 (mod 2310). 
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3.25 ”中 国 剩余 定理 之 应 用 一 一 算法 优化 


应 用 中 国 剩余 定理 , 可 以 将 一 些 复杂 的 运算 转化 为 较 简单 的 运算 . 


例 3.2.5 计算 21000000 (mod 77). 


解 一 ”利用 定理 2.4.1(Euler 定理 ) 及 模 重复 平方 计算 法 直接 计算 . 


因为 77=7:11,y(77) = е(Те(11)- 60, 所 以 由 


定理 2.4.1 ( Euler 定理 ), 得 


260 = 1 (mod 77). 


Х 1000000 = 16666 - 60 + 40, 所 以 


21000000 ЕЕ (тие . 240 = 
№ т = 77, b= 2. *а=1, Ж 40 写成 二 进 制 ， 
40 = 23 + 25. 


运用 模 重 复 平方 法 , 依次 计算 如 下 : 
(1) no = 0. 计算 


240 (mod 77). 


а =а=1, b = 0 = 4 (шой 77). 


(2) ni = 0. 计算 


(3) п = 0. 计算 


а =а1=1, з= = 2 


(4) пз =1. 计算 


5 (mod 77). 


аз = ад : bs = 25, b4 = b2 = 9 (mod 77). 


(5) па = 0. 计算 


ад = аз = 25, = № = 


(6) ns =1. 计算 


4 (mod 77). 


as = a4 :bs = 23 (mod 77). 


最 后 , 计算 出 


21000000 = 23 (mod 77). 
解 二 令 z= 2100000 |1) 77 = 7.11, 所 以 计算 z (mod 77) 等 价 于 求解 同 余 式 组 


| = bií(mod 7) 


т = 加 (mod 


因为 Euler 定理 给 出 2%() = 26 = 1 (mod 7), 以 及 
21000000 = (26)166666 . 24 = 2 (шоа 7). 


1) 


1000000 = 166666 - 6 + 4, 所 以 bí = 


类 似 地 , 因为 2701) = 210 = 1 (mod 11), 1000000 = 100000 - 10, 所 以 bọ = 21000000 = 


(210)100000 = 1 (mod 11). 


32 ”中 国 剩余 定理 105 


$ 


пи = 7, m = 11, m = mı - m = 77, 


Mı =m>=11, M>=mi=7, 


分 别 求解 同 余 式 
ИМ! = 1 (mod7)，7M = 1 (mod 11). 
得 到 
Мі-2, M;=8. 
故 


2-2.11.2--8.7-1 = 100 = 23 (mod 77). 
因此 , 21900000 = 23 (mod 77). 
01 3.2.6 计算 
31213 (mod 667). 
Ж 运用 中 国 剩余 定理 及 模 重 复 平方 法 . 
4 т = 31213. 因为 667 = 23 . 29, 所 以 计算 т (mod 667) 等 价 于 求解 同 余 式 组 


| z = b (mod 23) 


т = b (mod29) | 


由 模 重 复 平方 法 , 得 
bi = 312!3 = 8 (mod 23). 


事实 上 , n = 23, b= 312. $ a = 1. 将 13 写成 二 进 制 ， 
13=1+22 +23. 


运用 模 重复 平方 法 , 依次 计算 如 下 : 


(1) no =1. 计算 

a0o=a:b=13, bi=b2=8 (mod 23). 
(2) ni = 0. 计算 

41-40-13, b= 8 = 18 (mod 23). 
(3) na = 1. 计算 

а = а: = 4, ba = b3 = 2 (mod 23). 
(4) na = 1. 计算 

аз = аз : ba = 8 (mod 23). 

类 似 地 , 有 


bo = 31213 = 4 (mod 29). 
事实 上 , n = 29, b= 312. $ a = 1. 将 13 BSR, 


13=1+22 +23. 
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运用 模 重 复 平方 法 , 依次 计算 如 下 : 


(1) no = 1. 计算 

ao =а-6=22, bí = 0 = 20 (mod 29). 
(2) ni =0. 计算 

41-40-22, 6 = № = 23 (mod 29). 
(3) na = 1. 计算 

a = ai : 62 = 13, bs = b3 = 7 (mod 29) 
(4) na = 1. 计算 


аз = az - ba = 4 (mod 29). 


$ ту = 23, то = 29, m = ти + то = 667, 


Mı = то = 29, Мә = mı = 23, 
分 别 求解 同 余 式 
29MI = 1 (mod 23), 23M; = 1 (mod 29). 


得 到 
М! =4, M= -5. 


事实 上 , 由 广义 欧 几 里 得 除法 , 有 


29 = 1.23 十 6 


23 = 4.6 — 1 
以 及 
1 = -23 + 4:6 
= (-1).23 + 4-(29-1-23) 
= 4.9 + (-5)-23. 
М 


т-4.29.8--(-5)-23-4 = 468 (mod 667). 


因此 , 31213 = 468 (mod 667). 

例 3.2.7 Л RSA( 公 钥 密 码 系统 ) 对 math 加 解密 . 

假设 公 钥 密码 系统 使 用 N = 26 字符 集 N. 明文 信息 空间 为 k = 2- 字 符 组 组 成 的 集合 
AM = ME. 密 文 信息 空间 为 1= 3- 字 符 组 组 成 的 集合 C = Nt. 

运用 素数 对 p = 23,q = 29. 

(а) НЯ п = pq = 667 ЯП e = (p — 1)(q — 1) = 616. 

(b) 随机 选取 整数 e = 13, 1 < e < p, 使 得 пса (ep) = 1. 
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(e) 运用 广义 欧 几 里 得 算法 具体 计算 唯一 的 整数 d = 237,1 < d < р, 使 得 


е-4=1 (mody) 


616 = 47:13+5, 1 = 3-1.(5-1-3) 

13 = 2.543, = (-1)-5--2-(13-2-5) 

5 = 1.342, = 2.134 (-5) - (616 — 47 - 13) 
3 = 1.2 十 1. = (-5)-616--237-13. 


(d) 说 明 公 钥 是 Ke = (n,e) = (667,13), 私 钥 是 Ka = d = 237. 

(e) 以 两 字符 为 一 组 给 出 明文 的 数字 信息 , 加 密 后 的 数字 信息 及 密 文字 符 . 
ma= 12:26 + 0 = 312 > 468-18-26--0-ва, 

th= 19.26+7=501 —> 163=6:26+7 = gh. 


加 密 过 程 . 为 加 密 信息 ma, 将 明文 ma 转换 为 数字 信息 : ma= 12.26 + 0 = 312; ЛІ 


信息 th, 将 明文 th 转换 为 数字 信息 : th = 19.26 + 7 = 501. 
发 送 者 B 计算 
e= те (mod п) = 31213 (mod 667) = 468, 
将 数字 信息 转换 为 468 = 18 .26 + 0 = sa, 即 密 文字 符 为 sa. 
计算 
с = m° (mod п) = 50113 (mod 667) = 163, 
将 数字 信息 转换 为 163 = 6.26 + 7 = gh, 即 密 文字 符 为 gh. 
(£) 说 明 如 何 恢复 密 文 为 明文 . 
за= 18-26--0-- 468 -- 312=12.26+0= ша, 
gh= 6.26 +7 = 163 501 = 19-26 + 7 = th. 


解密 过 程 . 为 解密 с, A 将 密 文 sa 转换 为 数字 信息 : sa= 18.26 + 0 = 468, 将 密 文 gh Fe 


换 为 数字 信息 : gh= 6.26 +7 = 163. 
再 用 私 钥 d = 237 计算 


cd (mod n) = 468237 (mod 667) = 312. 


并 将 数字 信息 转换 为 文字 . 312 = 12.26 + 0 = ша, 即 明文 为 ma. 
再 计算 

ca (mod п) = 163237 (mod 667) = 501. 
并 将 数字 信息 转换 为 文字 . 501 = 19-26 + 7 =th, 即 明文 为 th. 
现在 推广 定理 2.2.4. 


定理 3.2.4 在 定理 3.2.1 的 条 件 下 , 若 bi, bo,- ,bk 分 别 遍 历 模 ті, то, >> 


完全 剩余 系 , 则 
z =b - Mi - Mı + bə - М. - Mo + --- + bk - М; - Mi (mod m) 


RIR m = пи - то - ` mk 的 完全 剩余 系 . 


‚ mk 的 
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zo = bi - MI : Mı + b> - M3: M> +-+- + bk - Му - Mp (mod m), 


则 当 bi, b2, +, bk 分 别 遍 历 模 Tni, M2, `, Mk 的 完全 剩余 系 时 ， то 遍历 mı тә · ть 
АЖ. 如 果 能 够 证 明 它们 模 m 两 两 不 同 余 , 则 定理 成 立 . 事实 上 , Ж 


bı- Mi MI 二 加.Mo 十 十 也 :MIME = b, -MI-Mi +b: MS Mot -+b М-М (mod m), 
则 根据 定理 2.1.11, 
bi - Mi: M, = b; - Mį - M, (mod пы), i=1,---,k. 
因为 М! - М; =1 (mod mi), i=1,---,k , ТИ, 
bi = b; (mod m;), і-1,---,К. 
但 bi, b АДЫ 1с) ЖР ИЯЛ, 故 
Ы=Ы, і-1,--,і. 


定理 成 立 . 证 毕 . 
命题 3.2.1 Ж mi, =, mk 是 大 个 互 素 的 正 整 数 . A m = mi: mk 则 对 任意 的 整数 
0<b<m, 存在 唯一 的 一 组 整数 bi, 0 < bi < mi, 1<i< k, 14} 


bı - MI- Mı +- -- + bk - М, Мь = (mod т) 


ЖФ mi- Mi = m, М, - M; = 1 (mod mi), 1 < ií <k. %-%,(һт)-1 的 充 要 条 件 是 
(bim) =1, 1<i< k. 
证 令 b H bB m, 的 最 小 非 负 余数 , 1 < 1 < k, 则 该 组 数 是 唯一 的 , 并 使 得 


bı - Mi -Mı +-+- + bk ` Му: Mk = b (mod т). 
事实 上 , WT 1<i< k, A 
bi: MI: Mi +++- + bi—1 ` Му Ма + bi - Mi М, + b MT Миа + + bp Му - Мь 
= bi - Mí - М; = bi = b (mod mi). 
Хт, =, mk 是 大 个 互 素 的 正 整 数 , 所 以 
bı - M} - Mı + ` ` +: M} Ms = b (mod m). 
进一步 , 当 (b,m) = 工时 , 有 (6, т) = 1, 1 < í < k, 又 因为 
b, = b (mod mi), 1 < š < k, 


所 以 
(ыт) = (т) =1, 1<i<k. 


33 ”高 次 同 余 式 的 解数 及 解法 109 


反 过 来 , 4 (bi,mi) = 1, 1 < í < k W, A 
(b,m,) = (b пы) = 1, 1 < í < k. 
从 而 (В, ти ---ть) = 1, 80 (b,m) = 1. 
推论 Шт, …，mk 是 大 个 互 素 的 正 整 数 . > 
m=mi.::-mk, m;: M; = т, M: - M, = 1 (mod m), 1 <í < k. 


则 对 任意 的 整数 bi, ---, bk, 


(bı - Mi - Mı +--+- + br - Му: Му, т) = 1 
的 充 要 条 件 是 
(bnm) = 1, 1 <i <k. 

3.3 ”高 次 同 余 式 的 解数 及 解法 
3.3.1 ”高 次 同 余 式 的 解数 

现在 考虑 高 次 同 余 式 的 求解 .假设 模 m 可 以 分 解 为 k 个 两 两 互 素 的 正 整数 的 乘积 : 
т = mmp. 

首先 , 考虑 如 何 将 模 m 同 余 式 的 求解 转化 为 模 mi 的 求解 , 以 及 它们 的 解数 关系 . 

定理 3.3.1 设 mi,…，, mk 是 大 个 两 两 互 素 的 正 整数 , т = т: ть, ТЕХ, 


Қа) = 0 (mod m) (3.19) 
与 同 余 式 组 
f(z)=0 (той mi) 
: (3.20) 
f(a)=0 (mod mk) 


等 价 . 如 果 用 Т, 表示 同 余 式 
f(z) = 0 (mod т;) 


的 解数 i 二 1,… k, TARRAA (3.19) 的 解数 , 则 
Т-Т,...Т,. 
证 Z zo 是 同 余 式 (3.19) 的 解 , 则 
f(ao) = 0 (mod m). 


根据 定理 21.11, 有 
Кто) = 0 (mod mi), i=1,.…,k. 


ШІ zo 是 同 余 式 组 (3.20) 的 解 . 
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反 过 来 , 设 
Кто) = 0 (mod тұ), і-1,..,Е, 
根据 定理 2.1.12, 有 
Тао) = 0 (mod m). 
即 同 余 式 组 (3.20) 的 解 zo 也 是 同 余 式 (3.19) 的 解 . 
设 同 余 式 f(z) = 0 (mod т) 的 解 是 bi, i = 1,… ,k. 则 由 定理 3.2.1, 即 中 国 剩余 定理 ， 
可 求 得 同 余 式 组 


а-ы (mod mı) 


Ф=Ь. (mod mk) 


的 解 是 
т =b - Mi -Mı +--+ bk- Mh- Mi (mod т). 
因为 
Ма)- f(bi) =0 (mod т), і-1,-..,Е, 
所 以 z 也 是 


Қа) = 0 (mod m) 


的 解 . 故 z 随 bi 遍历 f(z) 三 0 (mod тұ) 的 所 有 解 (i = 1,… ,k) 而 遍历 т) = 0 (mod т) 
的 所 有 解 ， 即 同 余 式 组 (3.20) 的 解数 为 


Т-Т..Т,. 


证 毕 . 
例 3.3.1 解 同 余 式 


Га) = z + 2z3 + 8z + 9 = 0 (mod 35). 
解 由 定理 3.3.1 知 原 同 余 式 等 价 于 同 余 式 组 
f(z)=0 (тоа 5), 
Р(х) =0 (mod 7). 


直接 验算 ， 
f(z) = 0 (mod 5) МИЛ £ = 1, 4 (mod 5), 
Ба) = 0 (mod 7) 的 解 为 z = 3, 5, 6 (mod 7). 
根据 定理 3.2.1, 即 中 国 剩余 定理 , 可 求 得 同 余 式 组 


т-і (mod 5) 
т-із (mod 7) 
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的 解 为 
r=bií-3-7+bb.-3-5= bi - 21+ 5 - 15 (mod 35). 


故 原 同 余 式 的 解 为 
z = 31, 26, 6, 24,19, 34, (mod 35), 


共 2.3=6 个 .事实 上 ， 


1:21+3:15 =66 = 31, 4.21+3: 15 = 129 


24, 
19, 
1.21+6-15=11 = 6, 4:.21+6:15=174 = 34. 


1.21+5.15=96 = 26, 4.2145. 15 = 159 


3.3.2 ”高 次 同 余 式 的 提升 
其 次 , 考虑 模 为 素数 容 的 同 余 式 的 求解 . 


Ба) = 0 (mod p°). 
这 是 因为 任 一 正 整 数 m 有 标准 分 解 式 
т- П». 
p 
由 定理 3.3.1, 要 求解 同 余 式 
Ка) = 0 (mod m), 


只 须 求 解 同 余 式 (3.21), ШІ 
f(z) = 0 (mod p°). 


设 f(z) = алт" + аъ 12") j... + аза? + аат + аро 为 整 系数 多 项 式 , W 
f'(z) = тап"! + (п – 1) .an_1zn + … 十 2.a27 十 al) 
定理 3.3.2 Ж z = zi (mod p) 是 同 余 式 
Ма) = 0 (mod p) 
的 一 个 解 , 且 
(/'(ж),р) = 1, 


则 同 余 式 (3.21) 有 解 
z = za (mod p°), 


其 中 za 由 下 面 的 关系 式 递归 得 到 . 


Ti = zi—1 + ti—1 ` pi 1 (mod р), і-2,--,а, 


— -f(zi1) 


па r (Pie)! (mod p)) (шір) 4-2). 


(3.21) 


(3.22) 


(3.23) 


(3.24) 


(3.25) 
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证 i f(z)=a,z" ja, im" ll +... + aoz2 + arz + ao. 对 a>2 作 数学 归纳 法 . 
(1) а=2. 根据 假设 条 件 , FIRR (3.22) 有 解 


т-тізйер, 4-0, +l, #2, -.. 


所 以 , BERF ti HARR 
Г + ta : p) = 0 (mod р?) 
的 求解 . 因为 


f(z1+t1:p) 
= an(z1 +t: p)” + аа-1(21+ 0: р)" +... + ао(ту + й p)? 十 a1(Z1 十 要-p) 十 ao 
= an(z? + пат (ti - p) + бла 206 p)? +--+ (tp)") 

+ аһ (zy 1 + (n — Пат (а -р) + С лат (ti p)? + + (ti p)" 


+- + a2(z2 + 2mi(ti - p) + (ti - p)2) + ai(zi + (ti - p)) + ao 


f(ai) + f(z1)(ti - p) +A- (ti - p}, 
其 中 4 为 整数 , 所 以 有 

Ма) + f'(21)(tı - p) = 0 (mod p°). 
因为 f(z1) = 0 (mod p), 所 以 上 述 同 余 式 可 写成 


1 和 = EED (mod р). 


又 因为 (f(zi),p) = 1, 根据 定理 3.1.3, 这 个 同 余 式 对 模 p 有 且 仅 有 一 解 


tı = AED уа)! (mod р) (mod p). 
HJ 
z = zə = £1 + ti ` p (mod р?) 
是 同 余 式 (3.21) (e = 2), ШІ 
а) = 0 (mod р?) 
的 解 . 
(ü) 设 3<i<o 假设 定理 对 i 一 1 成立, 即 同 余 式 (3.21) (а=1—1), 
f(z) = 0 (mod рї) 
有 解 
=a tiap іі, і-і-0,-Ы, +2, .-- 
考虑 关于 ti 的 同 余 式 
Қа-ізі-і-р71)-0 (mod р') 
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的 求解 . 因为 


fci +ti1 pt 1) 


n—1 


= ал(ш-1+н-1-р 1)" аа (ша ыы а 十 … 
+a (zi + ti-1 рі 1)? + а (zi + ti p!) + ao 


= аһ(тЁ + пат (t-i pt) + Orpi- p +. (ti pil") 


+ ana (ж + (п — П) (ы арі 1) +2 шр Қы рр 1) + pT) 


+- ао (02 + 22:1(6-1 pT) + (6-а р 1)2) + аа (та + (6-а: 
= Ла + f'(Ti-1)(ti-1 P7) +A: (ti-i p, 
其 中 4 为 整数 . 又 pd >p, 有 
Лаги) + F’ (Ti-1)(ti-1 71) = 0 (шой р). 
因为 f(zi_1) = 0 (mod р-), 所 以 上 述 同 余 式 可 写成 
f'ai) tit = = = Alea) (шой p). 
又 因为 (а-а) = f'(zi-2) =- = (л) (шой Í 进而 


(/'(ш-а),р) = = (/'(ш),р) = 1, 
根据 定理 3.1.3, 这 个 同 余 式 对 模 p 有 且 仅 有 一 解 


AEA (pla) (mod р)) 


= Дра) (шой р) — (mod p, 


4-1 


HJ 
ТЕТ: = Ti-1 + ti-1 pi (mod р?) 
EFRR (3.21) (a = i) 
Қа) = 0 (mod p) 
的 解 . 


故 由 数学 归纳 法 原理 , 定理 对 所 有 2 < i < a 成 立 . 特别 , 定理 对 i = а 成 立 . 


3.3.3 ”高 次 同 余 式 的 提升 一 一 具体 应 用 
BJ 3.3.2 求解 同 余 式 
f(z) = z + 7z + 4 = 0 (mod 27). 


解 一 (按照 定理 33.2 的 证 明 过 程 ) 


Р!) +ао 
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对 于 Да) = z! + 7z + 4 (mod 27), 有 
f'(z) = 418 +7 (mod 27). 


直接 验算 , 知 同 余 式 

Та) = 0 (mod 3) 
有 一 解 

тү = 1 (mod 3). 
以 z=1+ 妇 -3 代入 同 余 式 f(z) = 0 (mod 9), 可 得 到 


ЈО) +77 (0) -tı -3 = 0 (mod 9). 


因为 
Т@) -3(шоЯ49), /'(1) #2 (mod 9), 
所 以 上 述 同 余 式 可 写成 
3+2-tı-3=0 (mod 9) 或 2-tı = –1 (mod 3). 
解 得 


ti = 1 (mod 3), 
因此 , 同 余 式 Қа) = 0 (mod 9) 的 解 为 
22-1--41-3--4 (шой 9). 
再 以 z=4 十 如 :9 代入 同 余 式 f(z) = 0 (mod 27), 可 得 到 


f(4) + f'(4) -t2 -9 =0 (mod 27). 


因为 
f(4) = 18 (mod 27), f'(4) = 20 (mod 27), 
所 以 上 述 同 余 式 可 写成 
18--20-12:9-- 0 (mod 27) 或 2-і = —2 (mod 3). 
解 得 


tə = 2 (mod 3), 
因此 , 同 余 式 а) = 0 (mod 27) 的 解 为 
тз = 4 + to :9 = 22 (mod 27). 


解 二 (应 用 定理 3.3.2 的 结论 ) 
对 于 f(z) = z“ + 7z + 4 (mod 27), 有 


Ғ.(а) = 41° +7 (mod 27). 
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直接 验算 , 知 同 余 式 
Та) = 0 (mod 3) 


有 一 解 
тү = 1 (mod 3). 
首先 , 计算 
(01) = 4:15 + 7 = -1 (mod 3), 
Р (21) 71 = —1 (mod 3); 
Нах, 计算 
tı = LED (f'(a) (шой З) = 1 (mod 3), 
29 三 Z1 十 如 .3 三 4 (mod 9); 
最 后 , 计算 


РА (раз) 1 (mod 3) =2 (mod 3), 


тз = T2 + t2 - 32 = 22 (mod 27). 
因此 , 同 余 式 Қа) = 0 (mod 27) 的 解 为 
тз = 22 (mod 27). 
34 ”素数 模 的 同 余 式 
现在 考虑 如 何 求解 模 素数 p 的 同 余 式 
f(z) = авт" +... ах + ар = 0 (mod p), (3.26) 
其 中 а, # 0 (mod р). 
зал ”素数 模 的 多 项 式 欧 几 里 得 除法 
首先 考虑 多 项 式 欧 几 里 得 除法 . 
引 理 3.4.1 (多 项 式 欧 几 里 得 除法 ) 设 f(z) =anz" 十 … 十 Q17 十 Qo 为 n 次 整 系数 多 项 
式 ，g(z) = 二 zm 十 … 十 Diz 十 bo 为 m 之 1 次 首 一 整 系数 多 项 式 , 则 存在 整 系数 多 项 式 q(x) 和 
r(x) 使 得 
F(z) = q(z)- g(z) +т(т), deg r(x) < deg g(a). (3.27) 
证 分 以 下 两 种 情形 讨论 : 
( i) n < т. q(z) = 0, r(z) = f(z), 结论 成 立 . 
(ji) n >т. 对 Қа) 的 次 数 n 作 数学 归纳 法 . 
HF n = m, 有 


f(z)— an - g(z) = (an—1 — an Вил)” + --- + (aa — an ` bo)z + ao. 


因此 , q(z) = an, r(z) = f(z)— ал. g(z) 为 所 求 . 
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假设 n-i > m 时 , 结论 成 立 . 
对 于 n>m, 有 
Хх) = аһ2"—"%. (х) = (äni = ün bm) HA (anm an boja” m 
+ аһ-т-12"—"-1 +... Бао. 
IXH Қа)- ans” ™ . g(x) 是 次 数 < n — 1 的 多 项 式 . 对 其 运用 归纳 假设 或 情形 (I), 存在 
整 系数 多 项 式 gt(z) 和 mi(z) 使 得 
Ма)- аһа"”"-а(2)- q(x) - (ж) + т1(т), deg ri(z) < deg g(x). 


因此 , q(z) = ап” 十 qi(z), r(x) = ri(z) 为 所 求 . 

根据 数学 归纳 法 原理 , 结论 是 成 立 的 . 证 毕 . 

Ж 引 理 中 g(z) 须 为 首 一 多 项 式 , 因为 对 于 Қа) = z2, g(z) = 2z 十 1 € 72), 找 不 到 
q(z),r(z) є Z[z] 满足 式 (3.27). 
3.4.2 ”素数 模 的 同 余 式 的 简化 

其 次 , 基于 多 项 式 zz 一 z (mod р) 对 任何 整数 取 值 为 零 (Fermat 小 定理 ), 以 及 多 项 式 欧 
几 里 得 除法 , 可 以 将 高 次 多 项 式 的 求解 转化 为 次 数 不 超 过 p 一 1 的 多 项 式 的 求解 , 即 有 

定理 3.4.1 同 余 式 (3.26) 与 一 个 次 数 不 超 过 p 一 1 的 模 p 同 余 式 等 价 . 

证 由 多 项 式 的 欧 几 里 得 除法 , 存在 整 系数 多 项 式 g(z), r(z) 使 得 

F(z) = q(z)(z” — z) + r(z), 
其 中 r(x) 的 次 数 < p — 1. 由 定理 2.4.2 ( 费 马 小 定理 ), 对 任何 整数 т, 都 有 
а? — z = 0 (mod p). 
故 同 余 式 
Қа) = 0 (mod p) 


等 价 于 同 余 式 
r(z) = 0 (mod p). 


ШЕ. 
例 3.4.1 求 与 同 余 式 


(т) = 3z14 +4212 +22" + z9 + zŠ + 23 + 12z2 + z = 0 (mod 5) 


等 价 的 次 数 < 5 的 同 余 式 r(z) 及 其 解 . 
№ 令 g(z) =z5 一 z, 作 多 项 式 的 欧 几 里 得 除法 , 有 


3214 +4213 +2211 + х° + х5 +23 +1222 +2 
= (3129 +418 +216 +315 +514 +212 +42 + 5)(25 — т) +313 + 161? + бл. 
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事实 上 ， 
ro(z) = f(z) —3z9.g(z) = 4113 +2211 +3210 + 19 + 16 +13 +1212 + т, 
т1 (2) = то(2) — 418 .9(2) = 2211 +3210 +519 + 16 + 13 +1212 + т, 
то (т) = ті(г)- 226 .9(т) = 3210 +519 +217 + 16 +13 + 1212 + т, 
т3(2) = т2(2) —315.9(2) = 519 +227 +416 +13 +1212 + т, 
ra(z) = тз(2) —524.9(2) = 227 +416 +515 +23 +1212 +1, 
т5(2) = га(2) — 21? .9(2) = 418 +515 +313 +1212 +1, 
тв(х) = ть(2) —4т-9(т) = 515 +32? +1612 +1, 
тт(т) = тв(х) -5:9(т) = 32? +162? +62, 
所 以 原 同 余 式 等 价 于 
r(z) = rz(z) = 3z3 + 16z2 + 6z = 0 (mod 5). 
直接 验算 
т(0) = 3.03+16.02+6.0 = 0 = 0, 
т(1) = 3.13+16.12+6.1 = 25 = 0, 
т(2) = 3-23-16.22-6.2 = 100 = 0, 
т(3) = 3.33+16.32+6.3 = 243 = 3, 
т(4) = 3-43+16.4?+6.4 = 472 = 2 (шой 5). 
故 同 余 式 的 解 为 z = 0, 1, 2 (mod 5). 
3.4.3 ”素数 模 的 同 余 式 的 因 式 分 解 
再 次 , 考虑 同 余 式 f(z) НИЙ г = al 与 一 次 同 余 式 > 一 a 的 关系 式 . 从 而 推 得 : 同 余 式 
的 解数 不 大 于 其 次 数 (定理 3.4.4). 
定理 3.4.2 Ж1<А<п. 如 果 
z=a,(modp), і-і,-,і, 
是 同 余 式 (3.26) 的 大 个 不 同 解 , 则 对 任何 整数 z, 都 有 
Ја) = fe(z)- (£ — a1) - (一 ak) (mod p), (3.28) 
其 中 ма) 是 n 一 k 次 多 项 式 , 首 项 系数 是 an. 
证 由 多 项 式 的 欧 几 里 得 除法 , 存在 多 项 式 Л (т) 和 r(z) 使 得 
=) = fı(z) - (z — a1) +r(z), deg r(x) < deg (z — a1). 
易 知 , А (2) 的 次 数 是 п — 1, 首 项 系数 是 an, r(x) = т 为 整数 . 因为 Қа) = 0 (mod р), 所 以 


r = 0 (mod p), 即 有 
f(z) = л(@) - (z — a1) (mod p). 
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再 由 f(ai) = 0 (mod p) № а; # a) (mod р), i 一 2,… ,k, 得 到 
fia) =0 (mod p), i=2,.… ,Kk. 
类 似 地 , 对 于 多 项 式 f, (z) 可 找到 多 项 式 户 (z) 使 得 


Л(=) = (х): (x аз) (mod p), 
folai)=0 (шой р), i= 3,.… ,k. 


fk-1(7) = /к(т)- (z — ak) (mod р). 


Ја) = fe(z) (z — a1) -+++ (z — ak) (mod р). 
证 毕 . 
例 3.4.2 有 同 余 式 
3z14 十 4z13 十 2z11 十 z9 十 z8 十 2 十 12z2 十 了 
= mz(z-— 1)(z — 2)(3z11 + 3210 + 3z9 + 427 + 326 十 z5 十 274 十 z2 十 37 十 3) (mod 5). 


Ж Ша, = 0, ар=1, as=2 В НЯ 3.4.1 FH r(z) = 323 + 1612 + 6х 得 到 (#1 3.4.5) 
r(z) = 3z(z2 — З= +2) = 3z(z — 1)(z — 2) (mod 5). 


根据 定理 3.4.2 及 定理 2.4.2 ( 费 马 小 定理 ), 可 立即 得 到 
定理 3.4.3 ip 是 一 个 素数 ， 则 
(1) 对 任何 整数 z, 有 


іР-І-із-(г-1)--|>-(р- 1)] (mod p). 


(ii) (Wilson 定理 ) (p — 1)! + 1 = 0 (mod р). 
H Wilson 定理 , 可 得 到 整数 是 否 为 素数 的 判别 条 件 . 
整数 n 为 素数 的 充分 必要 条 件 是 (n — 1)! + 1 = 0 (mod n). 


3.4.4 ”素数 模 的 同 余 式 的 解数 估计 


最 后 , 讨论 模 p 同 余 式 的 解数 . 
先 给 出 同 余 式 解数 的 上 界 估计 . 
定理 3.4.4 同 余 式 (3.26) 的 解数 不 超过 它 的 次 数 . 
证 反 证 法 . 设 ”次 同 余 式 (3.26) 的 解数 超过 п №, 则 式 (3.26) FOA n + 1 个 解 . 设 
它们 为 
z= a; (mod p), #=1,:::,п,п+1. 
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根据 定理 3.42, 对 于 个 解 a1,，… ,an, 可 得 到 
Та)- f,(z)(z — a1) - -- (z — an) (mod р). 
因为 /(ап+а) = 0 (mod p), 所 以 


fn(anti)(ant1 —ai):::(as+i — аһ) = 0 (mod р). 


因为 ai # a (mod p), i 二 2,… ‚п, H. p 是 素数 ,所 以 f,,(as+1) = 0 (mod p). {Н Ј (х) 是 首 
项 系数 为 an, 次 数 为 n 一 n =0 的 多 项 式 , 故 | an 矛盾 . 证 毕 . 
推论 次 数 < p 的 整 系数 多 项 式 对 所 有 整数 取 值 模 p 为 零 的 充 要 条 件 是 其 系数 被 p 
整除 . 
证 充分 性 显然 . 下面 证 必要 性 . ERR, 多 项 式 f(z) 有 系数 不 被 р 整除 , 这 说 明 模 p 
多 项 式 Қа) (mod р) 次 数 < р. 根据 定理 3.4.4, 多 项 式 的 解数 < p, 与 假设 条 件 矛盾 , 故 推论 
再 给 出 同 余 式 解数 的 判断 . 
定理 3.4.5 设 p 是 一 个 素数 ,n 是 一 个 正 整 数 ,n < p . 那么 同 余 式 


Ра) = z" + --- + aiz + ao = 0 (mod p) (3.29) 


Жала Еа zp — z 3k. Га) 除 所 得 余 式 的 所 有 系数 都 是 p 的 倍数 . 
证 因为 Да) 是 首 一 多 项 式 , 由 多 项 式 的 欧 几 里 得 除法 , 知 存在 整 系数 多 项 式 g(z) 和 
r(x) 使 得 
а? — z = а(х): f(z) + r(z) (3.30) 


其 中 r(x) 的 次 数 < п, q(z) 的 次 数 是 р-п. 
现在 , 若 同 余 式 (3.29) A 个 解 , 则 由 定理 2.4.2 ( 费 马 小 定理 ), 这 п 个 解 都 是 


т? — z = 0 (mod p) 
的 解 . 又 由 式 (3.30) 知 这 п 个 解 也 是 
т(т) = 0 (mod p) 


的 解 . 但 r(x) 的 次 数 < п, 故 由 定理 3.4.4 之 推论 知 , т(а) 的 系数 都 是 p 的 倍数 . 
反 过 来 , 若 多 项 式 r(z) 的 系数 都 被 p 整除 , 则 由 定理 3.4.4 之 推论 知 , r(z) 所 有 整数 z 
取 值 模 р 为 零 . 根据 定理 2.4.2 ( 费 马 小 定理 ), 对 任何 整数 z, 又 有 


а? — z = 0 (mod p). 


因此 , 对 任何 整数 z, 有 
q(x): f(z) = (mod p). (8.31) 
这 就 是 说 , 式 (3.31) A p 个 不 同 的 解 ， 


т=0, 1, ---, р-1 (med р). 
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由 此 可 得 Қа) = 0 (mod р) КИЙ k = n. FU, К < п. 但 次 数 为 p 一 n 的 多 项 式 q(z) 的 同 

余 式 g(z) = (mod p) КЖ h < р-п, 所 以 与 式 (3.31) 的 解数 <k +h <p. ЕЖ. 
Ме W p 是 一 个 素数 ,d 是 p 一 1 的 正 因数 . 那么 多 项 式 z4 一 1 模 p 有 4 个 不 同 的 根 . 
证 因为 a|p 一 1, 所 以 存在 整数 g 9 р-1= 4-а. 这样 就 有 因 式 分 解 式 


aP! — 1 = (09)? — 1 = (29-0 + 24-9) L... +1441) (24—1). 


根据 定理 3.4.5, 多 项 式 za —1 И р 有 个 不 同 的 根 . 证 毕 . 
例 3.4.3 判断 同 余 式 


213 + 5z2 + 6z + 1 = 0 (mod 7) 


是 否 有 三 个 解 . 
Ж 为 应 用 定理 3.45, 须 将 多 项 式 变 成 首 1 的 . 注意 到 4.2 = 1 (mod 7), 有 


4(2z3 + 5z2 + 6z + 1) = z3 — z2 + 3z — 3 (mod 7). 
此 同 余 式 与 原 同 余 式 等 价 . 作 多 项 式 的 欧 几 里 得 除法 , 得 
27 — т = m(z3 + z2 — 2z — 2). (£? — z2 + 3: — 3) + 7z(z2 — 1). 


根据 定理 3.4.5, 原 同 余 式 的 解数 为 3. 
例 3.4.4 求解 同 余 式 


21218 + 2215 — z10 + 4z — 3 = 0 (mod 7). 
№ 首先 , 去 掉 系 数 为 7 的 倍数 的 项 , 得 到 


2z15 — r +4r—3= (mod 7). 


其 次 , 作 多 项 式 的 欧 几 里 得 除法 , 得 
2115 — 10 + 4r — 3 = (208 — 13 + 212) (27 — z) + (—z“ + 2z3 + 4х — 3). 


原 同 余 式 等 价 于 同 余 式 
z4 一 2z3 — 4z + 3 = 0 (mod 7). 


直接 验算 т = 0,+1,+2,+3, 知 同 余 式 无 解 . 
01 3.4.5 求解 同 余 式 


324-4113 +2111 + z9 + zŠ + zŠ + 1222 + z = 0 (mod 5). 
解 一 ， 作 多 项 式 的 欧 几 里 得 除法 , 得 


За +4113 +2211 + r° + 16 +23 +1222 +r 
= (319 + 418 + 216 +315 + 5z +21? +42 + 5)(25 — т) + 323 + 1612 + бт. 
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应 用 定理 3.4.1 , 原 同 余 式 等 价 于 
323 + 16z2 + бт = 323 + z2 + z (mod 5). 


直接 验算 , 解 为 
z = 0, 1, 2 (mod 5). 


解 二 应 用 定理 2.4.2 之 推论 , 对 于 任意 正 整数 t, k, 


zt+k(p-1) = zt (mod p). 


因此 , 原 同 余 式 等 价 于 
323 + 16z2 + 6z = 0 (mod 5). 


进而 等 价 于 
2(3z3 + 16z2 + 6z) = 23 — 32? + 2z = z(z — 1)(z — 2) = 0 (mod 5). 


直接 验算 , 同 余 式 的 解 为 
z = 0, 1, 2 (mod 5). 


3.5 ”习题 
(1) 求 出 下 列 一 次 同 余 方程 的 所 有 解 . 
0) 32 = 2 (mod 7). ©) 65 = 3 (mod 9). 


@) 17: = 14 (mod 21). (4) 152 = 9 (mod 25). 
(2) 求 出 下 列 一 次 同 余 方程 的 所 有 解 . 
© 127z = 833 (mod 1012). (©) 987z = 610 (mod 2668). 
т-і, (mod 5) 
т-іӛ (шой 6) 
т=з (mod 7) ` 
т=Ьд (mod 11) 
(4) 设 a,b,m 是 正 整 数 , (a,m) = 1. 下 面 的 方法 可 以 用 来 求解 一 次 同 余 方程 


(3) 求解 同 余 式 组 


ат = b (mod m). 
(1) 证 明 : 如 果 整 数 z 是 同 余 式 az = b (mod т) 的 一 个 解 , 那么 = 也 是 同 余 式 
ат--ь [2] (mod т) 


的 解 . 这 里 а, 是 m Ж a 的 最 小 正 剩余 . 注意 : 这 个 同 余 式 与 开始 那个 是 同一 类 的 , 只 
是 z 的 系数 是 比 a 小 的 整数 . 
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Gi) 重复 ( i ) 的 过 程 , 得 到 一 系列 的 一 次 同 余 式 , 其 中 z HRE a = a > al > aa > … 
证 明 : 存在 一 个 正 整 数 n, 使 得 on = 1. MER n H, A =B (mod m). 
Gii) 利用 (11) 中 的 方法 求解 一 次 同 余 式 6z = 7 (mod 23). 

(5) 设 p 是 素数 , k 是 正 整数 .证 明 : FRI z? = 1 (шой р“) 正好 有 两 个 不 同 余 的 解 : 
z = +1 (mod pP). 

(6) ШЕҢ: k > 2 时 , FIRI z? = 1 (mod 25) 恰好 有 4 个 不 同 余 的 解 , 它们 是 z = +1 或 者 
+(1+2^-1) (mod 28), k > 2; k = 1 时 , 该 同 余 式 有 一 个 解 ; 4 k = 2 时 , 该 同 余 式 有 两 
个 不 同 余 的 解 . 

(7) 运用 Euler 定理 求解 下 列 一 次 同 余 方程 : 
0) 5z = 3 (mod 14). ©) д2 ЕТ (mod 15). (9 3х = 5 (mod 16). 

(8) Жи 的 倍数 , 使 得 该 数 被 2,3,5,7 除 的 余数 为 1. 

(9) 证 明 : WR a,b,c 是 整数 , (a,5) = 1, 那么 就 存在 整数 n 使 得 (а-п +, с) = 1. 


т-а, (mod mi) 
т-аз (mod тз) 

有 解 当 且 仅 当 (ті, то) | (ol — аз). 并 证 明 若 有 解 , 该 解 模 (та, то]) 是 唯一 的 . 
(11) 证 明 : 同 余 方程 组 


(10) 证 明 : 同 余 方程 组 | 


т = bi (mod mi) 


т = b (mod тә) 


т = b, (mod mk) 


的 解 是 
z= М?) + ba - MO +... bp - МС (mod m). 


这 里 т; 两 两 互 素 , m = mi mo ть, M; = 2, = 
7 


(12) ті-9, то = 10, ms = И , m = mi : то - тз. 
т= (mod mi) 
求解 同 余 式 组 4 т-і (шой тә) . 
т=з (mod тз) 


(13) 设 mi = 7, то = 9, тз = 10 , m = пи · то - тз. 
т-і (mod mi) 
求解 同 余 式 组 4 r= b (mod тә) . 
bs 


(mod тз) 
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(14) & т: = 7, m = 9, ms = 10, та = 11 , m = m; · то - ma. 
m=bƏ (mod mi) 
жити 15-9 (mod m) 


т-ӛз (mod тз) 


т-ім (mod m4) 


(15) ÉZ mi = 99, то = 100, тз = 101 , m = пи · то . тз. 
T=hh (mod mi) 
求解 同 余 式 组 4 т-і (шой тә) . 
m=b, (mod тз) 
(16) 求 下 列 一 次 同 余 方程 组 的 解 . 
@| (2009091. of #+3y=1 (mod). 
2хт+у=1 (mod 7) Зт--4у-2 (mod 7) 
(17) ЯЯ 31213 (mod 667). 
(18) 计算 21000000 (mod 1309). 
(19) 将 同 余 式 方程 化 为 同 余 式 组 来 求解. 
(i)23z=1(mod140); (1) 17z = 229 (mod 1540). 
(20) 设 是 正 整 数 , ал, … ，ak 是 两 两 互 素 的 正 整 数 . 证 明 : 存在 个 相 邻 整 数 , 使 得 第 了 
个 数 被 a; 整除 (1 < ; < k). 
(21) 设 整数 mi, =, mx 两 两 互 素 , 则 同 余 方程 组 


аут = b; (mod mj), 1<j<k 


有 解 的 充 要 条 件 是 每 一 个 同 余 方程 ajz = bj (mod ту) KITAR, ШІ (ау, ту) | b, (1 < 
j < К). М mi,- ,mx 不 两 两 互 素 时 , 这 结论 成 立 吗 ? 

(22) 设 整 数 m1,… ,mx ВАНО, (ау, ту) = 1. ШЕ: 当 09) 分 别 遍 历 模 mj 的 完全 ( 简 
化 ) 剩余 系 (1 < j <k) 时 ， 
z = (Мал +Mo+- - +Mk)(Mi+- Moaoz 2) + Ms+- +My) (Mı+ -- Ме 14-М,аа9) 


遍历 模 т = m -mp 的 完全 (简化 ) 剩余 系 , 这 里 m,M; = m, (1 < ; < k). 
(23) 求解 同 余 式 


3z!4 +411 +2211 + z9 + zŠ + 13 + 12122 + z = 0 (mod Т). 


余 式 


(24) 求解 


可 


Ха) = z! + Тт + 4 = 0 (mod 243). 


思考 题 
(1) 编程 实现 计算 同 余 式 az = 1 (mod m) 的 解 . 
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(2) 编程 实现 计算 同 余 式 a z = b (mod т) 的 解 . 


(з) визит |258 (шот) g, 
т= 5 (mod тә) 


(4) 编程 实现 计算 中 国 剩余 定理 . 

(5) 编程 实现 计算 模 m 的 多 项 式 欧 几 里 得 除法 . 
(6) 编程 实现 计算 模 m 的 同 余 式 简化 . 

(7) 编程 实现 计算 模 m 的 同 余 式 求解 . 
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前 面 讨论 了 一 次 同 余 式 的 具体 求解 以 及 一 般 同 余 式 的 解数 ,本章 讨论 二 次 同 余 式 是 否 
有 解 的 判断 , 解数 以 及 如 何 求解 . 
4.1 一 般 二 次 同 余 式 
二 次 同 余 式 的 一 般 形式 是 
ат? +br+c=0 (mod т), (4.1) 


其 中 а Z 0 (mod m). 
因为 正 整数 m 有 素 因 数 分 解 式 т = роз... рак, 所 以 二 次 同 余 式 (4.1) 等 价 于 同 余 式 组 


azr2 十 bz 十 c 三 0 (шой р), 


az2 十 bz 十 c 三 0 (mod pẹ"). 
因此 , 只 需 讨论 模 为 素数 肾 pa 的 同 余 式 
ал? + bz + e = 0 (mod p°), р Za. (A.2) 
将 同 余 式 (4.2) 的 两 端 同 乘 以 4a, 得 到 
4a2z2 + дах + дас = 0 (mod р") 
或 
(2ат + b)? = b? — 4ас (mod p°). 
S у= Зат +b, 有 
у? =b? — 4ас (той р"). 
特别 地 , 当 р 是 奇 素数 时 , (2a,p) = 1. 上 述 同 余 式 等 价 于 同 余 式 (4.2). 
定义 4.1.1 设 m 是 正 整 数 . 若 同 余 式 


z2 = a (mod m), (a,m)=1 (4.3) 


жн, М a 叫做 模 m 的 平方 剩余 (或 二 次 剩余 ); 否则 , a Ж той ЗЕН (З RIE 
FR). 

问题 : (1) 正 整数 а 模 m 平方 剩余 与 实数 中 的 平方 根 Va 有 什么 区 别 ? 

(2) 如 何 判断 同 余 式 (4.3) 有 解 ? 

(3) 如 何 求 同 余 式 (4.3) 的 解 ? 

例 4.1.1 1 是 模 4 平 方 剩余 ,一 1 是 模 4 平方 非 剩 余 . 

例 4.1.2 1, 2, 4 是 模 7 平方 剩余 ,一 1, 3, 5 是 模 7 平 方 非 剩 余 . 
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因为 12 =1, 22 = 4, 32 = 2, 42 = 2, 52 = 4, 62 三 1 (mod 7). 
例 4.1.3 一 1, 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15 是 模 17 平方 剩余 ; 
3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14 是 模 17 平方 非 剩 余 . 因为 


12 = 16? =1, 22=152=4, 32 = 14? =9, 42=132=16=-1, 
5? =122=8, 62=112 = 2, 72 = 10? = 15, 8? = 9 = 13 (mod 17). 


Я 4.1.4 RRAZ E : у? = z+ =+ 1 (mod Т) 的 所 有 点 (x,y). 
М 对 z= 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 分 别 求 出 y. 

т-0, у? =1 (шо47), у=1 6 (mod 7), 

= 02 = 3 (тойт), 无 解 ， 

т =2, у? = 4 (mod 7), у= 2, 5 (mod 7), 

2 =3, у? =3 (шой Т), 无 解 ， 

т-4, у? =6 (той 7) 无 解 ， 

т= 5, 92-5 (шой 7), 无 解 ， 

т-б, 02 = 6 (той 7) 无 解 . 

共有 4 个 点 . 

例 4.1.5 RRAZ E : у? = z3 + z+ 2 (mod 7) 的 所 有 点 . 
М Хіт-0,1,2,3,4,5,6, 分别 求 出 y. 

т=0, у? =2 (mod 7), у= 3, 4 (mod 7), 

z=1, y? = 4 (той 7), у= 2, 5 (mod 7), 

т-?2, у? = 5 (шой 7) 无 解 ， 

т-3, y? = 4 (mod 7), у= 2, 5 (mod 7), 

z=4, у? = 0 (шой 7), у= 0 (mod 7), 

т-5, у = 6 (шой 7) 无 解 ， 

z =6, y? = 0 (той 7), у= 0 (mod 7). 


例 4.1.6 ЖА Я Е: у? = z+ 2z— 1 (mod 7) 的 所 有 点 . 
М 对 z=0, 1 2,3, 4, 5,6, 分别 求 出 y. 

z=0, у? = 6 (той т), 无 解 ， 

т-і1, 02 = 2 (шой 7) у= 3, 4 (mod 7), 

т-2, у? = 4 (той 7), у= 2, 5 (шой 7), 

т-3, у? = 4 (mod 7), у= 2, 5 (mod 7), 
т-4, у? =1 (шой 7), у=1, 6 (mod 7), 
т-5, у? = 1 (шой 7), у=1 6 (mod 7), 
=6, у? = 3 (той т), 无 解 ， 


$] 4.1.7 8248 Е:у =13 — z+ 1 (mod 7) 的 所 有 点 . 
Ш 对 z= 0, 12, 3, 4, 5, 6 ,分 别 求 出 y. 
z=0, 02 = 1 (mod 7), у=1, 6 (mod 7), 
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z=1,2=1(mod7), у=\ 6 (mod 7), 
z=2, у? = 0 (mod 7), у= 0 (mod 7), 
z=3, у? = 4 (mod Т), у=2, 5 (mod 7), 
т-4, у = 5 (той 7), 无 解 ， 

т-5, у? = 2 (шой 7), у= 3, 4 (mod 7), 
z=6, у? = 1 (шой 7), у= 1, 6 (mod 7). 


$] 4.1.8 ЖИАЯ ЕЕ: у? = r? +31 — 1 (mod 7) 的 所 有 点 . 
МШ ОХіт-0,1,2,3,4,5,6, ЗК у. 
т-0, у? = 6 (той Т), 无 解 ， 

т=1, У =3 (той 7) 无 解 ， 

т-?2, у = 6 (той 7) 无 解 ， 

2 =3, у? = 0 (mod 7), у= 0 (mod 7), 

т= 4, 02 = 5 (mod 7)， 无 解 ， 

т= 5, у = 6 (той 7), Ж, 

т =6, у? = 2 (шой 7), у= 3, 4 (mod 7), 

共有 3 个 点 . 

例 4.1.9 求解 同 余 式 т? = 46 (mod 105). 

№ 因为 105=3.5.7, 原 同 余 式 等 价 于 同 余 式 组 


т? = 46 = 1 (mod 3) 
z? = 46 = 1 (mod5) , 
22 = 46 = 4 (шой?) 


分 别 求 出 三 个 同 余 式 的 解 为 
z= 11 = +1 (mod 3), z= z= +1 (той 5), z= z3 = +2 (той 7), 
由 物 不 知 数 例 3.2.1 和 中 国 剩余 定理 3.21 即 得 解 为 


т = bı - 70 + bz · 21 + b3 - 15 (mod 105), 


z=1:70+1:21+2-:15= 121 = 16 (mod 105), 
2=1:70+1:21+ (—2)-15= 61 = 61 (mod 105), 
z=1:70+ (-1)-21+2. 15 = 79 = 79 (mod 105), 
т-1-70-(-1)-21--(-2)-15- 19 = 19 (mod 105), 

ж = (-1).70+1.21+2.15 = —19 = 86 (mod 105), 

ж = (—1) -70+ 1 - 21 + (—2) - 15 = —79 = 26 (mod 105), 

== (—1) - 70+ (—1) -21 +2- 15 = —62 = 44 (mod 105), 
== (—1) - 70 + (—1) - 21 + (—2) - 15 = —121 = 89 (mod 105), 
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例 4.1.10 求解 同 余 式 т? = 1219 (mod 2310). 
解 ПХ 2310=5.6.7. и, 原 同 余 式 等 价 于 同 余 式 组 


22 = 1219 = 4 (mod5) 
z2 = 1219 = 1 (mod 6) 
z? = 1219 = 1 (mod 7) 
а? = 1219 = 9 (mod п) 


分 别 求 出 三 个 同 余 式 的 解 为 
z= z; = +2 (mod 5), “z = z = +1 (mod 6), 
T= 13 = +1 (mod 7), т-т4- +3 (mod 7), 
由 韩信 点 兵 例 3.2.3 和 中 国 剩余 定理 3.2.1 即 得 解 为 
z = b4 - 1386 + bo - 385 + bg - 330 + b4 - 210 (mod 2310), 


- 1386 + 1 - 385 + 1 - 330 + 3 - 210 = 4117 = 1807 (mod 2310), 

- 1386 + 1 - 385 +1. 330 + (—3) - 210 = 2857 = 547 (mod 2310), 

- 1386 + 1 - 385 + (—1) 330+ 3 - 210 = 3457 = 1147 (mod 2310), 

- 1386 + 1 - 385 + (—1) - 330 + (—3) · 210 = 2197 = 2197 (mod 2310), 

- 1386 + (—1) - 385 + 1 - 330 + 3 - 210 = 3347 = 1037 (mod 2310), 

- 1386 + (—1) - 385 + 1 - 330 + (—3) - 210 = 2087 = 2087 (mod 2310), 

- 1386 + (—1) - 385 + (—1) - 330 + 3 - 210 = 2687 = 377 (mod 2310), 

- 1386 + (—1) - 385 + (—1) - 330 + (—3) - 210 = 1427 = 1427 (mod 2310), 
z = (-2). 1386 + 1 - 385 + 1 - 330 + 3 - 210 = —1427 = 883 (mod 2310), 

—2) . 1386 +1. 385 + 1 - 330 + (—3) - 210 = —2687 = 1933 (mod 2310), 
—2) - 1386 +1. 385 + (—1) - 330 + 3 - 210 = —2087 = 223 (mod 2310), 

—2) - 1386 +1. 385 + (—1) - 330 + (—3) - 210 = —3347 = 1273 (mod 2310), 
—2) - 1386 + (—1) - 385 + 1 - 330 + 3 - 210 = —2197 = 113 (mod 2310), 

—2) - 1386 + (—1) - 385 +1. 330 + (—3) - 210 = —3457 = 1163 (mod 2310), 
一 2) - 1386 + (—1) - 385 + (—1) - 330 + 3 - 210 = —2857 = 1763 (mod 2310), 
z = (—2) - 1386 + (—1) - 385 + (—1) - 330 + (—3) - 210 = —4117 = 503 (mod 2310). 


42 ， 模 为 奇 素数 的 平方 剩余 与 平方 非 剩 余 
讨论 模 为 素数 p 的 二 次 同 余 式 
2? =а (шой р), (ар) =1. (4.4) 
首先 考虑 模 р 的 二 次 同 余 式 有 解 的 判别 . 
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定理 4.2.1 ( 欧 拉 判 别 条 件 ) 设 p 是 奇 素数 ， (a,p) = 1, 71 
(1) a бр 的 平方 剩余 的 充分 必要 条 件 是 


а? = 1 (mod p); (4.5) 
(її) a 是 模 p 的 平方 非 剩余 的 充分 必要 条 件 是 
aT =i] (mod p). (4.6) 


并 且 当 a 是 模 p 的 平方 剩余 时 , FIRR (4.4) 恰 有 二 解 . 
证 (1) 因为 2 是 奇 素数 , 所 以 有 表达 式 


##—ш = т (e= 一 а”) + (ағ = 1)= 
zq(a) (22 — a) + (а – 1), 


其 中 q(z) 是 т 的 整 系数 多 项 式 . 
Яга 是 模 p 的 平方 剩余 , 即 


т? = a (mod р) 
有 两 个 解 z, 根据 定理 3.4.5, 余 式 的 系数 被 р 整除 , Ш 
p| а” = q. 
所 以 式 (4.5) 成 立 . 
反 过 来 , 若 式 (4.5) 成 立 , 则 同样 根据 定理 3.4.5, 有 同 余 式 
z2 = a (mod p) 
有 解 , 即 a 是 模 р 平方 剩余 . 
(1) 因为 p 是 奇 素数 , (a,p) = 1, 根据 欧 拉 定理 (定理 2.41), 有 表达 式 
(а + 1) («= = 1) = а?) — 1 = 0 (mod р). 
再 根据 定理 1.4.2, 有 
pla -1 或 р|а +1. 
因此 , 结论 (i) 告诉 我 们 : а 是 模 p 的 平方 非 剩 余 的 充分 必要 条 件 是 
| (mod p). 


ШЕ. 
Я 4.2.1 判断 137 Ж & ЯЖ 227 平方 剩余 . 
解 根据 定理 421, 要 计算 


227-1 
2 


137 = 137113 (mod 227). 
运用 模 重复 平方 法 . 设 m = 227, b = 137. $ а = 1, 113 写成 二 进 制 ， 


113=1+2 +25 + 25. 
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依次 计算 如 下 : 
(1) no =1. 计算 
ao =a-b"° = 137, bı = 0? = 155 (mod m). 
(2) ma = 0. 计算 
а = ао: = 137, №=Ы = 190 (mod m). 
(3) п = 0. 计算 


аз = a) - №? = 137, ba = b2 = 7 (mod m). 
(4) na = 0. 计算 


аз = аз: = 137, b4 = b3 = 49 (mod m). 
a4 = a3 - b}* = 130, Б = 8 - 131 (шой т). 


а5 = ад: 085 = 5, bs =b = 136 (mod m). 


(7) ne =1. 计算 
ав = as - bg? = 226 = —1 (mod m). 


因此 , 137 为 模 227 平方 非 剩 余 . 

推论 设 p 是 奇 素数 , (a1,p) = 1, (az,p) = 1, W 

(1) 如 果 а, ао 都 是 模 p 的 平方 剩余 , 则 ai аз EIR р 的 平方 剩余 . 

(ii) 如 果 ai, аҙ 都 是 模 p 的 平方 非 剩 余 , W a1 аз 是 模 p 的 平方 剩余 . 

Gii) 如 果 aí 是 模 p 的 平方 剩余 , аз 是 模 p 的 平方 非 剩 余 , 则 ai ao 是 模 p 的 平方 非 
剩余 . 

证 因为 

(a1 аз) =a? а, 

所 以 由 定理 4.2.1 即 得 结论 . 证 毕 . 

定理 4.2.2 设 p 是 奇 素数 , 则 模 p 的 简化 剩余 系 中 平方 剩余 与 平方 非 剩 余 的 个 数 各 为 
БАРІ 个 平方 利 余 与 序列 


2 
| 
1292. sy (ыы ) (47) 


中 的 一 个 数 同 余 , 且 仅 与 一 个 数 同 余 . 
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证 由 定理 4.2.1, 平方 剩余 的 个 数 等 于 同 余 式 
т" = 1 (mod p) 
的 解数 . 但 
za —1| 12-11. 
由 定理 3.4.5, 此 同 余 式 的 解数 是 Есі, 故 平方 剩余 的 个 数 是 21, 而 平方 非 剩 余 个 数 是 


再 证 明定 理 的 第 二 部 分 . 
FR (4.7) 中 有 两 个 数 模 р 同 余 , 即 存在 ki Z № 使 得 


kī = k2 (mod р), 
则 
(kı + kə)(ki — k2) = 0 (mod р). 
因此 ， 
рі IÈ р|і-іо. 
但 1< kı, № < (p — 1)/2, М 
25 + <р-1<р, | –- | <p-1 <p. 


从 而 , № = Ко, 矛盾 . 证 毕 . 


43 ” 勒 让 得 符号 
аза ” 勒 让 得 符号 之 运算 性 质 
定理 4.2.1 给 出 了 整数 a 是 否 是 模 奇 素数 р 二 次 剩余 的 判别 法 则 , 但 需要 作 较 复杂 的 运 


算 , 需要 一 种 更 简单 的 判别 法 则 和 计算 方法 . 
定义 4.3.1 设 p 是 素数 . 定义 勒 让 得 (Legendre) 符号 如 下 : 


1， 若 a 是 模 p 的 平方 剩余 ; 
Ө =) _1， 若 a 是 模 p 的 平方 非 剩余 ; (4.8) 
0, ёр | а. 


由 此 , 对 于 (a,p) = 1, 有 


(°) =1 < z2=a(mod p) ЯҒ 
4.9 

ев же т? = a (mod p) 无 解 

г > 
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Я 4.3.1 根据 例 4.1.3, 有 


(Е)-(@-(@)-(@-(@-(®)-(@-(@-» 
()-(@-(@-(@-@-@-(@-@--. 


利用 勒 让 得 符号 , 可 以 将 定理 4.21 叙述 为 : 
定理 4.3.1 ( 欧 拉 判别 法 则 ) 设 卫 是 奇 素数 ,， 则 对 任意 整数 a, 


“А-а 
Ө =a z (mod p). (A.10) 
证 根据 定义 及 定理 4.2.1, 有 
(©) =1 «= а 是 模 平方 剩余 «= a" =1 (mod p) 
和 
(©) =-1 — a 是 模 平方 非 剩余 <> а = -1 (mod р) 
以 及 
в) = ші. 
(1) = «> р|а < аз =0 (mod р) 
所 以 定理 成 立 . 证 毕 . 
例 4.3.2 证 明 2 是 模 17 平方 剩余 ; 3 是 模 17 平方 非 剩余 . 
因为 Ta, НЯ 
22-4, 24-42--1, 28 = (-1)?=1 (шой 17); 
37-9, 3*= 9 = 4, 38 = (—4)2 = -1 (mod 17). 
根据 欧 拉 判 别 法 则 (定理 4.3.1), 可 以 判断 1 和 —1 是 否 为 模 p 平方 剩余 , ШІ 
定理 4.3.2 设 了 是 奇 素数 ， 则 
1 
(1) (9 =; (4.11) 
_1 ый 
ә (=) =. (412) 
证 ”根据 欧 拉 判别 法 则 (定理 4.3.1), 对 于 a = 工时 , 有 az" = 1, 所 以 式 (4.11) 成 立 ;而 
对 于 a= -1 时 , a?" =(—1)”=, 又 因为 p 是 奇数 , 所 以 式 (4.12) 成 立 . 证 毕 . 


进一步 , 可 以 给 出 р 的 表达 式 . 
推论 W p 是 奇 素数 , 那么 


(2) = | 1, Жір-і (mod 4); (ала) 
—1, #íp=3 (шой 4). 


4.3” 勒 让 得 符号 


证 根据 欧 拉 判 别 法 则 (定理 4.3.1), 有 
ка 
С) Z. 
Ж р = 1 (mod 4), 则 存在 正 整 数 上 使 得 p= 和 多 十 1, 从 而 
ті ТР уув 
(№) =e = сова 


Ë р = 3 (mod 4), 则 存在 正 整数 使 得 p= 46 + 3, 从 而 


(F) = ен а. 


例 4.3.3 判断 同 余 式 
2? = —1 (mod 365) 


是 否 有 解 , 有 解 时 , 求 出 其 解数 . 
Ж 365=5.73 不 是 素数 , 原 同 余 式 等 价 于 


т? = -1 (mod 5), 
а? = -1 (mod 73). 


因为 


故 同 余 式 组 有 解 . 原 同 余 式 有 解 , 解数 为 4. 
下 面 给 出 勒 让 得 符号 的 函数 性 质 (周期 性 和 完全 可 乘 性 ). 
定理 4.3.3 设 p 是 奇 素数 ， 则 


(1) (周期 性 ) (=!) - ( 
(й) (完全 可 来 性 ) (=) = 


РРО А 
(iii) 设 (a,p) =1, Л! (©) 1, 
Е (i) 因为 同 余 式 
z2 = a + p (mod p) 


等 价 于 同 余 式 
т? = a (mod p), 


(59-0. 


所 以 


证 毕 . 


(4.14) 


(4.15) 


(4.16) 
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(i) 根据 欧 拉 判别 法 则 (定理 43.1), 有 


е ннн 的 -en 


以 及 
(=) =(a:b) (mod p). 


-em en 
因为 勒 让 得 符号 取 值 +1, H. p 是 奇 素数 , 所 以 有 

SO 
Gii) 由 (ағ) 立即 得 到 . 证 毕 . 
推论 设 p 是 奇 素数 . 如 果 整 数 a, b WE а = b (mod р), № 


4.3.2 ”高 斯 引 理 

对 于 一 个 与 p 互 素 的 整数 a, Gauss 给 出 了 另 一 判别 法 则 , 以 判断 a 是 否 为 模 р 二 次 
剩余 . 

引 理 4.3.1 (Gauss) 设 了 是 奇 素数 . а ЖЖҚ, (а,р)-1. “ЖАҚ 


a-l, а-2, -.., aP 
中 模 p 的 最 小 正 剩余 大 于 了 的 个 数 是 m, 则 
(©) =(—1)". (4.17) 


证 Ba, a АШШа-1,а-2,--, a P= 模 的 小 于 È 的 最 小 正 剩余 ， 
bi, с, ba 是 这 些 整数 模 р 的 大 于 > 的 最 小 正 剩余 , W 


a 党 (252) = Je 


іі ізі 


= ("П По- 6) (mod p). 


іі ісі 
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易 知 , ал, >, а, Dp 一 01，:… P— bm ÆR p 两 两 不 同 余 的 . 否则 , 有 
а-%-р-а-і; 或 а: +а- Е; = 0 (шой р). 
Wifi b + ky = 0 (mod р), 这 不 可 能 , 1 kky < 21 рса 
М (ар) -1,8-1,- РІ, PEOL, РОТ АА а, o, а, рвы 5 P—bm 
是 1… PIS 的 一 个 排列 , 故 
t m 
a (21) o" a Jo- = 0n" (277)! (ау, 
іі ісі 
因此 ， 
ат = (—1)” (mod p). 
再 根据 定理 43.1 Хр 是 奇 素数 , 得 
a 
二 | =(-1)". 
Os 
证 毕 . 


下 面 给 出 2 是 否 为 模 p 平方 剩余 的 判断 , 以 及 将 判断 a 是 否 为 模 p 平方 剩余 转化 为 下 


жы э, 3 [а-К 
数 个 数 的 计算 те = Ў [=] | 
k= [L P 
定理 4.3.4 设 p 是 奇 素数 ， 


o (2) сре. 


== 
(й) 2 (2р) =1, М (©) -(-іуе», JP T(a,p) =Y |=]. 
k=1 


证 因为 
р-1 


ЕК 
ак |5) ер%ть, О<ть<р, Е-і1,--, ә ч 


Wakmi, жн нате = |а 
k=1 


р-і t m 
а; = Т(ар)-р+у a+) b 
іші ігі 


t m m 
= 1(а,р):р+ Уа +) (p-b)+2 bj-m-p 
#1 j=1 pi 


m 


р-і 
Tappi g авта 
= 


(4.18) 


(4.19) 
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因此 ， 


(а-1): = =T (a, p) + т (mod 2). 


#а=2, ЯР о < к< 21, то ЕН < e=] 0, 从 而 T(a,p) = 0, 因而 


m= и (mod 2); 
Жа 为 奇数 , 则 
т = T(a,p) (mod 2). 
故 由 引 理 4.3.1 知 定理 成 立 . 
例 4.3.4 31872, 3 是 否 为 模 17 平方 剩余 . 
№ (1) 根据 定理 4.3.4(i), 有 


因此 , 2 是 模 17 平方 剩余 . 
(2) 根据 定理 4.4.1( 这 )， 


ее [ask 3.6] [3-7] [3-8 
ream- D [i] №] + | аа 
所 以 3 是 模 17 平方 非 剩 余 . 


Я 4.3.5 It p=8k+5 AEZ, N) 2 УЖ р 平方 非 剩 余 . 
证 计算 勒 让 得 符号 


2 2- 
E = (ре (1) L (1U = 1, 


2 为 模 р 平方 非 剩余 . 
例 4.3.6 判断 同 余 式 
z2 = 2 (mod 3599) 
是 否 有 解 , 有 解 时 求 出 其 解数 . 
解 3599 = 59.61 不 是 素数 , 原 同 余 式 等 价 于 
z2=2 (mod 59), 
z2=2 (mod 61). 


因为 


(коме =, 


故 同 余 式 组 无 解 . 原 同 余 式 无 解 . 
进一步 , 可 以 给 出 р 的 表达 式 . 
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推论 设 p 是 奇 素数 , ЖА 
(С) _ | 1， 若 p= 土 ] (mod 8); 
—1, 4 p= +3 (mod 8). 
证 根据 定理 4.3.4 (i), A 
-0% 


# p = +1 (mod 8), 则 存在 正 整 数 使 得 p= 8k + 1, 从 而 


9 ú ЛЕН -(-ауағаы — |. 


Ж р = +3 (mod 8), 则 存在 正 整数 使 得 р = 8k +3, 从 而 


Ө Е. y= Z (—1)2@+з®+1 == 


44 二 次 互 反 律 
设 p, q 是 不 同 的 奇 素数 . 要 求 二 次 同 余 式 
т? = q (mod p) (4.20) 
与 二 次 同 余 式 
z2 = p (mod q) (4.21) 
之 间 的 联系 , 即 g 模 р 平方 剩余 与 p 模 а 平方 剩余 之 间 的 联系 . 下 面 的 定理 (二 次 互 反 律 ) 
给 出 了 明确 的 回答 . ІНІМ, 基于 勒 让 得 符号 的 函数 性 质 、 二 次 互 反 律 以 及 欧 几 里 得 除法 , 可 以 
将 模 数 较 大 的 二 次 剩余 判别 问题 转 为 模 数 较 小 的 二 次 剩余 判别 问题 , 并 最 后 归结 为 较 少 的 几 
个 情况 , 从 而 通过 快速 计算 判断 整数 a 是 否 为 模 р 平方 剩余 . 
定理 441 (二 次 互 反 律 ) Фр q 是 互 素 奇 素数 ， 则 


(9 = (а) ass (% (422) 
Жж 欧 拉 和 勒 让 得 都 曾经 提出 过 二 次 互 反 律 的 猜想 . 但 第 一 个 严格 的 证 明 是 由 高 斯 在 
1796 年 做 出 的 , 随后 他 又 发 现 了 另外 7 个 不 同 的 证 明 . 在 《算数 研究 》 一 书 和 相关 论文 中 , 高 
斯 将 其 称 为 “基石 ”. 私下 里 高 斯 把 二 次 互 反 律 誉 为 算术 理论 中 的 宝石 , 是 一 个 黄金 定律 . 
高 斯 之 后 雅 可 比 、 柯 西 、 刘 维尔 、 克 罗 内 克 、 弗 洛 贝 尼 乌 斯 等 也 相继 给 出 了 新 的 证 明 . 至 
S, 二 次 互 反 律 已 有 超过 两 百 个 不 同 的 证 明 . 


证 要 证 明 A 
00-0 


因为 (2,pg) = 1, 根据 定理 4.3.4, 有 


(2) = (re, (2) = Creo, 
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ЖР Тар) э! reo БЕДЕ 


-1 -1 

TD) +TP) = 

考察 长 为 宽 为 的 长 方形 内 的 整 点 个 数 , 如 图 4.1 所 示 . 
1 


В 
б) 


ою 


БІНЕ 


5 4 
o (0,0) (51) 


IO 


- 


图 4.1 定理 4.4.1 证 明 


在 垂直 直线 ST 上 , 整 点 个 数 为 Ë 中 因此 , 下 三 角形 内 的 整 点 个 数 为 T(q,p); 


-14-і1 
Т(ғ.р) + T (p,q) = F 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 证 毕 . 
例 4.4.1 НЕХ, т? = 137 (mod 227) 是 否 有 解 . 
解 因为 227 是 素数 , 根据 定理 4.3.3, 


(жт) = (ат) = (z) C) = (zz) (а) 


由 定理 4.3.4 (1), 有 


(5) {== cae i 


又 由 定理 441 REM 4.3.4 (1), 有 
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137 
(=) = 
同 余 式 z2 = 137 (mod 227) 无 解 . 
$] 4.4.2 设 素 数 p = 2000000000 000 000 000 000 000 029967 = 2100 ~ 10%, ç = 41. $] 
断 同 余 式 х? = q (mod p) 是 否 有 解 . 
解 因为 m q 是 素数 , 根据 定理 441 及 定理 4.3.3 (ii), 有 


O- (8) (а) 
(=) ü (а) 日 = ОР 1, 


所 以 人 = 1, МАХ 22 = q (mod p) 有 解 . 


例 4.4.3 ЖЖ p = 2000000000000000000000000029967, д = 71. 判断 同 余 式 
z2 = q (mod p) AFEA №. 
Ж 因为 m 4 是 素数 , 根据 定理 441 及 定理 4.3.3 (11), 有 


四 -cms 全 -的 -人 的) 
Da G-H- 


所 以 (z) = —1, FJR т? = q (mod р) 无 解 . 

例 4.4.4 设 素数 p = 20000000000000000 000 000 000 037 023 = 2103 ~ 1031, 4-41. 
判断 同 余 式 т? = q (mod р) 是 否 有 解 . 

解 ” 因 为 p, q 是 素数 , 根据 定理 441 及 定理 4.3.3 (ii), 有 


@-=”=@-@-@. 
ORORO ет 


所 以 (2) =1, А 12 = q (mod р) 有 解 . 

| 4.4.5 设 素数 р = 20000000000000000000000000037023, а = 71. 判断 同 余 式 
22 = q (mod p) 是 否 有 解 . 

№ 因为 p, q 是 素数 , 根据 定理 441 及 定理 4.3.3 (11), 有 


(ео (0) со (я) со (я) (п). 


因此 ， 


而 


Ж 
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G-a 


OEL чы б = Сосо = 


=1, 


所 以 (9 = -1 ВАХ 22 = q (mod р) ЖЖ. 


Я 4.4.6 设 素数 也 = 2192 — 264—1, 4-79. 判断 同 余 式 т? = q (mod p) 是 否 有 解 . 


№ 因为 p, а 是 素数 , 根据 定理 4.4.1 及 定理 4.3.3 (п), 有 


@-===(@-=@. 
(E)-casese (8) (в) е ( 


х 


所 以 (2) =1, FIRR 22 = q (mod p) 有 解 . 


D-H- 


BJ 4.4.7 ЖЖ р = 219 一 264 一 1]，g 二 31. 判断 同 余 式 т? = 


# 因为 m 4 是 素数 , 根据 定理 441 及 定理 4.3.3 (ii), 有 


(ре (5) ео ¿u u 


所 以 (z) =-1, ЯЖА z2 = q (mod р) 无 解 . 


1 4.4.8 ЖЖЖ р = 21922641, д= 31. + ak=ki+k+1, ДТ k=0,1,::: 


ak Жр) 


q (mod p) 是 否 有 解 . 


ЕДЕ ДЕЕ ДЕ 
p p p p p 
0 1 10 一 1 20 £ 30 一 1 40 t 
1 1 11 š 21 一 1 31 1 41 1 
2 —1 12 1 22 1 32 一 1 42 1 
8 —1 13 1 23 1 33 1 43 —1 
4 —1 14 一 1 24 一 1 34 £ 44 1 
5 —1 15 1 25 1 35 1 45 —1 
6 —1 16 1 26 Ж 36 £ 46 —1 
Ж 1 17 $ 27 —1 37 £ 47 —1 
8 4 18 —1 28 —1 38 1 48 1 
9 —1 19 —1 29 1 39 1 49 1 


共有 30 个 模 р 平方 剩余 , 20 个 模 p 平方 非 剩余 


,99， 
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Я 4.4.9 ХЖЖр= 2192—2641, 0—31. 令 ak = kš+2k+3, 则 对 于 有 二 0,1,:… ,99， 
ak 模 p 的 平方 剩余 判别 为 


СО, 


> 


о | о | ч | о | и | ьо јын је 
= 
- 
с 
| 
= 
ы 
ж 
| 
= 


—1 14 1 24 1 34 1 44 1 
т 45 | -1 

1 16 Я 26| -і 36 š 46 1 
-1 ЗИ |= 27 1 37 1 | =1 
1 18| -1 28 1 38 1 48 | -1 
-і 19 1 29 1 39 1 49| -1 


共有 27 个 模 р 平方 剩余 , 23 个 模 p 平方 非 剩 余 . 

例 4.4.10 ЖЖЖ р= 2192 — 2644254241, д= 79. 判断 同 余 式 z2 = q (mod p) 是 
否 有 解 . 

Ж MB p, q 是 素数 , 根据 定理 4.4.1 及 定理 4.3.3 (ii), 有 


(уе (P) = (в) = (3) (5). 


ет б) ео) 


所 以 (ә = 1, 同 余 式 т? = q (mod р) 有 解 . 

例 4.4.11 ЖЖЖ р = 2192 — 264 十 25 十 24 一 1，g 二 31. 判断 同 余 式 =? = q (mod p) 是 
否 有 解 . 

解 ” 因 为 p, q 是 素数 , 根据 定理 441 及 定理 4.3.3 (ii), 有 


-oo 


所 以 (2) = —1, FIRA т? = q (mod р) 无 解 . 
01 4.4.12 证 明 : 形 为 4k 十 1 的 素数 有 无 穷 多 个 . 
证 反 证 法 . 如 果 形 为 多 十 1 的 素数 只 有 有 限 多 个 , 设 这 些 素数 为 pj，… ,ps. 考虑 
整数 
P=(2p1…ps) +1. 
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因为 Р № 4k+ 1, 已 > pi,i=1,… ‚з, МАР МЕЖ, 其 素 因 数 р 为 奇数 . 因为 -1 为 模 


р TIRA, M оня 
аяа = 


所 以 —1 为 模 р 平方 剩余 ,根据 定理 432 之 推论 , ра 4k + 1 的 素数 .但 显然 有 
р#р„, іс-і1,--,ө. 矛盾 . 证 毕 . 
例 4.4.13 ЖИТ р, TA 3 为 其 二 次 剩余 . 
ы 即 要 求 所 有 奇 素数 p, 使 得 
(5 = 1 
p 


DAN, р 是 > 3 的 奇 素数 . 根据 二 次 互 反 律 ， 


ет. 


因为 
ва _ 1, МрЕт (mod 4) 
Е —1, М p= -1 (шой 4) 
以 及 
)- Я М р=1 (той 6); 


(z) =-1, Мр=-1 (шой 6), 
所 有 (È) = 1 的 充分 必要 条 件 是 
p 

p=1 (mod 4) 或 р=-1 (mod 4) 

p=1 (mod 6) р=-1 (mod 6) | 
这 分 别 等 价 于 

p=1(mod12) 或 р=-1 (шой 12). 

因此 , 3 是 模 р 二 次 剩余 的 充分 必要 条 件 是 


p = +1 (mod 12). 


BI 4.444 it p REK, d 是 整数 . 如 果 (5) =-1, Мр 一 定 不 能 表示 为 22 一 dy? 
的 形式 . 
证 ШЖ р 有 表达 式 p = =? — 4у?, МН р 是 素数 , 可 得 到 (z,p) = (yp) = 1. 事实 上 ， 
# (z,p) 关 1 W 
p|z, р|а? -р= Ф. 
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但 (d,p)=1, ЙТ p | у?, М p | у. 这 样 


riz P ye 


从 而 
р? |а? — d = p. 
这 不 可 能 . 因此 ， 
-OG 
这 与 题 设 矛 盾 . 证 毕 . 


4.5” 雅 可 比 符号 


在 勒 让 得 符号 的 计算 中 , 要 求 模 р 为 素数 . 此 外 , 在 二 次 互 反 律 的 应 用 中 , ШЖК а = q 
ARM. 这 些 都 是 很 强 的 条 件 , 因此 , 希望 这 些 条 件 可 以 弱化 , 只 要 求 模 m 为 奇 整数 , a 为 任 
定义 4.5.1 Ж m = pi -pr 是 奇 素数 pi 的 乘积 . 对 任意 整数 а, 定义 雅 可 比 (Jacobi) 


符号 为 
a a a 
(9-(9- a i e 
雅 可 比 符 号 形式 上 是 勒 让 得 符号 的 推广 , 但 所 蕴涵 的 意 不 同 . 与 式 (4.10) 作 比 较 ， 
对 于 (ат) = 1, 有 


= 2 = 有 解 
ü 1 | = Й : а (шой i 1 (4.24) 
-)--і = а =a (mod p) 无 解 


m 


雅 可 比 符号 为 —1, 可 判断 a 是 模 т 平方 非 剩余 ; 但 雅 可 比 符号 为 1, 却 不 能 判断 a 是 
模 m 平方 剩余 . 例如 , 3 是 模 119 平方 非 剩余 , 但 


(тв) (9 (5) = (060 =1. 
定理 4.5.1 设 m 是 正 奇 数 ， 则 
o (ату. (4), 
ООО) 
(їй) Я (a,m) = 1, 7! (= =1. 


证 设 m=p1…pr ,其 中 pi 为 奇 素数 . 根据 雅 可 比 符号 的 定义 以 及 定理 4.3.3, 得 


к 422. 
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0-09-09) 
{ДЕЕ 
+ ы r. 
- (8) (2). 


ШЕ. 
ЗЇ 4.5.1 АЯт-рі-р, 是 奇数 ， 则 


т-1 р-і р. 1 Š 
== ++ > (mod 2); 


m2—1 рі-1 р-і 
ов ++ В (mod 2). 
证 因为 有 表达 式 
_ pi—1 =i _ А р 1 г р. 1 A 
m=(1+2 = = ) (1+2 ЕШ )=1+2 (=F + + ) (mod 4); 
wa 2 _ =: 一 
п (148A) i ЕТ) s148 (ША... ан) (mod 16). 


所 以 引 理 成 立 . 证 毕 . 
定理 4.5.2 设 m 是 奇数 ， 则 


GD (=) = Cs 


证 因为 m= ppr 是 奇数 , 其 中 p 是 奇 素数 . 根据 雅 可 比 符号 的 定义 和 定理 4.3.2 
之 推论 以 及 引 理 4.5.1, 得 
ne. 
аа 1. 
pi pr 


(i) 
国 - 国 - 乓 -ore-oom 


(зі) 
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再 根据 雅 可 比 符号 的 定义 和 定理 4.3.4 以 及 引 理 4.5.1, 得 


(ін) 
21) (2y...(2)- рун (реа 
е өзе, 
定理 4.5.3 设 m,n 都 是 奇数 ， 则 


人 
证 ИтЕр.--рь, ПЕФ-- 45. WR (m,n) > 1, 则 根据 雅 可 比 符 号 的 定义 和 勒 让 得 
符号 的 定义 , 得 u > 
(= 


结论 成 立 . 因此 , 可 设 (m,n) = 1. 根据 雅 可 比 符号 的 定义 和 定理 4.4.1, 得 


т 


IORNGOIUORINGIORS е^ 


ігі j= 


再 根据 引 理 4.5.1, 得 


“ы-і 4-1 pi-ley-l 
i 7 = 7 
>> 2 2 = >; 2 L 2 


ELFI ігі ігі 


因此 , 定理 成 立 . 证 毕 . 
例 4.5.1 ААЖ, 
z2 = 286 (mod 563) 
REAM. 
ЖШ 不 用 考虑 563 是 否 为 素数 , 直接 计算 雅 可 比 符号 . 因为 


(ша) = (а) (а) -CC (тш) = (та) = (та) = 


所 以 原 同 余 式 无 解 . 
BI 4.5.2 判断 同 余 式 т? = 17 (mod т) 是 否 有 解 . 这 里 ， 


m = p : q = 40000000 000 000 000 000 000 000 673 386 000 000 000 000 000 000 001 109 468 241, 


p = 2 000 000 000 000 000 000 000 000 029 967, q = 20 000 000 000 000 000 000 000 000 037 023. 
Ж 不 用 考虑 m 是 否 为 素数 , 直接 计算 雅 可 比 符号 . 因为 


(п) а) (9) 8) 6). 
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所 以 (4) --1 原 同 余 式 无 解 
例 4.5.3 判断 同 余 式 т? = 59 (mod т) 是 否 有 解 . 这 里 ， 
m = р · q = 40000000 000 000 000 000 000 000 673 386 000 000 000 000 000 000 001 109 468 241, 


p = 2 000 000 000 000 000 000 000 000 029 967, 4 = 20 000 000 000 000 000 000 000 000037 023. 
解 不 用 考虑 m 是 否 为 素数 , 直接 计算 雅 可 比 符号 . 因为 


ORRON (5) ере 
59 
т 


所 以 (中 -- 原 同 余 式 无 解 . 
B 4.5.4 求 出 同 余 式 


y? = z +z + 1 (mod 17) 
的 所 有 解 及 解数 . 
№ 令 ](х)=:%+х+1. 根据 例 4.1.3, 有 
J 0)=1, y=1,y=16 f(1)=3, Ef; 
Јо) = 11， Ef; f(3) = 14， 无 解 ; 
14) =, y=1,y=16; f(5)=12， Ж; 
16) =2, y=6,y=11; f(7)=11， Ж; 


f(8) = 11， ЖШ; f(9)=8, y=5, у= 12; 
f(10)=8, y=5,y=12; Д1)-0, у=0; 

(12) = 7， Ж; f(13)=1, y=1, y= 16; 
f(14) = 5， Ж; f(15)=8, y=5, у= 19; 


f(16)= -1, у=4, у=13 (шой 17). 
因此 , 原 同 余 式 的 解 为 
(0,1), (0,16), (4,1), (4,16), (6,6), (6,11), (9,5), (9,12), (10,5), 
(10,12), (11,0), (13,1), (13,16), (15,5), (15,12), (16,4), (16,13). 
4.6 FHIR 


461 模 了 平方 根 


W p 是 形 为 4k + 3 的 素数 . 讨论 此 情形 的 模 p 平方 根 . 
定理 4.6.1 设 p 是 形 为 多 十 3 的 素数 . 如 果 同 余 式 


z2 = a (mod p) 
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жй, 则 其 解 是 
r= +a” (mod р). (A.25) 


Ж 因为 了 是 形 为 4 十 3 的 素数 , 所 以 存在 奇数 q 使 得 p— 1 = 2q. 现在 同 余 式 


т? = a (mod p) 
有 解 , 则 有 
a” =1 (mod p) 


或 者 
aq = 1 (mod p). 


两 端 同 时 乘 以 a, 得 到 š 
(ағ) = а! = a (шой р). 


因此 , 同 余 式 的 解 为 式 (4.25). 证 毕 . 
| 4.6.1 设 素数 p = 2000000000000000000000000029967, а = 41. 求解 同 余 式 
z2 = a (mod p). 
# N 因为 p 是 形 为 多 十 3 的 素数 , 根据 定理 4.61 № 4.4.2, 知 原 同 余 式 有 解 , 且 解 为 


z = а" = +1 539 250 749 819 107 362 858 845 139 474 (mod р). 


$] 4.6.2 设 素数 р = 20000000000000 000 000 000 000 037 023 = 2103 ~ 1091, д = 41. 
判断 同 余 式 2? = q (mod р) 是 否 有 解 . 
Ж 因为 p 是 形 为 4 十 3 的 素数 , 根据 定理 4.61 及 例 4.4.4, 知 原 同 余 式 有 解 , НИЖ 


z = Жа? = +3 406 794 145708 458 557 038951 337364 (mod p). 


例 4.6.3 ЖЖЖ р = 2192 一 264 _1, 4-79. 判断 同 余 式 т? = q (mod p) 是 否 有 解 . 
ЖЕ 因为 了 是 形 为 Ak + 3 的 素数 , 根据 定理 4.6.1 及 例 4.4.6, 知 原 同 余 式 有 解 , 且 解 为 


z = Жат" = +3441 509450523 406 068 648 946 248 998 374 727265234 715 111 696917 117 (mod р). 


例 4.6.4 ЖЖ р = 2192 — 264 4251241, 4-79. 判断 同 余 式 т? = q (mod р) 是 
否 有 解 . 
ы ”因为 p 是 形 为 Ak+3 的 素数 , 根据 定理 4.6.1 及 例 4.4.10, 知 原 同 余 式 有 解 , 且 解 为 


z = Жа" = +714966 419 491317 688 312388 325 572 327 012 170027 743 594 638 939 954 (mod p). 


结合 定理 3.2.3, 得 到 
定理 4.6.2 Жр, q 是 形 为 4k + 3 的 不 同 素数 . 如 果 整 数 a 满足 


@-®-. 


т? = a (mod p. q) (A.26) 


则 同 余 式 
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яй 


atı 


z= (а (mod p))-s-q+(a + 
其 中 s 184 s.q+t-p=1. 
解 因为 同 余 式 (4.26) 等 价 于 同 余 式 组 


| т? =а (mod р) 


(mod q))-t-p (шойр-4), (4.27) 


z2=a (mod q) у 


而 同 余 式 т? = а (mod р) 的 解 为 

т = bi = +а (mod p), 
同 余 式 =? = а (mod q) 的 解 为 

z = bə = +а (mod q), 


根据 定理 3.2.3( 中 国 剩余 定理 ), 原 同 余 式 的 解 为 式 (4.28). 证 毕 . 
例 4.6.5 REAA 12 = 41 (шой m), 这 里 ， 


m = p : q = 40000 000 000 000 000 000 000 000 673 386 000 000 000 000 000 000 001 109 468 241, 
p = 2000000 000 000 000 000 000 000 029967, q = 20 000 000 000 000 000 000 000 000 037 023. 
解 ”因为 同 余 式 等 价 于 同 余 式 组 
т? =41 (mod p) 
т? =41 (mod 4) | 
由 例 4.6.1, 同 余 式 т? = 41 (mod р) 的 解 为 
z =b = +418 (mod p), 
而 由 例 4.6.2, 同 余 式 z2 = 41 (mod q) 的 解 为 
z = bx = +419 (mod q), 
根据 定理 4.6.2, 原 同 余 式 的 解 为 
24-2 32 193 618 624 495 683 510 658 350 350 358 623 910 880 892 989 312 244 092 077 738 (mod m). 
т, --- 10411925813 362 000 893 524 776 944 370 629 675 259 359 495 491 351 853 561 501 (mod m). 


т. += 29588 074 186 637 999 106 475 223 729 015 370 324 740 640 504 508 649 255 906 740 (mod m). 
z += 7806 381 375 504 316 489 341 650 323 027 376 089 119 107 010687 757 017390503 (mod т). 


Я 4.6.6 求解 同 余 式 =? = 79 (шой т), 这里， 


т.-р-4 = 39402006 196 394 479 212 279 040 100 143 613 804 848 155 091 990 814 277 389 \ \ 
898 114056 133 270 927 457 237 917 458 720 409 323 647 616 188 447 457 233 


р = 2192 — 264 —1, 4=2192 — 264 十 25 十 24 —1. 


46 FHR 149 


E ”因为 同 余 式 等 价 于 同 余 式 组 


| z2=79 (mod p) 
z2=79 (modq) ` 
ІН 4.6.1, FIRI т? = 79 (mod p) 的 解 为 

z = bi = +79° (mod p), 
而 由 例 4.6.2, FIR z2 = 79 (mod q) 的 解 为 

z= by = +79 (mod q), 


根据 定理 4.6.2, 原 同 余 式 的 解 为 


т++ = 35654188634097095597557360591060212519607315532939677663455455 \ 
391 814 330 450 309 366 771 353 307 780 624 206 492557 200223 624044 (mod m) 
шъ = 39124685 690 152 141 858 578 435 772 213 652 342 275 697 555 521 452 616 532 360 N 


937 951 191 083 476 382 054 741 614 245 077 810604 204 779 704913862 (mod т) 
ш = 27732050624 233 735 370 060 432 792 996 146 257 245 753 646 936 166 085 753 717 \ N 

6104942 187451 075 183 175 844 475 331 513 043 411 408 742 543371 (mod т) 
т = 37478175 622 973 836 147 216 795 090 834 012 852 408 395 590 511 366 139 344 427 \ \ 

22241 802 820 618 090 466 564 150 939 785 117 155 058 988 223 833 189 (mod т) 


4.6.2 Яр 平方根 
设 p 为 奇 素数 . 对 任意 给 定 的 整数 а, 应 用 高 斯 二 次 互 反 律 (定理 4.4.1) 可 以 快速 地 判 
Wi a 是 否 为 模 p 平方 剩余 , 即 二 次 同 余 式 
т? = a (mod р) 
是 否 有 解 , 也 就 是 说 解 的 存在 性 . 
现在 在 有 解 的 情况 下 , BD a 满足 
а? 三 (z) = 1 (mod p) 


的 情况 下 , 考虑 二 次 同 余 式 的 具体 求解 . 
定理 4.6.3 设 p 是 奇 素数 , р-1= 2..8, t> 1, 其 中 s 是 奇 整 数 . 设 n 是 模 p 平 方 非 
剩余 , b:= n° (mod p), 如 果 同 余 式 
z2 = a (mod p) (A.28) 


ARR, а 112, 满足 同 余 式 


9-6-1 


= 1 (mod р), | E S TTEN a (4.29) 
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这 里 , т; 1 = а (mod p), 


1-6-1 = тальк", 其 中 从 -1 = | ек асау” са ине 
1, Жан, =-1 (шой р). 
(4.30) 
特别 , zo 是 同 余 式 (4.28) 的 解 . 
证 对 大 作 数学 归纳 法 . 
k=0 时 , Жата? WER (4.29). 事实 上 ， 


(ub = (a (2) = (as)? а = 1 (mod p). 


假设 对 于 一 1 结论 成 立 , Шаза уі = a 102, МАЕ (4.29), 即 有 


о0-(Е-1)-1 


= у“ = 1 (mod р). 

对 于 k, 分 以 下 两 种 情形 讨论 : 

(1) (22 p)” = 1 (mod p). 这 时 , л-1 = 0, zt-k-1 = ze- 满足 式 (4.29). 
实 上 ， 


2-®*-1 12 ү? к? 


(a 42,1) =(0 k = 1 (mod p). 


(ii) (аза? p)" = —1 (mod p). 这 时 , jk-1 = 1, zo-kp-1 = з кВ ”满足 式 (4.29). 
事实 上 ， 
t-k-1 rar 2 t-k-1 кеё 
C = (= (а-а? )) = (а-а) ‘b> = 1 (mod р). 
根据 数学 归纳 法 , 结论 对 于 Е,0<8<14-1/МЖ07. 定理 成 立 . 证 毕 . 
同 余 式 (4.28) 的 具体 求解 过 程 如 下 : 
对 于 奇 素数 p , 将 p 一 1 5 р-1=2'.3, #21, ЖЧ s 是 奇数 . 任意 选取 一 个 模 
p ЗЕЙ п, MEN n 使 得 (z) =- EA bn (mod p), Ж 


Е b2 = 1 (mod p), 


EI b ERR p 的 2° 次 单位 根 , 但 非 模 р 的 2-1 次 单位 根 . 
(1) 计算 
шала (mod p). 
A atr? 满足 同 余 式 (4.29), ШІ 
У =1 (mod p), 


Шаға? a ERR p 的 2t-1 次 单位 根 . 事实 上 ， 


(2—22 | 人 (2) 1 (тоа р). 
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(її) ШЖ t=1, MJ z = z, i= zo = а (mod р) 满足 同 余 式 
z2 = a (mod p). 
ШЖ t> 2, 就 要 寻找 整数 z. о IE atr? o 满足 同 余 式 (4.29), ШІ 
10° = 1 (mod p), 
Ш азай, 是 模 p 的 2-2 次 单位 根 . 
(a) 如 果 


- gea 
(aaa) =1 (mod p), 


S јо := 0, zt-a = zi—1 = 24-16 (mod p), 则 rt- 即 为 所 求 . 
(b) 如 果 
(atap a)” = —1= (072) * (mod p), 
% jo := 1, хо = z,—1b = 2,160 (mod р), W) ,-ә 即 为 所 求 . 
如 此 下 去 ， 
假设 找到 整数 cer W ata? p 满足 同 余 式 (4.29), ШІ 


27 =1 (mod р), 
Шатза?, 是 模 p 的 27-6 次 单位 根 . 
(a!r? k 2 一 =1 (mod p). 


(k +1) WIR t = k, I) £= т‹—ь (mod р) 满足 同 余 式 
2? = a (mod р). 


如 果 t 上 > 大 十 1 就 要 寻找 整数 cer- а, 满足 同 余 式 (4.29), ШІ 
КТ! =1 (шой р), 
Шаза?, | Ж р 的 2t-k-1 次 单位 根 . 
(a) 如 果 


(а7122 ”三 1 (mod p), 


$ je-1 = 0, ек1 = 06 = Te pbir (mod p), № z, ,-1 即 为 所 求 . 
(b) 如 果 


9:-к- 


Е 1 
(а 142, = == (>=) (mod р), 


令 јаса = ака = ть кБ" 一 zk (mod р), W а-а-а 即 为 所 求 . 


152 第 4 章 二 次 同 余 式 与 平方 剩余 


特别 地 , 对 于 大 =t 一 1 有 


E 三 


= Фу Dit-22 7? 


= даа e[a2t "2 

а +1 2-41-27 (mod p). 
满足 同 余 式 

22 = a (mod p). 


例 4.6.7 求解 同 余 式 
т? = 186 (mod 401). 


М 因为 a=186=2.3.31, 计算 勒 让 得 符号 


(aeea (д)-ы®=(Ф-(@@-= 
OTORO ROO REA 


т 186 2 3 Ші 
(ж) Ё (а) (>) (жт) Ее {у= x 
故 原 同 余 式 有 解 . 


对 于 奇 素数 p= 401 , р-1 写成 形式 p 一 1 = 400 = 24.25, 其 中 t+=4 в = 25 是 奇数 . 

(1) 任意 选取 一 个 模 401 FHERR п = 3, 即 整数 n = 3 使 得 (52) --і 再 令 
b := 325 = 268 (mod 401). 

(й) 计算 


za := 1862 = 103 (mod 401) 
以 及 a~! = 235 (mod 401) 
Gii) 因为 
2 
(а-1 2)? = 984 = —1 (mod 401), 
% jo :=1 12 := 1357 = 103-268 = 336 (mod 401). 
(iv) 因为 


(а-122)? = (1)? = 1 (mod 401), 


4 jı 1= 0, zi := 1257? = 336 (шой 401). 
(У) 因为 


аа? = —1 (mod 401), 


4 ју = 1, то := т16022° = 336 - 268* = 304 (mod 401), 则 т = zo = 304 (mod р) 满足 同 余 式 


т? = 186 (mod 401). 
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例 4.6.8 求解 同 余 式 
z2 = 103 (mod 1601). 


Ж XF a= 103, 计算 勒 让 得 符号 (这 里 注意 到 1601 = 15 103 + 56). 
(ша) = ағ (б) (ш) (=) (а) (тоз). 
继续 计算 勒 让 得 符号 (这 里 注意 到 103 = 15 - 7 + (—2)), 


(ауған 
(а) еее (P) о (5) =є (т) (8) cacans -ь 


И 103 2 T 
C3 = (=) (жа) S 
故 原 同 余 式 有 解 . 


对 于 奇 素数 p = 1601 , 将 p— 1 写成 形式 p 一 1 = 1600 = 28.25, г = 4, s= 25 JE: 
奇数 . 

(1) 任意 选取 一 个 模 1601 平方 非 剩余 п = 3, 即 整数 n = 3 使 得 (тет) = -1 再 令 
b := 325 = 828 (mod р). 

Gi) 计算 


zs :=a = 595 (mod p) 


以 及 ат! = 886 (mod р). 

(11) 因为 | 
(а-112)” = 981 = —1 (mod 401), 
% јо := 1, тә := zablo = 108-268 = 336 (mod 401). 

(iv) 因为 
(a 1z2)2 = (—1)? = 1 (mod 401), 
$ ji := 0, t := 1267? = 336 (mod 401). 

(v) 因为 


а-а? = —1 (mod 401), 


$ р:=1, zo := 116727” = 336 - 268% = 304 (mod 401), 则 z = zo = 304 (mod р) 满足 同 余 式 


= 186 (mod 401). 


#1 4.6.9 求解 同 余 式 
z2 = 41 (mod 401). 
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解 首先 计算 勒 让 得 符号 . 


图 -os 一 全 -图 - 国 -of 


故 原 同 余 式 有 解 . 
其 次 具体 求解 . 
Хір-401,8Ір-1-400-24.25, 其 中 上 =4 в = 25 是 奇数 . 
(i) 任 选 一 个 模 401 平方 非 剩余 n = 3, Ш n =з 使 得 (=) е 
РФ b := 325 = 268 (mod 401). 
(H) 计算 zs := =4 = = 338 (mod 401) 以 及 а-1 = 313 (mod 401). 
(ін) 因为 (a-123)” = (—1)! = 1 (mod 401), 
% jo := 0, zə := 235 = 338 (mod 401), 
(iv) 因为 (a 1z2)2 = (—1)2 = 1 (mod 401), 
令 л:=0, ті:- zəbi2 = 338 (mod 401). 
(v) 因为 1z2 = —1 (mod 401), 
4 р:=1 zo := 215?" = 338. 2681 = 344 (mod 401), 
则 z = +zo = 344 (mod р) 满足 同 余 式 


т? = 41 (mod 401). 


$] 4.6.10 求解 同 余 式 
= 43 (mod 401). 


解 首先 计算 勒 让 得 符号 . 


@)-с°==(@-(@-@ @. 


因为 
($) -c =, 
@)-с*=(@--@--= 
所 以 (@)=— 1): (1) = 故 原 同 余 式 有 解 . 


其 次 具体 求解. 
Хір-401,р-1-700-24-25, 其 中 t+=4 в = 25 是 奇数 . 
(i) 任 选 一 个 模 401 平方 非 剩余 n = 3, 即 n 一 3 使 得 ( т) 2а, 
再 令 b:= 325 = 268 үе ай). 
Gi) 计算 тз := 432 = 263 (mod 401) 以 及 а-! = 28 (mod 401). 
Gii) 因为 (a lz; ш” = = 3034 = —1 (mod 401), 
% jo := 1, za := 135? = 263 - 268 = 309 (mod 401). 
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(iv) 因为 (а-а)! = 1? = 1 (mod 401), 
< jı := 0, ті:- zəbi2 = 309 (шой 401). 
(v) 因为 a 1z2 = 1 (mod 401), 
$ јо := 0, zo := 2167" = 309 (mod 401), 
则 z = о = 309 (mod р) 满足 同 余 式 


т? = 43 (mod 401). 
ËJ 4.6.11 假设 p= 8+5 为 素数 . 如 果 a 为 模 p 平方 非 剩余 , MAAR 
z2 = —1 (mod p) 


的 解 为 > = чат" (modp). 


证 因为 勒 让 得 符号 
ті ТРЕЕ _1)4k+2 
(= оне, 
所 以 原 同 余 式 有 解 


又 因为 a УЖ p 平方 非 剩余 , 即 有 a” = —1 (mod р), 从 而 
(ат =a = —1 (mod р), 
故 结论 成 立 . 证 毕 . 
4.6.3 Ë m 平方 根 
本 节 讨论 模 т 为 合 数 的 二 次 同 余 式 
2? =а (mod т), (a,m) = 1. (4.31) 


有 解 的 条 件 及 解 的 个 数 . 
当 т = 26... рак 时 , 同 余 式 等 价 于 同 余 式 组 


z2=a (mod 25), 


z2=a (mod р"), 


(A.32) 
z2=a (mod pR*). 
因此 , НЕ аў ЗЕ ра 的 二 次 同 余 式 
т? = а (той р"), (а,р)-1,а>0 (4.33) 


有 解 的 条 件 及 解 的 个 数 . 
定理 4.6.4 设 p 是 奇 素数 . MAAR (4.33) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 a 为 模 p 平方 剩 
Ф, HAR, A (4.33) 的 解数 是 2. 
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证 RARR (4.33) 有 解 , 即 存在 整数 т = ті (mod p°) 使 得 
21 =а (mod p°), 
则 有 
тї = a (mod р). 
这 就 是 说 , а 为 模 р УЛ. 因此 必要 性 成 立 . 
反 过 来 , 设 а 为 模 p 平方 剩余 , 那么 存在 整数 т = ті (mod р) 使 得 
21 = a (mod р). 
% Да) ==? — a, I 
Р(х) = 22, (РҒ(аі),р)- (221,p) = 1. 
根据 定理 3.3.2, 从 同 余 式 
т? = a (mod p) 
的 解 z = ті (mod p), 可 递归 地 推出 唯一 的 
z = za (mod р"), 
使 得 
22 = a (mod р"). 
因为 z2 = a (mod р) 只 有 两 个 解 , 所 以 


т? = a (mod p°) 


的 解数 为 2 . 证 毕 . 
推论 Wp 是 奇 素数 , 则 对 于 任意 的 整数 a, 同 余 式 (4.33) 的 解数 是 


证 分 三 种 情形 讨论 . 当 Ө =0 时 , z? = a = 0 (mod р) 有 唯一 解 z = 0 (mod р), 所 
以 解数 T=1=1+ (2). 
以 解数 T= 1 1+ (=) 
ш (2)=1 时 = 一 般 所 以 解 = а 
"4 (E) = 1 M, a? = a (mod p) 有 二 解 ,所 以 解数 2 1+ (=). 


а 


м (5) = -1 н, a? = a (moa p) 无 解 ,所 以 解数 了 =0=1+ (2). 


再 讨论 同 余 式 
z? =a (mod 2%), (а,2)-1,а>0 (4.34) 


有 解 的 条 件 及 解 的 个 数 . 
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定理 4.6.5 Жа>1і 则 同 余 式 (4.34) 有 解 的 必要 条 件 是 

(1) 3 a =2 BF, а= 1 (mod 4); 

(ii) 3 а>3 i}, a = 1 (mod 8). 

若 上 述 条 件 成 立 , 则 式 (4.34) НИ. 进一步 , 当 a = 2 时 , 解数 是 2; 当 a > 3 时 , М 
数 是 4. 

证 若 同 余 式 (4.34) 有 解 , 则 存在 整数 тү, 使 得 


21 = a (mod 2°), 
根据 (a,2) = 1, (21,2) =1. W zi =1+Е.2, 上 式 可 写成 
а=1+ +1). 22 (mod 2°). 


注意 到 2 | (+1), 有 
(1) Ча-2,а-і (mod 4); 
(1) Ча>3, а= 1 (шой 8). 
因此 , 必要 性 成 立 . 
现在 , 若 必 要 条 件 满足 , 则 
(1) 当 a=2 时 ,a=1 (mod 4), 这 时 


т = 1, 3 (mod 2°) 


是 同 余 式 (4.34) 仅 有 的 二 解 . 
(ii) Ча>31М,а-і1 (mod 8). 这 时 ， 
对 a = 3, 易 验 证 
z = +1, +5 (mod 23) 
是 同 余 式 (4.34) 仅 有 的 4 解 , 它们 可 表示 为 


+(1+ta-22), в=0,41.... 


或 者 

+(za +1з3-2?), їз=0,+1,-- 

Ж а = 4, H 
(za +13. 22)? = a (mod 2%), 

并 注意 到 

2 za(ta .22) = 13:2? (mod 24), 
有 

23 + t3 - 23 = a (mod 21) 
或 
а- т? 
t3 = —— (mod 2). 


93 
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故 同 余 式 
т? = a (mod 2“) 
的 解 可 表示 为 
a — z2 3 
2=+(1+4 = +u), AEE S 
或 者 


= (аа + .23), и=0,+1,... 
类 似 地 , 对 于 a > 4, 如 果 满 足 同 余 式 
т? = a (mod 2° 1) 


的 解 为 
s= thrai +41) 2477,4, 1-0, +1, ++ 
ШІН 
(та-і--іһ-і-24-2)2 = a (mod 2%), 
并 注意 到 
pail(ta i 2 st 1 (mod 2), 
有 
£21 +ta-1 2%! = a (mod 2°) 
或 
2 
а—т2_ 
ta-1 = Е 1 (mod 2). 
故 同 余 式 
т? = a (mod 2°) 
的 解 可 表示 为 
РЕР. 
т-і (=. ша ta 2ч) , ta=0,+1,-.. 
或 者 


z = (za + -22-1), qa =0,+1,--- 
它们 对 模 22 为 4 个 解 , BI 


的 


例 4.6.12 求解 同 余 式 
z2=57 (mod 64), 64- 26. 


№ 因为 57 三 1 (mod 8), 所 以 同 余 式 有 4 个 解 . 
a=3 时 , 解 为 
+(1+ta- 22), їз =0,+1,--- 
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a=4 t}, 由 于 
(1 + t3 - 22)? = 57 (mod 2) 
或 
一 12 
t3 = iks ` = 1 (mod 2). 
故 同 余 式 
z2 = a (mod 24) 
的 解 为 
+(1+1-2?+t4- 2°) = (5+ t4- 23), ta=0,+1,:-- 
а=5 时 , 由 于 
(5 +4: 23)? = 57 (mod 25) 
或 
_ 57-52 _ 
t4 = Б = 0 (mod 2). 
故 同 余 式 
2? = a (mod 25) 
的 解 为 
士 (5 十 .0.23 十 丰 .29) = +(5 + ts - 24),  =0,-1,... 
a =6 时 , 由 于 
(5 + ts - 24)2 = 57 (mod 25) 
_ 52 
ъ= 55 = 1 (mod 2). 
故 同 余 式 
z2 = a (mod 25) 
的 解 为 


т = +(5+1.2%+.2°) 一 士 (21 十 如 :25)，t6 = 0,+1,--- 
因此 , 同 余 式 模 64 = 26 的 解 是 


21, 53, —21 = 43, —53 = 11 (mod 64). 


47 а? +у?=р 
定理 471 设 p 是 素数 ,那么 
z? +y ЕР 


有 解 的 充分 必要 条 件 就 是 p= 二 2 或 —1 为 模 疡 平方 剩余 , PP p=2 À p=4k+1. 
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证 设 (то, уо) ЕЛА т? + у? = p 的 解 , BU 
T6 +Y = p, 
则 一 定 有 
0 < [20], [50] <р, (zo,p) = (go,p) = 1. 
因此 , 存在 уу! 使 得 
00:06. = 1 (mod р). 
23 p > 2 时 ， 
(20001)? = (p — yo) (40 ')? = (yw 1)? = —1 (mod p), 
即 
z2 = —1 (mod p) 
有 解 , 从 而 p = Ak + 1. 必要 性 成 立 . 
再 证 充分 性 . p= 2 №, p= 12 + 12, 方程 有 解 . 
p>2 hj, p= 4k +1. 因为 
(2) 
— | =1, 
p 


zà = —1 (mod p), 0 < |zo| < р. 
由 此 推出 , 对 于 整数 zo, уо = 1, 存在 整数 то 使 得 


所 以 存在 整数 то 使 得 


zü +y =mo-p, 0< mo < p. 
设 т 是 使 得 
а? +у = т-р, 0<m<p. 
成 立 的 最 小 正 整数 . 要 证 明 m = 1. 
# m > 1, 则 分 别 取 u, о 为 z, у 模 m 的 绝对 值 最 小 余数 , ШІ 


и= т, u=y(modm), lul, |2|< > 


则 有 
22 т зш Жора 
0<u +u <>, u“ + u° = z“ +y" = 0 (mod т). 
因此 , 有 u? +02 = m .m, 以 及 
(и? +12)(22 +02) = т'-т2-р, 0<т/<т. 
将 上 式 变形 为 
(uz + ту)? + (uy — uz)? = m' - т? - p. 
因为 
ur 十 0 三 zZ2 十 内 三 0， 妈 一 zz 三 0 (той т), 
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所 以 整数 z= ШІМ у = 0 пи 满足 
m m 
Ру (МУ Ш бт Й 
ау = m. s = тер. 
这 与 m 的 最 小 性 矛盾 , т = 1. 证 毕 . 


例 4.7.1 iz p=79 为 素数 , 求 正 整 数 z, у 使 得 
а? +y? =p. 
№ 因为 p 是 ВЕ+5 形式 的 素数 , 根据 例 4.3.5 ЖИЯ 4.6.11, 知 
z = zo = 207 = 215 (mod p) 


是 同 余 式 z2 = -1 (mod р) 的 解 . 
现在 令 m = 1, A zü + уй = mo : p, 其 中 mo = 58. 
再 令 uo = zo = —17 (mod mo), wo = уо = 1 (mod то) 以 及 


— to ` To + to ` Jo = —63, у= лю 
то то 


ті 


H z? +y? = т.р, К mi = 5. 
Ж ш = zí = 2 (mod ту), vı = у = 1 (mod mi) 以 及 


ео ПИЕ 7. тұраты mi 
== 1 |, == “1 1с. 


mi mı 


T2 


H 23 +y = p. 
故 正 整数 z = 26, y = 11 使 得 z2 +y? = p. 
Я 4.7.2 Ў p=100069 为 素数 , ЖЖЖ т, y 使 得 


а +y? =p. 
Ж 因为 p 是 8k 十 5 形式 的 素数 ,根据 例 4.3.5 和 例 4.6.11, 知 
| 一 


z =то=2'+ = —39705 (mod p) 


是 同 余 式 z2 = -1 (mod р) 的 解 . 
第 一 , Ф po = 1, H 18 +08 = тор, 其 中 mo=15754. 
第 二 , Ф uo = то = 7557 (mod mo), vo = yo = 1 (mod то) 以 及 
т = 192209700 19046, y = 9020 %-10 
тш то 
H 2? +y? = m -р, 其 中 пи = 3625. 
第 三 , $ ш = zl = —921 (mod т), vı = у = 3 (mod т) 以 及 


w Ti +i HA w Yy- U: 71 
тә Y1 — 4839, y2 u 
mi mai 


ЯГ z2 + = m- p, 其 中 то = 234. 


-4 


11 


15, 


3 
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第 四 , $ 如 = то = -75 (шой то), % = y2 = 15 (mod то) 以 及 


10712 +%- 12 _ _ 550 g = Ч Фа 
“a Si. k 2 Ө. б = 249242 _ 


та —315, 
тә m2 
H z3 +3 = тз -р, 其 中 ms = 25. 
第 五 , Ф из = zs = 0 (mod тз), v3 = уз = 10 (mod тз) 以 及 
жатат + оз: уз 126, и из Уз — 03:23 620, 
m3 тіз 
F аа + =m- p, HP m = 4. 
ЖА,  щ = та = 2 (mod та), v4 = у = 0 (mod та) 以 及 
= чата tuaja _ -63, у= U4 : Y4 — 04:74 = 310, 
ma ma 
H x? +y? = ms : p, 其 中 ms = 1. 
故 正 整数 z = —63, у = 310 使 得 22 + у? = p. 
ËJ 4.7.3 i р = 100000037 为 素数 , 求 正 整数 z, у 使 得 
а? + у? =p. 
№ 因为 了 是 8 二 5 形式 的 素数 , 根据 例 4.3.5 和 例 4.6.11, 知 
z = zo = 287" = 55387563 (mod p) 
ERRI z? = -1 (mod р) 的 解 . 
第 一 , 令 z = 1, Я zü + = mo : p, 其 中 mo = 30677810. 
第 二 , Ф uo = zo = —5968057 (mod то), uo = уо = 1 (mod то) 以 及 
т = Zo T to ` Jo _ _ 0775089, g SBS теше... ug. 
mo mo 
H x? +y? = m. : p, 其 中 ти = 1161025. 
第 三 , 令 u = zl = —325864 (mod mı), vı = у = —2 (mod mi) 以 及 
zo = ши и = 3024236, y= ЕБ Бей. ti —18, 
mi mi 
ЯТ 23 +3 = m- p, 其 中 то = 91460. 
第 四 , 令 ио = то = 6056 (mod т»), 9 = y2 = —18 (mod тә) 以 及 
= 02122 92702 _ ордодо, = ERON ш, 
m2 m2 
Ж z3 +2 = тз : p, 其 中 тз = 401. 
第 五 , 令 из = za = 150 (mod тз), v3 = уз = 193 (mod тз) 以 及 
та = M3 T3 оз 13 _ 75 192, у = 32298 03713 _ 9615, 


тз тз 


H r} +y? = ma : p, 其 中 та = 149. 
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第 六 , 令 ua = та = 6812 (mod та), v4 = y4 = —52 (mod та) 以 及 


人 zuet ya 14 _ 60445 
= та ， Ys ma = ü 


T5 


ЯГ а2 +02 = ms p, 其 中 ms = 37. 
第 七 , $ us = zs = 4 (mod ms), vs = ys = —13 (mod ms) 以 及 


_ Us5:T5+U5:Y5 _ _ 15-5 — 75:15 


тв —20501, ye = 8928, 
ms ms 
l zë + yë = т-р, 其 中 me = 5. 
ЖД, 令 ив = 25 = —1 (mod тв), ve = ув = —2 (mod тв) 以 及 
z = tv Ye 500, y=" 6 116 о, 
me me 


有 22 +02 = ттр, 其 中 mr = 1. 
故 正 整数 z = 529, у = 一 9986 使 得 2? +y? = p. 


4.8 З 
(1) ЖИр= 13, 23, 31, 37,47 的 二 次 剩余 和 二 次 非 剩 余 . 
(2) ЖЕЛЕ Е: у? = 3 一 3z +1 (mod Т) 的 所 有 点 . 
(3) RENFE Е: y? = r? +32 + 2 (mod т) 的 所 有 点 . 
(4) ЖЕЛЕ E : у? = r? — 22 +3 (mod 7) 的 所 有 点 . 
(5) ЖЕЛЕ E : у? =з +r +1 (mod 17) 的 所 有 点 . 
(6) ЖЕЛЕ E : у? = x? + 3@ +1 (mod 17) 的 所 有 点 . 
(7) ЖЕЛЕ E : у? = z3 + z+ 2 (mod 7) 的 所 有 点 . 
(8) 求 满足 方程 马 : у? =13 +52 +1 (mod 7) 的 所 有 点 . 
(9) 求解 同 余 式 z? = 39 (тоа 105). 

(10) ЖҮНІН т? = 79 (mod 105). 

(11) 求解 同 余 式 z? = 379 (шой 1155). 

(12) 求解 同 余 式 т? = 511 (шой 1155). 

(13) 求解 同 余 式 т? = 289 (mod 2310). 

(14) 求解 同 余 式 z2 = 301 (mod 2310). 

(15) ЖИНЖ2 z? = 631 (mod 2310). 

(16) 求解 同 余 式 z? = 771 (mod 2310). 

(17) 求解 同 余 式 z? = 841 (mod 2310). 

(18) 求解 同 余 式 z2 = 1369 (mod 2310). 

(19) # m = 999900. 求解 同 余 式 z? = 181 (mod т). 


eo 0 (5): @ (za): @ (7); © (в): © (mm): ®( 


20040803 


J: 
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(21) р 是 奇 素数 . WEH: 同 余 式 т? = -3 (mod р) 有 解 的 充 要 条 件 是 了 三 1 (mod p). 
(22) 求 下 列 同 余 方程 的 解数 : 
© а? = —2 (mod 67); © а? = 2 (mod 67); 
Ө а? = —2 (mod 37); 0) 12 = 2 (mod 37). 
(23) р 是 奇 素数 , р Да. ШЕН: 存在 正 整 数 u,v, (u,v) = 1, 848 и? + ал? = 0 (mod p) 的 
充 要 条 件 是 -a E p 的 二 次 剩余 . 
(24) 设 p 是 奇 素数 . 证 明 : 
(1) p 的 所 有 二 次 剩余 的 乘积 对 模 p 的 剩余 是 (—1)®+)/?, 
(її) Ж p 的 所 有 二 次 非 剩 余 的 乘积 对 模 p 的 剩余 是 (一 D)@-D/2. 
(її) 模 p 的 所 有 二 次 剩余 之 和 对 模 p 的 剩余 是 : 1, 4 p = 3 时 ; 0, 4 p > 3 时 . 
(iv) 所 有 二 次 非 剩 余 之 和 对 模 p 的 剩余 是 多 少 ? 
(25) Wp 是 奇 素数 , Нр=1 1 (mod 4). ШЕН: 
(тул у =. 中 模 p 的 二 次 剩余 与 二 次 非 剩 余 的 个 数 均 为 ші Ж. 
(й)1,2,-<, (р) PA PE 个 偶数 为 模 p 的 二 次 剩余, PE 个 奇数 为 模 p 的 二 
次 剩余 . 
(iii) 1, 2, … , (p 一 1) 中 有 1 个 偶数 为 模 p 的 二 次 非 剩余 ， шл 个 奇数 为 模 p 的 
КАНН. 
(м)1,2,--, (р) ФАЙ р 的 二 次 剩余 之 和 等 于 PPD, 
(v) 1 2,…，(p 一 了 ) ВЕ p 的 二 次 非 剩余 之 和 等 于 РО. 
(26) 判断 下 列 同 余 方程 是 否 有 解 : 
© а? = 7 (mod 227); @ г? = 11 (mod 511); 
© 1122 = -6 (шой 91); 44) 5z? = -14 (mod 6193). 
(27) ШЕН: 下 列 形式 的 素数 均 有 无 穷 多 个 ，8k 一 1, 8k 十 3, 88-3. 
(28) 设 素数 p = 4m 十 1, a | т. ШЕН: (©) =1, 
(29) ЖЖ p > 2. 证 明 : zt = —4 (mod р) 有 解 的 充 要 条 件 是 p= 1 (mod 4). 
(30) 设 素数 p > 2. 证 明 : 2? — 1 的 素 因数 = +1 (mod 8). 
(31) 证 明 : 23 | 211 — 1, 47 | 223 —1, 503 | 2251 — 1. 
(32) W p 是 素数 ,p = 3 (mod 4). ШЕН: 2p + 1 是 素数 的 充 要 条 件 是 


2P = 1 (mod 2p+ 1). 


(33) 证 明 : 对 任意 素数 р, 必 有 整数 a, b, с, d 使 得 


24 +1 = (2? + az + b)(z2 + ez + d) (mod p). 
(34) 证 明 : 对 任意 素数 p, 同 余 式 
(z? — 2)(22 — 17)(z2 — 34) = 0 (mod p) 


有 解 . 
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(35) 求 所 有 素数 p 使 得 5 为 模 р 二 次 剩余 . 

(36) 求 所 有 素数 p 使 得 -5 为 模 р 二 次 剩余 . 

(37) Wp = 401. 求解 下 列 同 余 式 : 
(1) z2 = 2 (mod р). (аі) 22 = 3 (mod р). (11) z2 = 5 (mod p). 
(iv) z2 = 7 (mod p). (У) z? = 1 (mod р). 

(38) W q = 281. 求解 下 列 同 余 式 : 
( i) z2 = 2 (mod q). (ii) z? = 3 (mod 4). (iii) z? = 5 (mod q). 


(iv) z2 = 7 (mod q). (у) т? = 11 (mod q). 
(39) # p = 401, q = 281, 求解 下 列 同 余 式 : 
(1) z2 = 2 (mod ра). (ii) 22 = 3 (mod рд). (iii) z? = 5 (mod рд). 


(iv) z2 = 7 (mod pq). (у) 22 = 11 (mod рд). 
(40) iZ p = 1069, 求解 方程 £? + у? = p. 
41) Z p = 1117, 求解 方程 z2 + у? = p. 
42) # p = 201101, 求解 方程 z2 + у? = p. 


思考 题 

1) 如 何 判断 二 次 同 余 式 有 解 ? 

(2) 编程 实现 模 р 二 次 剩余 的 欧 拉 判 别 法 则 . 

3) 编程 实现 计算 勒 让 得 符号 . 

(4) 编程 实现 计算 雅 可 比 符号 . 

5) W р 是 形 为 多 十 3 的 素数 . 编程 实现 模 р 平方 根 . 
6) W p 是 素数 , 编程 实现 模 р 平方 根 . 

т) W р 为 奇 素数 , 编程 实现 计算 方程 2? + у? = p 的 解 . 


本 章 将 进一步 讨论 同 余 式 
z" = a (mod т). (5.1) 


为 此 , 需 讨 论 模 т 指数 和 原 根 , 以 及 指标 . 
5.1 ”指数 及 其 基本 性 质 


511 ”指数 
设 m > 1 是 整数 , a 是 与 m 互 素 的 正 整数 . 根据 定理 2.41 ( 欧 拉 定理 ), 有 


a9(m) = 1 (mod m). 


当然 , 要 问 该 (т) 是 否 是 使 得 上 式 成 立 的 最 小 正 整 数 以 及 这 个 最 小 正 整数 具有 哪些 
EX 5.1.1 设 m>1 是 整数 ,a 是 与 m 互 素 的 正 整数 , 则 使 得 


a° = 1 (mod m) (5.2) 


成 立 的 最 小 正 整数 e 叫做 a 对 模 т 的 指数 , 记 作 ordm(a). 
如 果 а 对 模 m 的 指数 是 (т), W| a 叫做 模 m 的 原 根 . 
Жі 根据 定义 511, 只 能 逐个 计算 


ak (mod т), Е-1,2,---,е (5.3) 


来 确定 а 模 m 的 指数 e = ога, (а). 
注 2 指数 ога (а) ЖЛ] и = {ик = а^ mod m | k > 1) 的 周期 p(w) ( 见 定义 B.0.1). 
例 5.1.1 АЖЖ m = 7, ik (7) = 6. # 
11 三 23=8=1, 33 =27=-1, 
43 = (-3)3=1, 53=(-2)3=-1, 6? = (-1)? =1 (mod 7). 


列 成 表 为 


а |1|2|8|4|5|6 


ordm(a) | 1| 3| 6| 3| 6j 2 


因此 , 3, 5 是 模 7 的 原 根 . 但 2, 4, 6 不 是 模 7 的 原 根 . 
Я 5.1.2 ЖЖ m = 14 = 2.7, ik 8 p(14) = 6. ÆA 


11-1, 32—27 = –1, 53 = 125 = –1, 
93 = (-5)3 =1, 13 = (-3)3 =1, 137 -(-1)2 = 1 (mod 14). 
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列 成 表 为 


[| 


ordm(a) | 1| 6| 6| 3| 3| 2 


因此 , 3, 5 是 模 14 的 原 根 . 但 9, 11, 13 不 是 模 14 的 原 根 . 
例 5.1.3 ЖЖ т = 15 =3-5, 这 时 (15) =8. 有 


11 =1, 2% =16=1, 4? =16=1, 
72 = 49 = 4, 7% =16=1, 8% = (7) =1, 


112 = (4)? -1, 134 = (-2)4 = 1, 14? = (1)? = 1 (mod 15). 


列 成 表 为 


а |1|2|4|7|8|11| 13| 14 
огат (а) | 1| 4|2|4|4| 2 | 4| 2 


因此 , 没有 模 15 的 原 根 . 
例 5.1.4 Ж т = 9 = 32, 这 时 p(9)=6. 有 


1=1, 23 =-8= –1, 43 = 64 =1, 
53 = (—4)3 --1, 73 = (-2)3 =1, 82 -(-1)2 =1 (mod 9). 


列 成 表 为 


а |11|2|4|5|7|8 
ога (а) | 1| 6| 3| 6| 3| 2 


因此 , 2, 5 是 模 9 的 原 根 . 
例 5.1.5 ЖЖ т = 8 = 23, 这 时 p(8) = 4. 有 


И =1, 32 =9 = 1, 52 = 25 =1, 7? = (1)? = 1 (mod 8). 


列 成 表 为 


а |1|3|5|7 
огат(а) | 1| 2| 2| 2 


因此 , 没有 模 8 的 原 根 . 
例 5.1.6 证 明 : 5 是 模 3 及 模 6 的 原 根 , 也 是 模 32, 2.32 的 原 根 . 
因为 p(3)=2, 且 
5=-1, 52 = 1 (mod 3); 
同样 ,因为 p(6) =2 且 
5= —1, 52 = 1 (mod 32); 
类 似 地 , 因为 p(32) = 6, В. 


5=5, 52 = 7, 52 =8= 1,54 =4, 55 =2, 56 = 1 (mod 32); 
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对 于 模 2.32, 因为 (5,2) = 1, 所 以 有 


Бек 52=7, 59 =8 = —1,5% = 4, 55 = 2, 5 = 1 (mod 2.32). 


因此 , 结论 成 立 . 


512 ”指数 的 基本 性 质 


现在 讨论 指数 的 性 质 . 类 似 于 周期 序列 u 的 最 小 周期 p(w) ( 见 定 义 B.0.1), 有 
定理 5.1.1 设 m>1 是 整数 ,a 是 与 m 互 素 的 整数 , 则 整数 d 使 得 


а4-1 (шой m) (5.4) 


的 充分 必要 条 件 是 
ordm(a) | d. (5.5) 
Е 充分 性 . 设 式 (5.5) ЖАУ, ШІ ordm(a) | d, 那么 存在 整数 q 使 得 d = дога (а). М 
此 , 有 
а? = [arimo]? = 1 (mod m). 
必要 性 . 反 证 法 . 如 果 式 (5.5) 不 成 立 , ШІ ordm(a) Да, 则 由 欧 几 里 得 除法 (定理 1.1.9), 
存在 整数 q, r 使 得 
4= а: ordm(a) + г, 0 <г < ога (а). 
从 而 ， 
ar 三 farino]? - а” = а = 1 (mod m). 
这 与 ordm(a) 的 最 小 性 矛盾 . 故 式 (5.5) 成 立 . 证 毕 . 
推论 1 W m > 1 是 整数 ,a 是 与 m 互 素 的 整数 , 则 


ord,, (a) | (т). (5.6) 
证 根据 欧 拉 定 理 (定理 2.41), 有 
а%(”) = 1 (mod т). 


由 定理 5.1.1, 有 式 (5.6). 证 毕 . 

Ж 根据 推论 1 的 式 (5.6) , 整数 a Я т 的 指数 ordm(a) Ж ф(т) 的 因数 , 所 以 可 以 在 
(т) 的 因数 中 求 ordm(a). 与 根据 定义 5.11 求 指数 ога, (а) zÑ (5.3) 相 比 , 运算 效率 提高 了 
许多 . 

例 5.1.7 求 整数 5 模 17 的 指数 ordi;(5). 

Ж 因为 p(17) = 16, 所 以 只 需 对 16 的 因数 d = 1, 2, 4, 8, 16, 计算 ad (mod m). 因为 


51 = 5, 52 — 25 = 8, 5* = 64 = 13 = —4,58 = (—4)2 = 16 = —1, 516 = (—1)2 = 1 (mod 17), 


所 以 ordi7(5) = 16. 这 说 明 5 ЖАЯ 17 的 原 根 . 
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推论 2 W p 是 奇 素数 , H =. 也 是 素数 .如 果 a 是 一 个 模 p Ж 0, 1,1 的 整 
数 , 则 


опаа) = 21 或 p 一 1 
证 根据 欧 拉 定理 (定理 2.4.1), 有 
а#®) = 1 (mod p). 
根据 推论 1 ЖШ a Ë p ЙИН ordp(a) 是 p(p) =p- 1 = 2: P= IRIA, fr ordm(a) Z 2, 


所 以 


ordp(a) = 21 或 p 一 1. 


性 质 5.1.1 设 m>1 是 整数 ,a 是 与 m ERNER. 

(1) # b= a (mod m), Я] ordm(b) = ordm(a). 

(п) Жа 使 得 a-l.a=1 (шой т), Я] ordm(a-1) = ога (а). 
证 (1) 4 b= a (mod т), W 


bpram(a) = aordm(o) = 1 (mod m), 


根据 定理 5.1.1 zÑ (5.5), 有 ordm(b) | ordm(a). 
同样 , 有 огат(а) | оға, (Б). 故 ordm(b) = огат(а). 
Gi) 因为 
(а-1)е4т(а) = [=o] 8; = 1 (mod m), 


根据 定理 5.1.1 式 (5.5), 有 ordm(a-1) | ога. (а). 
同样 , 有 ога, (а) | ordm(a7!). 故 ordm(a-!) = ога (а). 证 毕 . 
例 5.1.8 整数 39 模 17 的 指数 为 ordi;(39) = ordı7(5) = 16. 整数 7 模 17 的 指数 为 16. 
因为 5-1 = 7 (mod m). 
定理 5.1.2 Ж m > 1 Z 33k, a 是 与 m 互 素 的 整数 , 则 


1=а0, а, paml (5.7) 
模 m 两 两 不 同 余 . 特别 地 , 当 a 218 m 的 原 根 , EP ordm(a) = (т) 时 , 这 (т) ЛЖ 
1= 20, а, ·-., а()-1 (5.8) 


组 成 模 m 的 简化 剩余 系 . 
证 反 证 法 . 如 果 式 (5.7) 中 有 两 个 数 模 m 同 余 , 则 存在 整数 0 < k, 1 < огат(а) 使 得 


ak = а (mod m). 
ЖӘНЕ k > 1. 则 由 (а, т) =1 和 定理 2.1.8, 得 


ак! = 1 (mod т). 


{E 0 < k — l < ordm(a). 这 与 ordm(a) 的 最 小 性 矛盾 . 因此 , 结论 成 立 . 
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НИХ a 是 模 т 的 原 根 , ШІ ordm(a) = (т), WA ф(т) 个 数 即 式 (5.8), 也 即 
1-аб,а,---, ar(™-1 
Жат 两 两 不 同 余 . 根据 定理 2.3.3, 这 ф(т) 个 数组 成 模 m 的 简化 剩余 系 . 证 毕 . 
Ж 当 模 m 有 原 根 g 时 , 简化 剩余 a TERA 94. 基于 这 一 表示 即 a = g4, 可 以 简化 
- 些 问题 的 讨论 , 如 п 次 同 余 式 (参见 定理 5.3.4) т" = b (mod т). 进一步 , 通过 建立 指数 
Ж а я gi, 也 可 以 空间 换 时 间 的 方式 来 提高 运算 效率 , 如 计算 (参见 例 5.31) 


a-b (mod m) = 4. "90 (mod m) = 91199945 (mod m) 


例 5.1.9 整数 (5k | k = 0，.… ,15} 组 成 模 17 的 简化 剩余 系 . 进一步 ， 查 表 计 算 
7-13 (mod 17). 


Ж 作 计算 如 下 : 
50-і, БІ = 5, 52 = 25 = 8, 
53 =5.8= 6, 54 = 82 = 13, 55 = 5.13 = 14, 
56 = 62 = 2, 57=5.2 = 10, 58=5.10=50=16=-1 


59-5.(-1)-12, 50=(-1.8=9, 51 =(-1):6=11, 
512 = (-1).13=4, 513 = (-1)-14=3, 5 = (-1).2=15, 
55 = (-1).10=7 (шой 17). 


列表 为 


50 | 51 | 52 | 53 |54 | 55 | 56 | 57 | 58 | Бо | 510 | Ба | 512 | 513 | 514 | 515 
115 {816 | 13| 14| 2 [10| 16 | 32 914311557 


进一步 , 有 


7.13 = 515.54 = 519 = 53 = 6 (mod 17). 
定理 5.1.3 j m > 1 Z ЖЖ a 是 与 m 互 素 的 整数 , WJ 
ad 三 ak (mod т) 


的 充分 必要 条 件 是 
d = k (mod ord,, (a)). 


证 根据 欧 几 里 得 除法 (定理 11.9), 存在 整数 q, r 和 q, г 使 得 


d= 4: ог4т(а) +т, 0<r< ordm(a). 
К-4-оға,(а)--т””, 0<т”<оға,(а). 


又 ао 9" (а) = 1 (mod т), ІШ 


ad = (a9'dm(a))q .ar =a", ак = a” (mod т). 
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必要 性 . + oa = ак, 则 
а" = а" (mod m). 
由 定理 5.1.2, f##l| r = т’. Ш d = k (mod ога (а)). 
充分 性 . # d = k (mod ога (а)), № 


т-т, а= aF (шой т). 


因此 , 定理 成 立 . 证 毕 . 
例 5.1.10 21000000 = 210 = 100 (mod 231). 
因为 整数 2 1% 231 的 指数 为 ord231(2) = 30, 1000000 = 10 (mod 30). 
例 5.1.11 22002 = 21 = 2 (mod 7). 
因为 整数 2 模 7 的 指数 为 ord7(2) = 3, 2002 = 1 (mod 3). 
定理 5.1.4 设 m>1 是 整数 ,a 是 与 m 互 素 的 整数 . 设 d 为 非 负 整数 , 则 


_ _ordm(a) 
ordm(ad) = oda adala. (5.9) 
证 因为 , 
ай ста» (04) 一 (as) дед (mod т), 
根据 定理 5.11, ога» (а) | 4 ordm (а4). 从 而 
ordm(a) а 
(а,оға, (а) | ога (04) . (d, ordm(a)) ` 
" ога» (a) d Z өз ТРИЕ 
因为 БЕЛЕТ = 1, 根据 定理 1.3.11 之 推论 ， 
огат(а) 
Сота (a) 1994"). 
另 一 方面 , 有 
(a) ri = (чо) FET 1 (mod m), 
根据 定理 511, 
ordm(a) 
ordm (a°) 1 го (аў): 
因此 , 有 式 (5.9). ШЕР. 
0] 5.1.12 ЖЖ 52 = 8 (mod 17) # 17 的 指数 为 ordiy (52) = тй) в 


(2, ога1т(5)) ^ 
推论 1 设 m > 1 是 整数 ,g 是 模 m 的 原 根 . 设 d > 0 为 整数 , 则 gd 是 模 的 原 根 当 且 仅 
当 (9, ф(т)) = 1. 
证 根据 定理 5.1.4 IÑ (5.9), 有 


оға, (09) — _ dm(g) өт) 
"da (0) = TE ordni) 08,009) 
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因此 , 4 是 模 的 原 根 , ШІ оға, (94) = е(т) 当 且 仅 当 (d, e(m)) = 1. 证 毕 . 
推论 2 设 站 >1 是 整数 , a 是 与 m 互 素 的 整数 . К | ordm(a) 为 正 整数 , 则 使 得 


ordm(ad) =k, 1< d< ordm(a) 
ord,, (а) 


ОЕ a 满足 TO | а, 目 这 样 d 的 个 数 为 olk). 
证 根据 定理 5.1.4, 有 
u ога„ (а) 
k = огат (а) = (d,ord,,(a)) 


所 以 
Cordn(a) = TO, 


因此 , eO | d 再 令 


а=а: тшш 1<q<k. 
由 га» (а) 4» (а) k 
ау ordm(a) _ ordm (a. — 
ordm (a°) (а, ordm(a)) (е тс РЕ Е a) (q.k)' 
得 到 оға,,(а4) = k fJ 3638 £ (а, К) = 1. 因此 , а 的 个 数 为 (k). т 


定理 5.1.5 设 m>1 是 整数 . 如 果 模 m 存在 一 个 原 根 g, 则 模 m 有 p(yp(m)) 个 不 同 
的 原 根 . 
证 设 g 是 模 m 的 一 个 原 根 . 根据 定理 5.1.2 式 (5.8), p(m) 个 整数 


a ады 


构成 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 . 又 根据 定理 5.1.4 之 推论 ,gs 是 模 m 的 原 根 当 且 仅 当 (d, (т))=1. 
因为 这 样 的 gd 共有 ф(ф(т)) №, MARE m 有 p(yp(m)) 个 不 同 的 原 根 . 证 毕 . 
推论 设 m> 1 是 整数 , HIR m 存在 一 个 原 根 . 设 
ф(т) = р" ps", o>0,i=1,.…,s, 
则 整数 a, (a,m) = 1 E m 原 根 的 概率 是 
eem) (т 
Ф(т) П ( З, ` же 
证 根据 定理 5.15, 整数 a, (a,m) = 1 是 模 m 原 根 的 概率 是 
(ет). 
(m) 
又 根据 欧 拉 函 数 (т) 的 性 质 以 及 (т) 的 素 因数 分 解 表 达 式 , 有 
elem) Т 1 
a 


іі Pi 


因此 , 结论 成 立 . 证 毕 . 
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| 5.1.13 求 出 模 17 的 所 有 原 根 . 

Ж 由 例 5.1.7 可 知 , 5 是 模 17 的 原 根 . 再 由 定理 5.1.5, 得 到 p(p(17)) = yp(16) = 8 个 整 
Ж 5, 53 = 6, 55 = 14, 57 = 10, 59 = 12, БИ = 11, 513 = 3, 515 = 7 (mod 17) 是 模 17 的 全 
部 原 根 . 


5.1.3 ”大 指数 的 构造 


本 节 讨论 如 何 构造 大 指数 . 
定理 5.1.6 设 m>1 是 整数 ,a,b 都 是 与 m 互 素 的 整数 . 如 果 (ordm(a), ordm(b)) = 1, 


则 
ordm(a:b) = ord,, (a) - ога, (b). (5.11) 
证 AIX (ат) = 1, (b,m) = 1, 所 以 (a -b,m) = 1, НАЕ ога, (а - b). 
因为 


агат (b)-ord,, (а-5) = (aoram(b)) ram (2b) ‚ (рот (ө) үгіт (а) 
= ((ав)ог» (а-э) ога» 0) 
= 1 (шой т), 


因此 , ога (а) | ога, (Б) · ога (а > b). 但 (огат(а), огат(5)) = 1, 根据 定理 1.3.11 之 推论 ， 
ога (а) | ога„ (а - b). 
同 理 , ога» (Б) | ога, (а · Б). 再 由 (ога, (а), ога, (6) = 1 及 定理 1.4.4, 得 到 


ога» (а) - ordm(b) | ord,, (a - b). 
另 一 方面 , 有 
Сато — (ord (ме, = 1 (mod m), 
从 而 ordm(ab) | ога». (а) - ordm (b). 故 
ога (ab) = ога (а) - ordm (b). 
反 过 来 , 如 果 ordm(a - b) = ота (а) - ordm (Б), 那么 由 


(ab)lerd=(a),ord;,(0)] — дога (а),ога, (0). рота (а),ога (0) = 1 (mod m), 


推 得 
ord,,(a - b) | (оға,,(а),оға,,(0)), 
即 
ordm(a) - ordm(b) | [ord,,(a),ord;,, (b)] . 
因此 ， 


(ordm(a), ordm(b)) = 1. 
结论 成 立 . 证 毕 . 
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Ж 对 于 模 m, 不 一 定 有 
ord,,(a Б) = [ordm (a), ordm(b) 
成 立 . 例如 , 由 例 5.1.2, 
ordio(3 - 3) = 2 Z [ord10(3), ord10(3)] = 4, 


ог410(3 - 7) = 1 Z [ordio(3),ordio(7)] = 4. 
但 有 


ог410(7 - 9) = 4 = [ord10(7), ord10(9)] = 4. 
例 5.1.14 RETI 的 原 根 . 
Ж 计算 整数 2 模 71 的 指数 为 ordr1(2) = 35; 因此 , 整数 —2 为 模 71 的 原 根 , 因为 -2 
模 71 的 指数 为 ord;i(—2) = ord71( 一 1) : ordzi(2) = 70. 
定理 5.1.7 Ат, n 都 是 大 于 1 的 整数 , a 是 与 m 互 素 的 整数 , 则 
(1) 若 n|m, 则 ordn(a) | ordm(a). 
(ii) # (т,п)-1, Я] 


ordmn(a) = [ога (a), ordn(a)] . (5.12) 
证 (1) № ога, (а) 的 定义 , 有 
а°'%т(а) = 1 (mod m). 


因此 , 当 n | m 时 , 可 推出 
aordm(a) = 1 (mod n). 
根据 定理 5.1.1, 得 到 
ога, (а) | ordm (а). 


Gi) 由 (i) 有 


ordm(a) | ordmn(a), ordn(a) | ordmn(a), 


根据 定理 1.4.5, 有 [оха (а), ога, (а)) | ordmn(a). 
x 


alordm(a),ordn(0)] = 1 (mod т), alerd;(a),erd,(a)] = 1 (mod n), 


及 定理 2.1.12 可 推出 


alordm(a),ordn (a)] = 1 (mod mn). 


从 而 , ordmn(a) | [ог4» (а), ога. (а)]. 故 式 (5.12) 成 立 . 证 毕 . 
推论 1 W p, dg 是 两 个 不 同 的 奇 素数 , а E5 р-а 互 素 的 整数 , 则 


ord,. (a) = [ordp(a), orda(a)] | [p — 1,q — 1]. (5.13) 


证 由 定理 5.1.7 (ii) 和 огар(а) | p— 1, ordg(a) | q — 1 即 得 . 
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推论 2 W p, q=2p—1 是 两 个 不 同 的 奇 素数 ,a 是 与 p .4 互 素 的 整数 , 则 
ordp.a(a) = |вғ4,(а),оға,(а)) | q — 1. (8.14) 


证 WHR 1M [р 1,9-1] =q— 1 即 得 . 
例 5.1.15 Жр, д0, n = p.q a 是 与 n 互 素 的 整数 . 如 果 整 数 e 满足 


1 < e < ф(п), (е,ф(п)) = 1, (5.15) 


那么 存在 整数 d = d,, 1 < d < ога (а), 使 得 


е.4=1 (mod огара(а)). (5.16) 
而 且 , 对 于 整数 
а = с (топ), 1<с<п, (5.17) 
有 
сї = а (mod п). (5.18) 


证 [828 (е, р(п)) = 1, 又 根据 定理 5.11 之 推论 1, огара(а) | p(n), 所 以 (е,огара(а)) = 1. № 
据 定理 2.3.5, 存在 整数 d = da, 1 < d < ordpg(a), 使 得 式 (5.16) 成 立 , ШІ 


е: а= 1 (mod огара(а)). 


因此 , 存在 一 个 正 整 数 使 得 ed= 1+ К ordpg(a). 
现在 , 根据 指数 的 定义 , 得 到 


а914»(а) = 1 (mod р). ия 

根据 定理 516 之 推论 1 ем) зу, 在 式 (6.19) 的 两 端 作 көзіне) ор, 并 乘 以 
огар(а) ога, (а) 
得 到 
altk ordpa(a) = a (mod p), 
B| 
aed = a (mod р). 

同 理 ， 


а“4-а (mod q). 
因为 p 和 4 是 不 同 的 素数 , 根据 定理 2.112, 
а = a (mod п), 


因此 ， 
cd = (а%) = а (mod п). 


式 (5.18) 成 立 . 证 毕 . 


= 
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推论 3 设 m 是 大 于 1 的 整数 ,a 是 与 m 互 素 的 整数 , 则 当 m 的 标准 分 解 式 为 


т = 2" . p% ...рок 


时 , 有 
ordm(a) = [ordan (а), ога а: (а), -> ,Ordpex (в)] % (5.20) 
定理 5.1.8 jË m, n 都 是 大 于 1 的 整数 , Н (тп) = 1. 则 对 与 mm 互 素 的 任意 整数 
а, аз, 存在 整数 а 使 得 
ога» (а) = [ordm (a1), ordn (a2)] . (5.21) 


证 考虑 同 余 式 组 


| x= ar (шой, 
z=a, (mod п). 
根据 中 国 剩余 定理 (定理 3.2.1), 这 个 同 余 式 组 有 唯一 解 
z = a (mod mn). 
根据 性 质 511(1),Я 
ordm(a) = ordm(a1), ога, (а) = оға, (a2). 
因此 , 从 定理 5.1.7 得 到 ， 
ordmn(a) = [ordm(a), ordn (a)] = [ordm (a1), ота, (а2)] . 
证 毕 . 
定理 5.1.9 设 m>1 是 整数 , 则 对 与 m 互 素 的 任意 整数 a, b, 存在 整数 c 使 得 
ога (с) = [ога (а), ога» (b)] . (5.22) 
证 根据 定理 1.6.6, 对 于 整数 ordm(a) 和 оға, (0), 存在 整数 и, v 满足 


и | ога (а), о | огат(6), (0) = 1, 


使 得 

rd, (a), ordm(b)] = u - v. 
现在 令 

_ ога (а) жз. ord,, (b) 

# = T | 
根据 定理 5.1.4, 有 
sordm(a) _ = 
ordm(as) = оаа) и, ordm(b*) = о. 


再 根据 定理 5.1.6, 得 到 
ordm (a° - bt) = ordm (a°) ога» (5°) = и- = [ordm(a), ога, (Б)]. 


因此 , ИХ c = as - bt (mod т). 即 为 所 求 . 证 毕 . 
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Я 5.1.16 设 整 数 m = 3631, т 是 素数 ,有 p(3631) = 3630 = 2 -3 -5 -11?, 以 及 


ord3631 (2) = 605 = 5 112, огзвз1 (3) = 1210 = 2.5.112, 
огазез1 (5) = 363 = 3 · 112, огАзез1 (6) = 1210 = 2 - 5 - 112, 
огазез1 (7) = 33 = 3- 11, огАзез1 (10) = 1815 =3-5. 112, 
отАзвз1 (11) = 330 = 2-3-5- 11, отзвз1 (12) = 1210 = 2 - 5 - 112, 
ord3631(13) = 1815 = 3.5.112, огзвз1 (14) = 1815 = 3 -5 - 112, 


ord3631(15) = 3630 = 2-3- 5-11?, огазвз1(17) = 1210 = 2 - 5 - 11°. 


根据 定理 5.1.9, Ш a = 3, b=5 ММ и = 1210, v = 3, 这 时 s = 1, t= 112, 得 整数 
c= a° -bt = 3! . 5121 = 2623 (mod 3631) 的 指数 为 


ord3631 (2623) = orda6a1 (3!) + orda6a1 (5121) = 3630 = [огазвз1 (3), огазвз1 (5)] - 


因此 , с = 2623 是 模 3631 的 原 根 . 
定理 5.1.10 设 m>1 是 整数 ,a1,a2,… ,aetm) 是 模 m 的 简化 剩余 系 . e 是 使 得 


а = 1 (mod т), 1 < k < (т) (5.23) 
成 立 的 最 小 正 整 数 , 则 存在 整数 a 使 得 
e = ordm(a) = [ога (ал), ordm(a2), --- ,ordm (aetm)] - (5.24) 
证 应 用 定理 5.1.9, 可 归纳 得 到 : 存在 整数 a 使 得 
ordm(a) = [ordm(a1), ordm(a2), --- ,ordm (ap(m))] 
现 证 明 е = ordm(a). 事实 上 , 对 每 个 ak, 有 
аў = 1 (mod т) 
根据 定理 5.1.1, 有 ordm(ax) | e, 1 < k < (т). 所 以 
[ога (ал), огањ (аз), --- ,ordm (aetm)] |е. 


男 一 方面 , 对 每 个 ok, 有 


ae] = ( (ak)oram санайды ыы E 
根据 e 的 最 小 性 , 有 e < [ord (ал), --- „ога, (ату). 因此 式 (5.24) 成 立 . 证 毕 . 


定义 5.1.2 定理 5.1.10 中 的 最 小 正 整 数 e 叫做 模 m 的 简化 剩余 系 指数 , 记 作 
e = ord ((2/т2)*) 
当 m =p 是 素数 时 , 有 


e = ord ((Z/pZ)*) = ord ((Fp)*) = p(p). 
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52 Б 


5.21 # p RIR 
先 讨 论 т 为 奇 素数 р 的 情形 . 
先 给 出 模 p 原 根 的 存在 性 证 明 及 原 根 个 数 . 
定理 5.2.1 设 了 是 奇 素数 , 则 模 p 的 原 根 存在 , LA yp(p 一 1) 个 原 根 , 其 中 yp 为 欧 拉 
证 一 (构造 性 ) TERR p 的 简化 剩余 系 1,… , p 一 1 中, 记 


е--оға,(”), 1<т<р-1, 


е = [es; => ,ер-1]. 
根据 定理 5.1.8, 存在 整数 g, 使 得 
4° = 1 (mod p). 
因此 , e | (р) =p 一 1. 又 因为 
ег |е, Т-1,--,р-і1, 
从 而 推出 同 余 式 
т° = 1 (mod р) 
有 p 一 1 个 解 
z=1, ---, p—1 (mod р). 
根据 定理 3.4.4, 有 p 一 1 < e. д 的 指数 为 p 一 1, 即 g 是 模 p 的 原 根 . 
最 后 , 根据 定理 5.1.4 之 推论 Мо ЖБМ, gt, (dp 一 1) = 1 也 是 原 根 , 共有 
yp(p 一 1) 个 . 
证 二 (存在 性 ) 设 d|p 一 1. 用 FF(d) 表示 模 p 的 简化 剩余 系 中 指数 为 d 的 元 素 个 数 . 
根据 定理 5.1.1 的 推论 , 模 p 简化 剩余 系 中 每 个 元 素 的 指数 是 p 一 1 的 因数 , 所 以 有 
у) Ра) =р-1. (5.25) 


dlp—1 
因为 模 р 指数 为 d 的 元 素 满足 同 余 式 
2‘ — 1= 0 (mod р), (5.26) 
根据 定理 3.4.5 的 推论 , FIRI (5.26) 有 а ЛЯ p 不 同 的 解 . 
现在 , #7 а 是 模 р 指数 为 d 的 元 素 , 则 同 余 式 (5.26) 的 解 可 以 表示 成 


т= а, 4; >=... в". 


根据 定理 5.1.4, 这 些 数 中 有 o(d) 个 指数 为 а 的 元 素 . 因此 , Е(а) = е(а), 而 若 没 有 模 р 指数 
为 a 的 元 素 , WJ Е(а)-0. 总 之 , 有 
Е(а) < (д). 
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但 由 定理 2.3.9, 又 有 


У Ф(@=р-1. (5.27) 
dlp—1 
这 样 , 由 式 (5.25) 和 式 (5.27) 推出 
>  (e(a) — F(a)) = 0. (5.28) 
dlp—1 
因此 , 对 所 有 正 整 数 d | p — 1, 有 
Е(а) = (д). (5.29) 
特别 地 , 有 
Е(р-1)-е(р-1). 
这 说 明 存在 模 р 指数 为 p 一 1 的 元 素 , НИЙ p 的 原 根 存在 . 证 毕 . 
推论 设 p 是 奇 素数 ,d 是 p 一 1 的 正 因数 . WE p 指数 为 а 的 元 素 存在 . 
证 从 定理 5.2.1 证 明 的 关系 式 (5.29), 即 可 推出 结论 . 证 毕 . 
再 给 出 原 根 的 构造 方法 : 


定理 5.2.2 设 p 为 奇 素数 ,p 一 1 的 所 有 不 同 素 因数 是 gq1, …，, qs, Мох р 原 根 的 
充 要 条 件 是 
gT #1(modm), i=1,..,s. (5.30) 
证 设 g 是 p 的 一 个 原 根 , 则 g 对 模 p 的 指数 是 p 一 1 但 


Е ¿Shaikh 
qi 


根据 定理 5.1.2, 有 式 (5.30), ШІ 
ga #1 (mod p), E ХГ 7 


反 过 来 , 若 g 满足 式 (5.30), 但 对 模 p 的 指数 e = ога, (д) < p— 1. 则 根据 定理 5.1.1, 有 

ерт. 因而 存在 一 个 素数 g 使 得 9| 二, ш 
laa 或 PUL ы 
e q 
进而 
9 = (g°)" = 1 (mod p). 

与 假设 式 (5.30) 矛盾 . 证 毕 . 

定理 5.2.2 给 出 了 一 个 找 原 根 的 方法 . 

J 5.21 KIR p= 141 的 所 有 原 根 . 
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R 因为 p 一 1= 40= 23.5, 其 素 因 数 为 ç =2, Q 5. 进而 , P 20， 218, 
1 |2 
根据 定理 5.2.2, 只 需 验证 式 (5.30), ШІ 020, g8 模 m 是 否 同 余 于 1. 对 g 2, 3, 5, 6 等 , Ж 


个 验算 . 


22-4, 24-16, 28-10, 216 =18, 220 =1, 


82-9, 34--І, 38-1, 316 =1, 320 = 一 1， 


52 = 25, 54-10, 58 = 18, 516 = 37, 520 =1, 
62 = 36, 6 = 25, 6% = 10, 616 = 18, 620 = 1 (mod 41), 


故 g=6 E p= 41 的 原 根 . 
进一步 , 当 (d,p 一 1) =1 If, d 遍历 模 p 一 1 = 40 的 简化 剩余 系 : 


1, 8, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 27, 29, 31, 33, 37, 39 
Ж фф- 1) = 16 个 数 时 , gd 遍历 模 41 的 所 有 原 根 . 


g д=11, 47-29, 99-19, gll=28, g} = 24, 
017 = 26, д9 = 34, 921 = 35, 023 = 30, g7 = 12, g”? = 22, 
9 933 = 17, 437 = 15, 49-7 (шой 41). 


Я 5.2.2 Жр = 43 的 原 根 . 


Ж 因为 p-1=42=2.3.7, а= @=3, Ф-Т И, РТ, Plu, 
1 2 


P l = 6. 只 需 验证 式 (5.30), ШІ өл, ом, gs Бї m 是 否 同 余 于 1. 对 g = 2, 3, 5 等, 逐个 


9-4 24-16 26-64-21, 27=21.2=-1, 
m=i S= 3* = 81 = —5, 36 =9. (-5) = —2, 
87 = —6, 34 = (—6)2 = 36, 321 = (—6)-36 = 1 (mod 43). 
因此 , g = 3 Ж р = 43 的 原 根 . 
进一步 , 当 (d,p 一 1) = 1 时, d 遍历 模 p 一 1 = 42 的 简化 剩余 系 : 
1, 5, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 41 
Ж plp- 1) = 12 АЖ, gt 遍历 模 43 的 所 有 原 根 . 


41-3, g'=28 g" = 30, 913 =12, 017 = 26, 419 = 19, 923 = 34, 
925 = 5, 029 = 18, g?! = 33, g% = 20, д = 29 (mod 43). 


Я 5.2.3 ЖЖр= 191 的 原 根 . e 


Я 1 
МШ FX р-1=190= 2.5.19, ф=2, Ф = 5, qa 19, 因此 , Ё- 


95, РЁ = 38， 
Ф 


1 

== = 10. 只 需 验证 式 (5.30), Ша, ga, дв Шт 是 否 同 余 于 1. Ж9=2, 3, 5 等 ， 
3 

逐个 验算 . 
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р-і у: р-і сі 51 р-і р-1 р-і р-і 
ооа 1 ое |48 | о | оа g ое || о дя |же [а= 
2 1 49 69 10 1 49 180 15 1 39 153 
3 1 39 30 11 | 190 1 107 17 $ 109 32 
5 1 1 177 12 1 49 153 18 1 39 25 
6 1 1 160 13 1 184 121 19 | 190 39 52 
7| 190 | 39 1 |һа| 190 | 1 69 
因此 , g = 19 Æ p = 191 的 原 根 . 
5.2.2 ій ре Б 
本 节 讨论 模 pe 原 根 的 存在 性 . 
先 给 出 以 下 的 引 理 : 
引 理 5.2.1 设 p 是 一 个 奇 素数 . 如 果 整 数 g 是 模 p 原 根 , 则 有 
9771 #1 (тоа р?) № (g+p)”! 半 1 (шой p°). 
证 因为 
一 1 一 1 
(д+р)Р% = д + E ) + ом еж 


= g l+(p-1)-9 2.p+ A.P, 
其 中 4 为 整数 , 所 以 有 
(9+ р)" —1=(g — 1) + (p — 1) - 972 - p (mod p°). 


因此 , 结论 成 立 . 
引 理 5.2.2 设 p 是 一 个 奇 素数 . 如 果 整 数 g 满足 


g =1+u:p, (шор) =1 
则 对 任意 整数 大 > 2, 存在 整数 иро 使 得 
go Du 9-р, (ш.ә,р)-1. 
证 对 大 > 2 作 数学 归纳 法 , 来 证 明 关系 式 (5.32), ШІ 
ФР PD =1+и—э-рЁ7!,‚ (uk-2,p) = 1. 


k = 2 时 , 关系 式 (5.32) 就 是 关系 式 (5.31), 命题 成 立 . 
假设 一 1 时 , 命题 成 立 , 即 存在 整数 wk_s 使 得 


а-а 
g @-D)=l+u-s ph 2, (ик-з,р) =1. 


证 毕 . 


(5.31) 


(5.32) 
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两 端 作 p 次 方 , 有 


gr (PD) = (1--ш-а-р 2)” 


1+ (1) (шаре) + (5) (ар)? t (urap) (833) 


= 1+ (uk-3 + Акз-р)- р! 


其 中 Аса 为 整数 . 取 шо = иь з + Ак-з-р, 有 (ик—о,р) = (иь-з,р) = 1. 命题 成 立 . 
根据 数学 归纳 法 原理 , KRI (5.32) 对 所 有 整数 k > 2 成 立 . ШЕ. 
5138 5.2.3 设 p 是 一 个 奇 素数 . i k > 2. 如 果 模 p 原 根 g 满足 


70-0 up (uk-2,p) =1. (5.34) 


N) g RAR ре 原 根 . 
证 Фе = оға,-(а), WA 
g°%* = 1 (mod pP). 


进而 , ge = 1 (mod р). 因为 g 是 模 р БАЙЫ, 所 以 p 一 1 | ек. Ше 具有 形式 ex = pt(p — 1). 
下 面 确定 t= k — 1. 
-方面 , 根据 引 理 5.2.2 之 证 明 式 (5.33), 由 假设 条 件 式 (5.34), 可 得 到 


крс 
g” P-D = 1+ (шо + Ако гр) -р^, 


其 中 А, 为 整数 , 从 而 е, |р (р – 1), t<k-1. 
另 一 方面 , 仍 由 假设 条 件 式 (5.34), 知 


о” "0—0 #1 (mod pë), 


得 到 er Др" ?(р- 1), t> Е 2. 
ЩЕК 1, е = рк 10р — 1) = ф(рк). g ВЕ рё 原 根 . 证 毕 . 
其 次 , 构造 模 p? 的 原 根 . 
定理 5.2.3 设 g 是 模 p 的 一 个 原 根 , 则 g 或 者 g+p AR p ЖА. 
证 根据 引 理 5.2.1, 有 式 (5.31), 


#7®=1+щш-р, (uo,p) =1 


(+ р) =1+щ-р, (шр) =1. 


再 由 引 理 5.2.3, 前 者 推出 g 是 模 р? 原 根 , 而 后 者 推出 9 十 是 模 р? 原 根 . 证 毕 . 
再 次 , 构造 模 pe 的 原 根 . 
定理 5.2.4 设 卫 是 一 个 奇 素数 , 则 对 任意 正 整数 o, 模 pe 的 原 根 存在 . 更 确切 地 说 , 如 
A g 是 模 p 的 一 个 原 根 , 则 对 任意 正 整 数 a, g 是 模 pe 的 原 根 . 
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证 根据 定理 5.2.1, 知 模 p 原 根 存在 , 再 由 定理 5.2.3 及 其 证 明知 道 模 р? 的 原 根 g 也 
存在 , 且 满足 式 (5.31), 即 
g! =1+ uw: p. 
根据 引 理 5.2.2, 对 任意 整数 a > 2, 存在 整数 ua 使 得 式 (5.32) 成 立 , 即 


ГА 三 1 十 ua-2 at, (иа-2,р) = 1. 
因此 , 根据 引 理 5.2.3, g 是 模 pe 原 根 . 证 毕 . 
定理 5.2.5 Жахі, 9 是 模 pe 的 一 个 原 根 , Моб gtp 中 的 奇数 是 模 2pr 的 一 个 
жж. 
证 (1) 设 奇 数 а 满足 同 余 式 


ad 三 1 (mod p°), 


又 显然 有 
ad 三 1 (mod 2), 
根据 定理 2.1.12, 
ad 三 1 (mod 2p°). 
反之 亦 然 . 


Gi) 若 g 是 奇数 , 令 d = ре), W 


Ф(2р°) = (р?) = d. 


44-1 (mod p°), 4731 (mod p°), 0<г<а 


时 , 有 
44-1 (mod 2p°), g" #1 (mod 2р%), 0<г<а. 


故 9 ЕЖ әре 的 一 个 原 根 . 
(ій) 若 g 是 偶数 , 则 9 + ze 是 奇数 , 类 似 (ü) 可 得 结论 . 证 毕 . 
例 5.2.4 З m = 412 = 1681, 2 m 的 原 根 . 
№ НЯ 5.21, A 0=6 E p= 41 的 原 根 . 作 计算 


gP! = 640 = 143 =1+3-41, (9+р)Р! = 4740 = 1518 =1+37-41 (mod 412). 


因此 , 9=6 ЯП g +p = 47 都 是 模 m = p? 的 原 根 . 

根据 定理 5.2.5 和 定理 5.2.6, (d, e(m)) = 1 时 , ordm (94) = ordm(g), 因此 , 当 а 遍历 模 
ф (41?) = 1640 的 简化 剩余 系 时 , 64 遍历 模 412 的 所 有 原 根 . 

例 5.2.5 1 т = 2.412 = 3362, ЖЖ m 的 原 根 . 

Ж 这 里 应 用 定理 5.2.4 及 例 5.2.4, 即 可 得 到 6 + 412 = 1687 和 47 是 模 2. 412 = 3362 
的 原 根 . 

例 5.2.6 З m = 43? = 1849, 1 т 的 原 根 . 
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解 由 例 5.2.2, f g=3 ÆR р= 41 的 原 根 . 作 计算 
0271 = 340 = 143 =1+3-41, (9+р)Р! = 4790 = 1518 =1+37-41 (mod 412). 


因此 , 9=6 ЖП g +p = 47 ЕБ m = р? 的 原 根 , 也 都 是 模 m = ze 的 原 根 . 

例 5.2.7 iZ m = 43? = 1849, 2 т 的 原 根 . 

Е ”因为 已 知 3 p= 43 的 原 根 , 所 以 根据 定理 5.2.3, 可 知 3 或 者 3 十 43 = 46 是 模 
432 — 1849 的 原 根 . 事实 上 , 有 


gP! = 3% = 87 = 1 + 43:2 (mod 43?), (g+ р)?! = 4640 = 689 = 1 + 43 - 16 (mod 432). 
因此 , 9=3 FI g +p = 46 都 是 模 m = р? 的 原 根 , 也 都 是 模 m = pe 的 原 根 . 
5.23 #2 指数 


先 给 出 两 个 引 理 : 
引 理 5.2.4 设 a 是 一 个 奇 整数 . 如 果 


а? =1+щ 2, (ui,2)=1,t>3, (5.35) 
则 对 任意 整数 >t, 存在 整数 urt 使 得 
a“ =14+шь 2051) (uk-62)=1. (5.36) 
证 对 大 > 上 上 作 数学 归纳 法 , ЖИЕН (5.36), BI 
а" l1+uk (2-1 (uk-62)=1. 


k=t+1 时 , 关系 式 (5.36) 就 是 关系 式 (5.35), 命题 成 立 . 
假设 一 1 > 时 , 命题 成 立 , 即 存在 整数 uri- 使 得 
а?" lui 2052, (ик-1-,2) = 1. 


两 端 作 二 次 方 , 有 


aP =1+ (wie 二 12) .2 l=1+w 9-1 (5.37) 


其 中 ukt мае 1 28-3 满足 (urt 2) = (wr_1_t,2) = 1. 命题 成 立 . 
引 理 5.2.5 设 整 数 t> 3. ATER k >t, 如 果 奇 整数 a 满足 关系 式 (5.36), PP 


kt 
a -1- ша. 251, (ш.-.,2)-1, 


Я] а 25 6348382 28—01, 
证 Ф ер = ord>x(a). WA 
а% = 1 (mod 28). 
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根据 欧 拉 定理 (定理 2.41), 有 ex | p(2*) = 25-1, 所 以 er 具有 形式 ex = 2°. 下 面 确定 
s=k-t+1. 
一 方面 , 根据 引 理 5.2.4 证 明 式 (5.38), 由 假设 条 件 式 (5.36), 可 得 到 


art + (иеа, F . 28 aaa (5.38) 


其 中 шкы = шри 25-2 (иь ан, 2) = (ик ь,2) = 1, 从 而 ek | 2-91, s < k—t+1. 
另 一 方面 , 仍 由 假设 条 件 式 (5.36), 知 


а #1 (mod 2%), 


得 到 er 255 s>k-t. 


W s=k—t+1, ек = 28—61 = (рк) /2t-2. 证 毕 . 
再 讨论 奇 整数 的 指数 的 上 界 . 


定理 5.2.6 设 a 是 一 个 奇 整数 ， 则 对 任意 整数 o > 3, 有 a № 2° 的 指数 不 大 于 
Ф(2®)/2 = 24-2, йр 
a)? = 423 = 1 (mod 2°). (5.39) 


证 将 奇 整数 a 写成 a=1+b:2, МХ 2 | b(b+ 1), ЖАЯ 
a2=1+bb+1):2=1+u:2, (ш,2)-1,4>3. 
对 于 整数 a > 3, 当 a gt 时 ,有 
а? = 1 (mod 2°), 


所 以 a № 2% 的 指数 为 2 < ф(2®)/2 = 24-2. 
而 当 a > t If, 由 引 理 5.2.4, 知 有 关系 式 


а" = 1+ua- 2971 (wat,2)=1, 


成 立 . 因此 , 根据 引 理 5.2.5, а 模 2@ 的 指数 为 2e-t+1 < ¿(22)/2 = 24-7, 证 毕 . 
定理 5.2.7 设 a>3 是 一 个 整数 , 则 


ordəa (5) = ф(2®)/2 = 24-2, 
证 因为 a=5 具 有 形式 
а? =1+3.23 =1+щ-2', ш-3,4-3, 
对 于 整数 a > 3, 由 引 理 5.2.4 知 有 关系 式 


人 


成 立 . 因此 , 根据 引 理 5.2.5, а= 5 模 2° 的 指数 为 2e-t+1 = ¿(2e)/2. 证 毕 . 
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例 5.2.8 设 Qa>3 是 一 个 整数 , 则 对 于 整数 a = 8k + 3, 


ordoe (a) = (2°)/2. 


证 AA a=8k+3 具有 形式 
a2=1+[1 +2(3k+4k2)] .23 王 1+u :25 ш = 1+2(3k+ 40), t=3, 
对 于 整数 a > 3, 由 引 理 5.2.4 知 有 关系 式 
a “一 1+ua :2 !l, (ua-62)=1, 


成 立 . 因此 , 根据 引 理 5.2.5, а= 8k 十 3 模 2° 的 指数 为 2e-t+1 = (24)/2. 证 毕 . 
例 5.2.9 设 a>3 是 一 个 整数 , 则 对 于 整数 a=2* 一 1， 3 和 s<a ,有 


ого» (a) = 2427, 
证 因为 a=2s 一 1 具有 形式 
а? = 22% —2°%1++1=1+(2#-1—1).2#+#+—<1+щ-2,,‚ ш = 281-1, #=8+1, 
对 于 整数 a > 3, 由 引 理 5.2.4 知 有 关系 式 
a®™ = 1+ uat: 29-1, (ш—,2)=1, 
成 立 . 因此 , 根据 引 理 5.2.5, а-2%-1 模 29 HIRR 207+ = 2а-в. ШЕ. 
5.2.4 Я т БЖ 
本 节 给 出 模 т 原 根 存在 的 充 要 条 件 . 
定理 5.2.8 模 m 的 原 根 存 在 的 充 要 条 件 是 m = 2, 4, р", 2°, 其 中 р 是 奇 素数 . 
证 必要 性 . 设 т 的 标准 分 解 式 为 
т = 2°рү!..-2ру*. 
车 (а, т) = 1, W 
(2,2%) =1, (а, р“) =1, і-1,--,8. 
根据 定理 2.4.1( 欧 拉 定 理 ) 及 定理 5.2.6, 有 


ат = 1 (mod 2°), 
а#@') = 1 (mod р"), 
а?) = 1 (шой Pk”), 


24(2%), а>3. 
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һ-р, pp) <<, ФФ"). 
根据 定理 51.6 之 推论 , 对 所 有 整数 a, (a,m) = 1, 有 
ah = 1 (mod m). 


因此 , #7 h < (т), 则 模 m 的 原 根 不 存在 . 
现在 讨论 何 时 


h = ф(т) = e@(2%)e(pr')- фи). 


() a >з, r= 209), ж, 


h< em < ф(т). 


(2) Чк>2 时 ,2 | брт"), 2 | (3°). 进而 ， 


бит"), (0520 < Zeel) < potr). 


因此 , h < (т). 
(3) Ча=2, k=1 Hf, 
4(2") =2, 2 | ері"). 
因此 ， 
h = (рү!) < ф(2")ф(рү!) = е(т). 
故 只 有 在 (e, k) 是 
(1,0), (2,0), (0,1), (1,1) 
4 种 情形 之 一 , 即 只 有 在 m 是 
2, 4, р", 2р" 
4 个 数 之 一 时 , 才 有 可 能 使 h = (т). 因此 必要 性 成 立 . 
充分 性 . 当 m = 2 时 , p(2) = 1, 整数 1 是 模 2 的 原 根 ; 
当 m = 4 时 , (4) = 2, 整数 3 是 模 4 的 原 根 ; 
当 m = p° М, 根据 定理 5.2.4, 模 m 的 原 根 存在 ; 
当 m = 2р 时 , 根据 定理 5.2.5, 模 m 的 原 根 存在 . 


因此 , 条 件 的 充分 性 是 成 立 的 . 
{1 5.2.10 Ж m = 41, Ж m 的 所 有 整数 的 指数 表 . 
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Ж Ë m = 41 的 指数 表 为 
a | order a | order a | order a | order 
1 111 40 || 21 20 || 31 10 
2 20 || 12 40 || 22 40 || 32 4 
3 8 || 13 40 || 23 10 | 33 20 
4 10 | 14 8 || 24 40 || 34 40 
5 20 || 15 40 || 25 10 || 35 40 
6 40 || 16 5 || 26 40 || 36 20 
7 40 || 17 40 || 27 8 || 37 5 
8 20 || 18 5 || 28 40 || 38 8 
9 4 || 19 40 || 29 40 || 39 20 
10 5 || 20 20 || 30 40 || 40 2 
例 5.2.11 i m = 43, RE m 的 所 有 整数 的 指数 表 . 
№ 模 m = 43 的 指数 表 为 
а | order | а | order || а | order || а | order || а | order 
1 111 т || 21 7 || 31 21 || 41 w 
2 14 | 12 42 || 22 14 || 32 14 || 42 2 
3 42 || 13 21 || 23 21 || 33 42 
4 7 || 14 21 || 24 21 || 34 42 
5 42 || 15 21 || 25 21 || 35 1 
6 3 || 16 т || 26 42 || 36 3 
7 6 || 17 21 || 27 14 || 37 6 
8 14 | 18 42 || 28 42 || 88 21 
9 21 || 19 42 || 29 42 || 39 14 
10 21 || 20 42 || 30 42 || 40 21 
$! 5.2.12 iZ m = 167, RI m 的 所 有 整数 的 指数 表 . 
М Мт=167 的 指数 表 为 
а | order || а | order || а | order || а | order || а | order | а | order 
1 1 || 14 83 || 21 83 || 31 83 || 41 166 || 51 166 
2 83 || 12 83 || 22 83 || 32 83 || 42 83 || 52 166 
3 83 || 13 166 || 23 166 || 33 83 || 43 166 || 53 166 
4 83 || 14 83 || 24 83 || 34 166 || 44 83 || 54 83 
5 166 || 15 166 || 25 83 || 35 166 || 45 166 || 55 166 
6 83 || 16 83 || 26 166 || 36 83 || 46 166 || 56 83 
7 83 |17 166 || 27 83 | 37 166 || 47 83 | 57 83 
8 83 || 18 83 || 28 83 || 38 83 || 48 83 | 58 83 
9 83 | 19 83 | 29 83 | 39 166 || 49 83 | 59 166 
10 166 || 20 166 || 30 166 || 40 166 || 50 83 | 60 166 
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a | order а | order а | order а | order а | order а | order 
61 83 | 71 166 || 81 83 || 91 166 || 101 166 || 111 166 
62 83 || 72 83 || 82 166 | 92 166 || 102 166 || 112 83 
63 83 | 73 166 || 83 166 | 93 83 || 103 166 || 113 166 
64 83 || 74 166 || 84 83 || 94 83 || 104 166 || 114 83 
65 83 || 75 83 || 85 83 || 95 166 || 105 166 || 115 83 
66 83 || 76 83 | 86 166 || 96 83 || 106 166 || 116 83 
67 166 || 77 83 || 87 83 | 97 83 || 107 83 || 117 166 
68 166 || 78 166 || 88 83 || 98 83 || 108 83 || 118 166 
69 166 || 79 166 || 89 83 || 99 83 || 109 166 || 119 166 
70 166 || 80 166 || 90 166 | 100 83 || 110 166 || 120 166 

а | order а | order а | order а | order а | order 
121 83 || 131 166 || 141 83 || 151 166 || 161 166 
122 83 || 132 83 || 142 166 || 152 83 || 162 83 
123 166 || 133 83 || 143 166 || 153 166 || 163 166 
124 83 || 134 166 || 144 83 || 154 83 || 164 166 
125 166 || 135 166 || 145 166 || 155 166 || 165 166 
126 83 || 136 166 || 146 166 || 156 166 || 166 2 
127 83 || 137 83 || 147 83 || 157 83 
128 83 || 138 166 || 148 166 || 158 166 
129 166 || 139 166 || 149 166 || 159 166 
130 83 || 140 166 || 150 83 || 160 166 


Я 5.2.13 ЖЖ т = 53 的 原 根 . 
МШ i% m = 53, 则 


+(т) = +(53) = 22:13, ф = 2, ф = 13. 


因此 ， 
pm)/q1 = 26, p(m)/p = 4. 
ШЕ g8, gt 模 т 是 否 同 余 于 1. 对 2, 3 等 逐个 验算 . 


这 样 , 只 需 
22-4, 24-06, 28 =44, 212--15, 


213 =30, 226 =52=-1 (mod 53). 


因此 , g = 2 是 模 т = 53 的 原 根 . 
Я 5.2.14 Ж m = 109 的 原 根 . 
МШ “V m = 109, W 


Ф(т) = е(109) = 108 = 2.33, ф =2, ф= 3. 
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因此 ， 


ж(т)/а = 54, е(т)/ф = 36. 
这 样 , 只 需 验证 : 954, g36 模 т 是 否 同 余 于 1. 对 2, 3, 5, 6 等 逐个 验算 . 


254 = 108, 26-1 34-1 336 = 63, 


554 =1, 536 = 63, 654 = 108, 636 = 63 (mod 109). 


因此 , g = 6 是 模 т = 109 的 原 根 . 

例 5.2.15 ЖЖт= 113 的 原 根 . 

М VW m = 113, 则 

ф(т) = ф(113) = 112=2.7, ф = 2, ф = 7. 
因此 ， 
Ф(т)/а = 56, г(т)/ф = 16. 
这 样 , 只 需 验 证 : 496, 016 模 т 是 否 同 余 于 1. 对 2, 3, 5, 6 等 逐个 验算 . 
256 =1, 216 = 109， 356 =112, 336 = 49 (mod 113). 

因此 , g = 3 是 模 m = 113 的 原 根 . 

Я 5.2.16 ЖЖ т = 59 的 原 根 . 

М V m = 59, 01] 

p(m) = (59) = 2-29, а = 2, 42 = 29. 
因此 ， 
Ф(т)/ау = 29, e(m)/q = 2. 
这 样 , 只 需 验证 : 029, g № m 是 否 同 余 于 1. 对 2, 3 等 逐个 验算 . 
22-4, 229 =58=—1 (mod 59). 

因此 , g = 2 是 模 т = 59 的 原 根 . 

Я 5.2.17 ЖА m = 61 的 原 根 . 

М V m = 61, W 

Ф(т) = (61) =22.3.5, q =2, ф = 29, аз = 5. 
因此 ， 
$(т)/а1 = 30, ұ(т)/ф = 20, ф(т)/аз = 12. 
这 样 , 只 需 验证 : 930, 920, 012 模 mm 是 否 同 余 于 1. 对 2, 3 等 逐个 验算 . 
230 = 60, 220 = 47, 212=9 (mod 61). 


因此 , g = 2 是 模 m = 61 的 原 根 . 
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5.3 ”指标 及 n 次 同 余 式 
5.31 ”指标 


fE m = p° 或 оре 的 情形 下 , 模 m 的 原 根 g 是 存在 的 . 
利用 原 根 引进 指标 的 概念 , 并 应 用 指标 的 性 质 来 研究 同 余 式 


z" = a (mod m), (a,m)=1 (5.40) 


有 解 的 条 件 及 解数 . 
根据 定理 5.12, 知道 : № г 遍历 模 p(m) 的 最 小 正 完全 剩余 系 时 , g 遍历 模 т 的 一 个 
简化 剩余 系 . 因此 , 对 任意 的 整数 a, (a,m) = 1, 存在 唯一 的 整数 7, 1 < r (т), 使 得 


47 = a (mod m). 


ЖХ 5.31 设 m 是 大 于 1 的 整数 ,g 是 模 m 的 一 个 原 根 . 设 a 是 一 个 与 m 互 素 的 整 
数 , 则 存在 唯一 的 整数 r 使 得 


47 = а (mod т), 1< r< e(m) (5.41) 


RŽ, 这 个 整数 7 叫做 以 g 为 底 的 a 对 模 m 的 一 个 指标 , 记 作 r = indoa (Җ т = inda). 
例 5.3.1 整数 5 是 模 17 的 原 根 , 并 且 有 


51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 58 | 57 | 58 | 59 | 510 | би | 512 | Біз | бла |515 | 516 


5 8 6) 13 14| 2110 16 132 9 | U| 4 |3 356 a 7 | 1 


因此 , 有 


indsl=16, inds2=6, inds3=13, ind;4=12, inds5=14, inds6 = 3, 
inds7=15, inds8=2, ind;9=10, inds10=7, їпї11=11, inds12=9, 
inds13=4, іпф14-5, inds15=14, inds16= 8. 

定理 5.3.1 设 m 是 大 于 1 的 整数 ,g 是 模 m 的 一 个 原 根 . 设 a 是 一 个 与 m 互 素 的 整 

数 . 如 果 整 数 r 使 得 同 余 式 

" = а (mod m) (5.42) 
成 立 , 则 这 个 整数 r 满足 
7 三 indoa (mod ф(т)). (5.43) 
证 МЛ (ат) =, 所 以 有 


g” = a = 91998 (mod m). 


从 而 ， 


gr 49а = 1 (mod т). 
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又 因为 g 模 的 指数 是 ф(т), 根据 定理 5.1.1 


Ф(т) | т — ind;a. 


БЫ 


此 , sÑ (5.43) 成 立 . 证 毕 . 
推论 设 m 是 大 于 1 的 整数 ,g 是 模 m 的 一 个 原 根 . 设 a 是 一 个 与 m 互 素 的 整数 , 则 
ind;1 = 0 (mod ф(т)). 
证 因为 
g? = 1 (mod m), 


根据 定理 5.31, 有 
ind;1 = 0 (mod ф(т)). 


定理 5.3.2 设 m 是 大 于 1 的 整数 ,g 是 模 m 的 一 个 原 根 , r 是 一 个 整数 , МА 1 <r < 
plm), 则 以 g 为 底 的 对 模 m 有 相同 指标 r 的 所 有 整数 全 体 是 模 m 的 一 个 简化 剩余 类 . 

证 显然 ,有 

indog =r, (47,т)-1. 
根据 指标 的 定义 , 整数 a 的 指标 indga = r 的 充分 必要 条 件 是 
а = g" (mod m). 
故 以 9 为 底 对 模 m 有 同一 指标 г 的 所 有 整数 都 属于 gr 所 在 的 模 m 的 一 个 简化 剩余 类 . 
证 毕 . 

定理 5.3.3 Жт 是 大 于 1 的 整数 ,g 是 模 m 的 一 个 原 根 . Жа), ..., an 是 与 m 互 素 

的 n 个 整数 , 则 


іа, (а1 ·· аһ) = indg(a1) + - +. +іпа, (ал) (mod ф(т)). (5.44) 


特别 地 ， 
indo(a") = п indo(a) (mod ф(т)). (5.45) 


证 $ r; = ind(aj, &=1,--- ,n. 根据 指标 的 定义 , 有 
а = g™ (mod т), i=1,::: ‚п. 


从 而 


а1---а, = "+" (mod m). 
根据 定理 5.3.1, 得 到 式 (5.44), 即 
indg(a1*…an) = indg (a1) + --- Ріпа, (ал) (mod ф(т)). 


特别 地 , 对 于 аа = --- = an = a, AI (5.45) 成 立 . 证 毕 . 
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#1 5.3.2 作 模 41 的 指标 表 . 
解 已 知 6 是 模 41 的 原 根 , 直接 计算 gr (mod т). 


60=1, si 6-19, 6-ШІ, 64-25, 6-27, 


66 = 39, 67 = 29, 68-10, 69-19, 610 = 32, 61 = 28, 
612 =4, 613 = 24, 64 = 21, 615 =3, 616 = 18, 617 = 26, 


618 = 33, 619 = 34, 620 = 40, 621 = 35, 622 = 5, 623 = 30, 


624 = 16, 625 = 14, 626 = 2, 67-12, 628 = 31, 629 = 22, 
630 = 9, 63! = 13, 632 = 37, 633 = 17, 63* = 20, 635 = 38, 
636 = 23, 637 = 15, 638 = 8, 69 =7 (шой 41). 


数 的 指标 : 第 一 列表 示 十 位 数 , 第 一 行 表示 个 位 数 , 交叉 位 置 表示 指标 所 对 应 的 数 . 


0 š 2 3 4 5 6 7 8 8 
0 40 26 15 12 22 # 39 38 30 
1 8 3 27 31 25 37 24 33 16 9 
2 34 14 29 36 13 4 17 5 п 1 
3 23 28 10 18 19 21 2 32 35 6 
4 20 


J 5.3.3 分 别 求 整数 a 二 28, 18/46 ЯЖА 41 的 指标 . 

Ж 根据 模 41 的 以 原 根 9 = 6 的 指数 表 , 查找 十 位 数 2 所 在 的 行 , 个 位 数 8 所 在 的 列 ， 
交叉 位 置 的 数 11 就 是 inde28 = 11. 而 查找 十 位 数 1 所 在 的 行 , 个 位 数 8 所 在 的 列 , 交叉 位 
置 的 数 16 就 是 шав18 = 16. 

5.3.22 п 次 同 余 式 

为 什么 要 列表 呢 ? 这 是 因为 从 整数 r 计算 gr = a (mod т) 很 容易 ; 但 从 整数 a 求 整数 
т 使 得 g" = a (mod m) 就 非常 困难 . 

定义 5.3.2 设 m 是 大 于 1 的 整数 ,a 是 与 m 互 素 的 整数 . 如 果 n 次 同 余 式 

т" = a (mod m) (5.46) 
AR, 则 a 叫做 对 模 m 的 次 剩余 ; 否则 , a 叫做 对 模 m 的 п 次 非 剩 余 . 

Я 5.3.4 Ж 5 ХЕЖХ, 15 = 9 (mod 41) 的 解 . 

解 Ана 的 指标 表 , 查找 整数 9 的 十 位 数 0 所 在 的 行 , 个 位 数 9 所 在 的 列 , 交叉 位 置 
的 数 30 就 是 inde9 = 30. 再 令 z = 67 (mod 41), 原 同 余 式 就 变 为 

6 型 = 630 (mod 41). 
因为 6 是 模 和 的 原 根 , 根据 定理 5.3.1, 有 


5y = 30 (mod 40) 或 y=6 (mod 8). 
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解 得 
у = б, 14, 22, 30, 38 (mod 40). 


因此 , 原 同 余 式 的 解 为 


т-66-39, т=6 = 21, т=6??=5, 


т= 680 = 9, т= 68 = 8, з= 6% = 7 (шой 41). 


定理 5.3.4 设 m 是 大 于 1 的 整数 ,g 是 模 m 的 一 个 原 根 . 设 a 是 一 个 与 m 互 素 的 整 
žk, 则 同 余 式 (5.46) 
т" = a (mod m) 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 
(п,ф(т)) | inda, (5.47) 
且 在 有 解 的 情况 下 , 解数 为 (n,p(m)). 
证 若 同 余 式 (5.46) 有 解 
z = zo (mod m), 
则 分 别 存在 非 负 整数 u, т 使 得 


zo = g", a= g" (mod т). 


ІН> (5.46) 得 


ч 


4“" = g" (mod m) 
或 
ит = r (mod ф(т)). 
即 同 余 式 
n X = r (mod ф(т)) (5.48) 
有 解 X = u (mod ұ(т)). 因此 , 式 (5.47) 成 立 . 
反 过 来 , 若 式 (5.47) 成 立 , 则 式 (5.48) 有 解 
X = и (mod ф(т)), 
且 解数 为 (n,p(m)). 因此 , 式 (5.46) 有 解 


то = g“ (mod m), 


解数 为 (n, ф(т)). 证 毕 . 
推论 在 定理 5.3.4 的 假设 条 件 下 , a 是 模 m 的 n 次 剩余 的 充分 必要 条 件 是 


а =1 (mod m), d= (п,Ф(т)). (5.49) 


证 由 定理 5.3.4 证 明 : 同 余 式 (5.46) 


т" = a (mod m) 
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有 解 的 充分 必要 条 件 是 同 余 式 (5.48) 
n X = r (mod ф(т)) 
有 解 . 而 这 等 价 于 式 (5.47) 
(n, ф(т)) | inda, 
即 
inda = 0 (mod d). 
两 端 同 乘 以 ,得 到 


P inda = 0 (mod ф(т)). 


这 等 价 于 式 (5.49). 证 毕 . 

例 5.3.5 求解 同 余 式 

zŠ = 23 (mod 41). 
解 因为 
d= (n, p(m)) = (8, ф(41)) = (8,40) = 8, 
1423 = 36. 

又 36 不 能 被 8 整除 , 所 以 由 定理 5.3.4 FEARREN. 

例 5.3.6 求解 同 余 式 

z12 = 37 (mod 41). 
т 因为 
4-(п,(т)) = (12, (41)) = (12,40) = 4, 
ind37 = 32. 
又 4|32, 所 以 同 余 式 有 解 . 现 求解 等 价 的 同 余 式 
12 indz = ind37 (mod 40) 
或 
3 indz = 8 (mod 10). 
得 到 
indz = 6, 16, 26, 36 (mod 40). 
查 指标 表 得 原 同 余 式 解 
z = 39, 18, 2, 23 (mod 41). 

定理 5.3.5 设 m 是 大 于 1 的 整数 ,g 是 模 m 的 一 个 原 根 . 设 a 是 一 个 与 m 互 素 的 整 

žk, Я] a 对 模 m 的 指数 是 


(m) 


°T qinda, фт) к) 


特别 地 , a ZAR m 的 原 根 当 且 仅 当 


(inda, ф(т)) = 1. (5.51) 
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证 因为 模 m 有 原 根 g, 所 以 有 


а = ginde (mod т). 


根据 定理 5.1.3, а 的 指数 为 


ER ord(g) Ф(т) 
н Е ыы = 
显然 , a BE m 的 原 根 的 充分 必要 条 件 是 ord(a) = (т), 即 式 (5.51) 成 立 . іе. 


定理 5.3.6 Жт 是 大 于 1 的 整数 ,g 是 模 m 的 一 个 原 根 , 则 模 m 的 简化 剩余 系 中 , 指 
ЖЖ е 的 整数 个 数 是 ple). 特别 地 , 在 模 m 的 简化 剩余 系 中 , 原 根 的 个 数 是 p(p(m)). 
证 因为 模 m ARAR g, 根据 定理 51.3, ЭП а = 44 的 指数 为 


КІ _ _ord(g) (т) 
өне) odd) ені CO 


显然,e 的 指数 是 e 的 充分 必要 条 件 是 7 27 =e, W 


(арт) = #0). 


%4- a (m )，0 < gf < e. 上 式 等 价 于 (2,6-1. 易 知 这 样 的 有 үде) 个 . 从 而 指数 为 
Ф(т) 的 整数 个 数 是 e(e(m)), 即 原 根 个 数 是 ф(ф(т)). 证 毕 . 


5.4 习题 
(1) 计算 2,5,10 13 的 指数 . 
(2) 计算 3,7,10 模 19 的 指数 . 
(3) 求 模 81 的 原 根 . 
(4) 证 明 : 不 存在 模 55 的 原 根 . 
(5) 问 模 47 的 原 根 有 多 少 个 ? ЖНИЯ 47 的 所 有 原 根 . 
(6) 问 模 59 的 原 根 有 多 少 个 ? 求 出 模 59 的 所 有 原 根 . 
(7) 设 m > 1 是 整数 ,a 是 与 т 互 素 的 整数 . 假如 ordm(a) = st, 那么 огат(а*) = t. 
(8) W п 是 一 个 正 整数 , d 是 (п) 的 一 个 正 因数 . 问 是 否 存 在 整数 使 得 ordn(a) = 
(9) Z m = an — i 其 中 a 和 是 正 整数 . 证 明 : ordm(a) = n, 从 而 得 到 пір(т). 
(10) 设 p 和 人 一 1 都 是 素数 , 设 a 是 与 p 互 素 的 正 整数 . 如 果 


аж1, a221, а? #1 (mod p), 


则 а 是 模 p 的 原 根 . 
(11) 求 模 113 的 原 根 . 
(12) 求 模 1132 的 原 根 . 
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(13) ЖЖ 167 的 原 根 . 
(14) 求 模 1672 的 原 根 . 
(15) 设 是 正 整 数 . 如 果 存 在 一 个 整数 а 使 得 
ал"! =1 (modm) 
以 及 
а" #1 (mod п) 


对 n 一 1 的 所 有 素 因 数 q, W ”是 一 个 素数 . 
(16) 求解 同 余 式 


可 


222 = 5 (mod 41). 


(17) 求解 同 余 式 
z22 = 29 (mod 41). 


思考 题 

1) 编程 实现 计算 整数 а 模 m 的 指数 . 

2) 编程 实现 计算 序列 = (uk = ak mod m | k > 1) 的 最 小 周期 p(w). 

3) 2 p 是 奇 素数 . 编程 实现 计算 整数 a 模 p 的 指数 . 

(4) B p 是 奇 素数 . 编程 实现 计算 序列 多 = {ux = ak mod p | k > 1) 的 最 小 周期 p(w). 

5) 设 p 是 奇 素数 . 编程 实现 计算 模 p 的 原 根 g. 

(6) 设 p 是 奇 素数 , a 是 正 整 数 . 编程 实现 计算 模 pe 的 原 根 g. 

т) 设 p 是 奇 素数 . 编程 实现 计算 模 р 的 原 根 9 及 构建 指数 表 , 并 由 此 求解 п 次 同 余 式 
т" = b mod р. 

(8) 设 p 是 奇 素数 . 编程 实现 计算 模 的 原 根 9 及 构建 指数 表 , 并 由 此 快速 计算 a-b mod р. 

9) W p, q 是 不 同 奇 素数 . 编程 实现 计算 整数 a Eš p. q 的 指数 . 

(10) # р, 9=22 一 1 是 不 同 奇 素数 . 编程 实现 计算 整数 a В р-а 的 指数 . 


(п) 设 m 9 是 不 同 奇 素 数 , Н 21, 4—1 都 是 素数 . 编程 实现 计算 浆 数 。 模 р-а 的 指数 


第 6 章 素性 检验 
在 本 章 , 研究 如 何 产生 以 及 如 何 快速 产生 大 素数 , 特别 是 利用 对 于 素数 成 立 的 定理 (Fer- 
mat 小 定理 、 欧 拉 定 理 等 ) 的 否定 说 法 来 产生 大 素数 . 
61 з 


6.1.1 (ЖШ Fermat 素性 检验 
根据 Fermat 小 定理 可 知 : 如 果 п 是 一 个 素数 , 则 对 任意 整数 凡 (b,n) = 1, 有 


ТЕТ (mod n). 
由 此 可 得 : 如 果 有 一 个 整数 b. (b,n) = 1 使 得 
bn-1 Z 1 (mod п), 
则 п 是 一 个 合 数 . 
将 指数 的 语言 用 于 上 述 的 讨论 , 并 结合 定理 5.1.1, 有 : ШЖ n 是 一 个 素数 , 则 对 任意 整 


ЖЫ (ьп) = 1, 有 
ordn(b) | n — 1. 


由 此 可 得 : 如 果 有 一 个 整数 六 (b,n) = 1 使 得 
ordn(b) [n – 1. 


W n 是 一 个 合 数 . 


例 6.1.1 因为 
262 = 960 .22 = (26)10 .22 = 6410.22 = 4 Æ 1 (mod 63), 
所 以 63 一 个 是 合 数 . 事实 上 ， 
23 = 1 (той?) 
26 = 1 (шой 9) 
以 及 orda (2) = 6 {63—1. 
上 述说 法 的 否定 说 法 不 能 成 立 . 事实 上 ， 


8& = 1 (шой 7) 
82 = 1 (шой 9) 


以 及 ог4вз(8) = 2 |63-1. 
例 6.1.2 
862 = (2651 = 1 (шой 63). 
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定义 6.1.1 设 n 是 一 个 奇 合 数 . 如 果 整 数 b,(b,n) 二 1 使 得 同 余 式 
5-1 = 1 (mod п) (6.1) 


成 立 , 则 n 叫做 对 于 基 b 的 伪 素 数 . 

注 伪 素 数 的 表述 也 可 以 用 周期 序列 来 解释 . 设 n 是 一 个 奇 合 数 . 如 果 整 数 b, (Ь,п) = 1 
使 得 n 一 1 为 序列 w= [uk = bk mod n | k > 1} 的 周期 , Ш n 叫做 对 于 基 b 的 伪 素 数 . 

因为 n 为 素数 时 , 对 任意 整数 访 (b,n) = 1, 有 mn 一 1 为 序列 w= {ик = bk mod n | k > 1) 
的 周期 . 

ІНІН, 车 存在 整数 5，(b,n) = 1, 使 得 n 一 1 不 是 序列 w= {up = bk mod n |k > 1} H 
周期 , ЖШ п 一 定 是 合 数 . 

Я 6.1.3 整数 63 都 是 对 于 基 b= 二 8 的 伪 素 数 ， 

例 6.1.4 ЖЖ 341 = 11 - 31, 561=3-11-17, 645 = 3 -5 -43 都 是 对 于 基 b= 2 的 伪 素 
数 , 因为 

2340 = (mod 341), 2560 = 1 (mod 561), 2644 = 1 (mod 645). 


事实 上 , 有 
22 = 1(шо43) 22 = 1(шой3) 
20 = 1 (шоа 1) 
i 4 нк 210 = 1(mod11) ， 24 = 1(mod5) . 
= mo 
28 = 1 (mod 17) 24 = 1 (шой 43) 


下 面 讨论 伪 素 数 的 性 质 . 

定理 6.1.1 设 是 一 个 奇 合 数 , BJ 

(i) n 是 对 于 基 b 的 伪 素 数 当 且 仅 当 5 模 nn 的 阶 整 除 n 一 1. 

(її) 如 果 n 是 对 于 基 bi 和 基 bo 的 伪 素 数 , 则 п 是 对 于 基 bi -b 的 伪 素 数 . 

(Hi) 如 果 n 是 对 于 基 b 的 伪 素 数 , Шал ТА 的 伪 素 数 . 

(iv) 如 果 有 一 个 整数 b 使 得 同 余 式 ( 6.1) 不 成 立 , 则 模 n 的 简化 剩余 系 中 至 少 有 一 半 
的 数 使 得 同 余 式 (6.1) 不 成 立 . 

证 (1) 如 果 是 对 于 基 ， 的 伪 素 数 , 则 有 


b"™1=1 (mod n). 


根据 定理 5.1.1, 有 
ога, (b) | n — 1. 


反 过 来 , WMR ога, (Б) | n — 1, 则 存在 整数 q 使 得 п — 1= 4 ога, (b). 因此 , 有 
&"—% = [bda = 1 (mod n). 
(11) 因为 n 是 对 于 基 bir 和 基 bo 的 伪 素 数 , 所 以 有 


9—1 =1, 01-1 -1 (шой п). 
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从 而 ， 
(b1:b2)" 1 = 61-1. 62-1 = 1 (mod п). 
故 n ERTE bi - 的 伪 素 数 . 
Gii) 因为 n 是 对 于 基 b 的 伪 素 数 , 所 以 有 


лгі = 1 (mod n). 
从 而 ， 
(5-1)-1-(4л-1)-1 = 1 (mod n). 
故 是 对 于 基 ИАЖ. 
(iv) # bi, …，bs，bs+1 2, бат) 是 模 的 简化 剩余 系 , 其 中 前 s 个 数 使 得 同 余 式 (6.1) 
成 立 , 后 p(n) — в 个 数 使 得 同 余 式 (6.1) 不 成 立 . 根据 假设 条 件 , 存在 一 个 整数 b, (b,n) = 1, 
使 得 同 余 式 (6.1) 不 成 立 , 再 根据 结论 (ii) 和 Gii), 有 s 个 模 n 不 同 简化 剩余 


5-5, bak; 


使 得 同 余 式 (6.1) 不 成 立 . 因此 , s < p(n) — s, 或 者 p(n) — в > ҒО) 这 就 是 说 , В n 的 简化 
剩余 系 中 至 少 有 一 半 的 数 使 得 同 余 式 (6.1) 不 成 立 . 证 毕 . 
例 6.1.5 设 n=63, 求 出 所 有 整数 b, 1<b<n 一 1 使 得 n Жж} Ж Ь 的 伪 素 数 . 


а" || а |а! || а |а! || а | а || а | а"! 


1 14 Т 27 | 36 40 | 25 53 | 37 
4 15 | 36 28 | 28 |41| 43 54 | 18 
9 16| 4 29| 22 42| 0 55 1 

16 17 | 37 30 | 18 | 43 | 22 56 | 49 
18| 9 31| 16 44 | 46 57 | 36 
36 19 | 46 32 | 16 | 45 9 58| 25 
49 20| 22 |33 | 18 46 | 37 | 59| 16 
т 21 0 34 


om лы ф ю не 
t 
© 


22 
18 22 | 43 |35 | 28 
23 | 25 36| 36 |49) 7 62 1 
46 
58 
9 


10| 37 
11| 58 24 9 37 50 | 43 
12| 18 25 | 58 38 51| 18 


13 | 43 26 | 46 39 52| 58 


定理 6.1.1 (iv) 告知 我 们 : 对 于 大 奇数 , 如 果 有 一 个 整数 b, (Б, п) = 1, 使 得 同 余 式 ( 6.1) 
不 成 立 , WER n 的 简化 剩余 系 中 至 少 有 一 半 的 数 使 得 同 余 式 (6.1) 不 成 立 . 这 就 是 说 , 对 于 
随机 选取 的 整数 b, (b,n) = 1, 有 50% 以 上 的 机 会 来 判断 出 п 是 合 数 , 或 者 说 п 是 合 数 的 可 
能 性 小 于 50%. 
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假设 一 个 盒子 内 有 N 个 大 小 相同 的 球 (如 N = 21024), 球 的 颜色 有 绿色 和 红色 两 种 . 如 
果 蓝 球 个 数 小 于 或 等 于 红 球 个 数 , 则 从 盒子 中 随机 取 到 蓝 球 的 概率 小 于 或 等 于 >, 连续 大 次 


取 到 蓝 球 的 概率 小 于 或 等 于 э. 

现在 , 给 出 判断 一 个 大 奇 整数 n 为 素数 的 方法 : 

(1) 随机 选取 整数 bi, 0 < bí < n, 利用 广义 欧 几 里 得 除法 计算 br 和 n 的 最 大 公 因 数 
dı = (bi,n). 

(2) WR di > 1, M п 不 是 素数 . 

(3) 如 果 di = 1, 则 计算 09-1 (mod n), 看 看 同 余 式 (6.1) 是 否 成 立 . 

。 如 果 不 成 立 , п 不 是 素数 . 

° 如 果 成 立 , п 是 合 数 的 可 能 性 小 于 3 或 者 说 п 是 素数 的 可 能 性 大 于 1 — 1 г 

重复 上 述 步 又 . 

(1) 再 随机 选取 整数 bo, 0 < bo < п, 利用 广义 欧 几 里 得 除法 计算 bo 和 n 的 最 大 公 因 数 
Ф = (b2, п). 

(2) 如 果 d> > 1, W n 不 是 素数 . 

(3) ШЖ d, = 1, 则 计算 51-1 (mod n), 看 看 同 余 式 (6.1) 是 否 成 立 . 

° 如 果 不 成 立 , п 不 是 素数 . 

° 如 果 成 立 , п 是 合 数 的 可 能 性 小 于 5 或 者 说 п 是 素数 的 可 能 性 大 于 1- 5 қ 

继续 重复 上 述 步 又, ……… , 直至 第 t 步 . 

(1) 随机 选取 整数 b. 0 < b, < n, 利用 广义 欧 几 里 得 除法 计算 b, 和 n 的 最 大 公 因 数 
d, = (b,n). 

(2) 如 果 d, > 1, 则 nn 不 是 素数 . 

(3) ШЖ d, = 1, 则 计算 62-1 (mod n), 看 看 同 余 式 (6.1) 是 否 成 立 . 

。 如 果 不 成 立 , п 不 是 素数 . 

。 如 果 成 立 , п 是 合 数 的 可 能 性 小 于 2 或 者 说 n 是 素数 的 可 能 性 大 于 1- 2. 

上 述 过 程 也 可 简单 归纳 为 : 

Fermat 素性 检验 

给 定 奇 整数 n > 3 和 安全 参数 t. 

(1) 随机 选取 整数 b, (Ьп)=1,2<Ь<п-—2. 

(2) 计算 r =b”! (mod n). 

(3) WR r Z 1, W ”是 合 数 . 

(4) 上 述 过 程 重复 t 次 . 
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本 节 讨 论 伪 素数 的 存在 性 . 
ЗІҢ 6.1.1 设 d, n 都 是 正 整数 . 如 果 d 能 整除 n, Л] 24 一 1 能 整除 2" — 1. 
证 因为 d |n, 所 以 存在 一 个 整数 g AE п = да. 因此 ,有 


ж-1-(2-1- ((2%#-% + (282 +... +24 +1)(0®-— 1). 


故 24 一 1| 2 一 1 证 毕 . 
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定理 6.1.2 存在 无 穷 多 个 对 于 基 2 的 伪 素 数 . 

证 (I) 证 明 : 如 果 n 是 对 于 基 2 的 伪 素 数 , 则 т = 2" — 1 也 是 对 于 基 2 的 伪 素 数 . 事 
KE, 因为 n 是 对 于 基 2 的 伪 素 数 , 所 以 п 是 奇 合 数 , ЗЕН 27-1 = 1 (mod п). HF п 是 奇 
合 数 , 所 以 有 因数 分 解 式 п = 9-4, 1<d<n,1< q< n. 根据 引 理 , 得 到 24 — 1 | 2" — 1. A 
此 т= 2" —1 是 合 数 . 


现在 验证 


2т-1 = 1 (mod m). 


因为 27-1 = 1 (mod n), 所 以 可 以 将 m — 1 = 2(2n—1 — 1) 写成 m 一 1= kn. 根据 引 理 , 得 到 
27 一 1 | 2m-1 一 1. 因此 , FRR 
2™-1=1 (mod m) 
ЖАУ. 故 m = 2" — 1 是 对 于 基 2 ИАЖ. 
(H) 取 no 为 对 于 基 2 的 一 个 伪 素 数 , 例如 по = 341 是 一 个 对 于 基 2 的 伪 素 数 . 再 令 


ni = 2" — т 29 — 1, na = 2" — 1, 5 


根据 结论 (T), 这 些 整数 都 是 对 于 基 2 的 伪 素 数 . 证 毕 . 


6.1.3 ”平方 因子 的 判别 
因为 判断 n 是 否 有 平方 因子 是 产生 大 素数 或 作 因数 分 解 的 重要 步骤 之 一 , 所 以 给 出 相 
定理 6.1.3 设 n 是 一 个 有 平方 因子 的 整数 , ЛЕА Ь, (b,n) = 1 使 得 同 余 式 (6.1) 
不 成 立 , Ep 
bn-1 Z 1 (mod n). 
ME 反 证 法 . 设 对 所 有 的 正 整数 六 (b,n) = 1, 都 有 同 余 式 
1 = 1 (mod n) 
成 立 . 根据 定理 的 假设 , ТЕЕ ТЖ pe, a > 2, 使 得 = p-n, (п’,р) = 1. 根据 定理 
5.2.7, 存在 g 使 得 g 是 模 pe 原 根 , ШІ 
огра (9) = p° 1(p — 1). 


现在 运用 定理 3.2.1 (中 国 剩余 定理 ), 可 求 得 z = b (mod n) 满足 : 


т = g (modp°), 
| т = 1 (шой т). 
这 时 , 有 (b,n) =1 以 及 
ога, (0) = ordpa (9) = р" 1). 
因为 
b”! =1 (mod п), 
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所 以 
ТЕТ (mod p°). 
根据 定理 5.1.1, 得 到 
огр» (6) | п-1 或 p%-(p-1)|n-1. 
因此 , р | п- 1. 这 不 可 能 . 证 毕 . 
6.1.4 Сагшісһегі Ж 
本 节 讨论 使 得 Fermat 素性 检验 算法 无 效 的 整数 . 
定义 6.1.2 &Җ п 称 为 Carmichael Ж, 如 果 对 所 有 的 正 整 数 b, (b,n) = 1, 都 有 同 
余 式 
5" = 1 (mod n) 
Ж Carmichael 数 ”也 可 解释 为 这 样 一 个 正 合 数 n, 它 使 得 对 所 有 的 正 整数 已 (b,n) = 
lm 一 1 都 是 序列 v = {ик = 0% mod n | k > 1) 的 周期 . 
0] 6.1.6 Ж 561 =3. 11-17 是 一 个 Carmichael žk. 
证 如 果 (6,561) = 1, M| (b,3) = (b,11) = (b, 17) = 1. 根据 Fermat 小 定理 ,有 


b? =1 (mod 3), 59-1 (mod 11), 66 = 1 (mod 17). 


从 而 ， 
0560 = (2)%0 -1 (mod 3), 
1560 = (510)56 -1 (шой 11), 
0560 = (516)35 -1 (mod 17). 
因此 , 有 


b560 = 1 (mod 561). 


定理 6.1.4 设 n 是 一 个 奇 合 数 . 
(1) 如 果 n 被 一 个 大 于 1 平方 数 整除 , 则 п 不 是 Carmichael Ж. 
(1) 如 果 п= р: pk 是 一 个 无 平方 数 , 则 п 是 Carmichael 数 的 充 要 条 件 是 


р-1|п-1, 1<i<k. 


证 (1) 由 定理 6.1.3 得 到 . 
(1) 设 n= pi…pk 是 一 个 无 平方 数 . 
充分 性 . 设 有 正 整 数 b, (b,n) = 1, W (b,pi)=1,1<igk, 有 
ТЕТ (шой р), 1<:< k. 
进而 Е 
b t= asp ss - 1 (шой pi), 1<i<k. 


这 说 明 n 是 Carmichael Ж. 
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必要 性 . В п 是 Carmichael Ж, 则 对 所 有 的 正 整 数 b, (b,n) = 1, 都 有 同 余 式 
b”! = 1 (mod n). 


固定 i, 1 < i < k, 并 设 gi 是 模 pi 原 根 , 则 存在 整数 bi 满足 


т = g (mod p;), 
n 
т = 1 (mod a 
这 时 , (bi,n) = 1, Н. 
bn-1 = 1 (mod п). 
进而 ， 
"ТЕТ (mod pi). 


ord, (b) | п-1 Ж p —1l|n-1. 


证 毕 . 
定理 6.1.5 每 个 Carmichael 数 是 至 少 三 个 不 同 素数 的 乘积 . 
证 反 证 法 . 假设 有 一 个 Carmichael 数 n, 其 可 以 表示 为 两 个 素数 的 乘积 . 不 妨 设 п = 
р: p <q. 根据 定理 6.1.4 (ii), Чп-1=0 (mod q — 1). ММ, 


р-і-тп-1-р(4-1)-0(шо44-1). 
这 不 可 能 . 因此 , 每 个 Carmichael 数 是 至 少 三 个 不 同 素数 的 乘积 . 证 毕 . 
Ж (1) 存在 无 穷 多 个 Carmichael 数 . 
(2) Ма 充分 大 时 , 区 间 [2, п] 内 的 Carmichael 数 的 个 数 > п2/7, 
6.2 Euler 伪 素 数 


6.2.1 Ешег 伪 素 数 、Solovay-Stassen 素性 检验 
设 n 是 奇 素数 . 根据 定理 4.3.1, 有 同 余 式 


=-(@ =ч» 


对 任意 整数 成立. 
因此 , 如 果 存 在 整数 b, (b,n) = 1, 使 得 


ын; (2) (mod п), 


п 不 是 一 个 素数 . 
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例 6.2.1 iZ n = 341, b= 2. 分 别 计算 得 到 


341-1 
2 


277 = 1 (mod 341) 以 及 (=) фу, 


因为 


aT ЕЗ (=) (mod 341), 


所 以 341 不 是 一 个 素数 . 
定义 6.2.1 n -SEJAK AEK b 5 n ЕЖ. 如 果 整 数 n 和 也 满足 条 件 


bs = (z) (mod n), (6.2) 


Я] n 叫做 对 于 基 b 的 Euler 伪 素 数 . 
例 6.2.2 iZ m = 1105, b= 2. 分 别 计算 得 到 


1105-1 


ЭЗ = 1 (шой 1105) ”以 及 (=) = у 
因为 


2323 = (=) (тоа 1105), 


所 以 1105 是 一 个 对 于 基 2 的 Euler 伪 素数 . 

例 6.2.3 Ж n = 11:31 = 341. K iB ff ЖЖ b, 1 <b <n- 144 n ТЖ b 5 
Euler HAZ. 

№ (п) = 300, 使 得 n РЕ ЬО b A 97 №, 概率 为 аг, 这 些 b 为 


b= 1, 2 4 8 15%, 16, 23% 27, 29, 30, 
32%, 35», 39x, 46, 47, 54, 58+, 60», 61, 63x, 
64, 70, 18, 85, 89% 91», 92», 94%, 95% 97, 
101», 108%, 109%, 116, 120, 192», 123, 125, 126, 128», 
139, 140», 147», 151, 153, 156%, 157, 159, 163, 170», 
171», 178, 182, 184, 185+, 188, 190, 194», 201», 202, 
213%, 215, 216, 218, 219», 221, 295, 232», 933», 240», 
244, 246+, 247», 249%, 250x, 2502», 256, 263, 271, 277, 
278%, 280, 9281», 283+, 287, 294, 295, 202», 306», 309», 


311, 312, 314», 318+, 325, 326», 333», 337, 330%, 340. 


+ 中 未 标注 * 号 的 数 b 使 得 n 是 对 于 基 b Ешег 伪 素 数 , 共有 50 个 , 概率 为 1: 


ү 
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o | (人 | |ы | (| | IO!SKEEDO!SIO!, ь)|ь®* e) 
1 1 1 11 242 0 21 56 š 31 155 0 41 56 -і 
2* 1 -1 12 67 一 1 22 242 0 32* 1 一 1 42 56 一 1 
3 67 一 1 13 56 1 23ж 1 一 1 33 187 0 43 67 š 
4| 1 [a [мот | 1 |2| вт | 1 |за | вт | -1 |4| 22 | o 
5| s |1 || 1 | -1 ||| вт | 1 || 1 | |а| вт | 1 
6| er |1 |1611 | 1 |æ в || 3| s | 1 |а| 1 |1 
7| e |1 [17 | вт | 1 |2| 1 | а | 37| вт | і |а| 1 |1 
#11 |- [ав 56 | -1 [ов | вт | і | 33| вт | 1 ав) вт |1 
99|s | 1 |191 вт | 2| 1 | 1 [|з |1 | |a % | 1 
0 | 56 | -1 | 2 | se | 1 [зо | 1 | 1 |a | 5 | -ıı 6 | — 
ь ые (8) | | 的 | 多 | КЕ КОК ье | (2) 
sı | se | [е1 |a |т| s | 1 |а| e | 1 lox| |1 
52 | 56 | 1 |в | 155 | o |2] se | 1 | в | s | 1 |> 1 |-1 
53 | 6 | -1 |з 1 1 | -1 ||тз| se | 1 | вз | s | 1 [оз | 155 | о 
s| 1 |a feaj 1 |a |м вт | 1 |в | s | 1 s 1 |- 
55 | 53 | o |651 67 | 1 |z] se | -1| s| 1 | 1 | 1 |-1 
56 | вт | 1 |6 | 187 | о |z] вт | -1 || в | вт | -1 | % | вт | 1 
57 | se | 1 |e | s | 1 |z] авт | о |вт| вт | [ота | 1 
58«| 1 | -1 [ев | вт | 1 |z, 1 | 1 || s| 22| о |9 | 56 | -1 
s9 | вт | 1 |в | вт | 1 |79| вт | 1 |s| | -1 |99] 23| 0 
в*| 1 |-1|\т| 1 | 1 || в | 1 |° | вт | 1 |10| 67 | 1 
b o=] (a)i o [e=] (è) e J=] (4) e [e=] ӨЛІК: ы (=) 
101* 1 = 111 56 1 121 253 0 131 67 = 141 67 -1 
102 56 1 112| 67 =l 122+ 1 = 132 187 0 142 56 =r 
103 56 4 113) 56 1 123 1 1 133 56 1 143 253 0 
104 56 =1 114| 56 —1 124 155 0 134 56 = 144 56 1 
105 67 1 115) 56 = 125 1 1 135 56 =й 145 56 1 
106 56 1 116 1 1 126 1 # 136 67 = 146 56 =1 
107 67 = 117| 67 1 127 67 1 137 56 -1 147* d =l 
108+ 1 一 118| 67 —1 128* 1 -% 138 67 = 148 67 —1 
109* # -1 119| 56 =R 129 56 —1 139 Ж 1 149 67 —1 
110 | 253 0 120 1 1 130 67 0 140* T —1 150 56 1 
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b o=] (è) è [5] (è) ьо (2) e 1o (5) e ье | (2) 
151 1 Ж 161 67 1 171ж 1 -1 181 56 -1 191 56 1 
152 67 Ж 162 67 一 1 172 67 1 182 ү] 1 192 67 一 1 
153 |; g 163 1 % 173 56 —1 183 67 一 1 193 67 —1 
154 | 187 | o | 16а | 56 | -1 || 174| вт | í |18) 1 | 1 |19| 1 |-1 
155 | 155 | o || 165 | 242 | о | s| 56 | -as 1 | —1 || 195| 56 | -1 
156#| 1 | -1 || 16| 56 | —1 | 116 | 242 | o || 186 | 155 | о | 36] 56 |1 
157| 1 | 1 |169 67 | 1 || 177| 56 | —1 || 187| 187| о | 197) s6 | 1 
158 | вт | 1 || 168| 56 | —1 || 1781 1 | 1 [ass] 1 | 1 | 18| 253 | о 
159| 1 | 1 |169 вт | 1 ||1тә| вт | —-1 || 189| вт | 1 |199) 56 | 1 
160 | 56 | —1 |170) 1 | ~ || 180| 67 | 1 | 190] 1 | | 20| вт | -1 

b (5| (2) ь e=] (z) Мы (2) e Leal] e e=] (2) 
201+ 1 | -1 || 21| вт | |221| 1 | 1 231| 33| o | 21| ez] 1 
22| 1 | 1 || 22| 56 | —1 || 222| 56 | -1 | 232| 1 | || 242| 233| 0 
203 | вт | -1 || 213| 1 | -1 || 223| вт | -1 || 233| 1 | -1 || 243| 56 | —1 
204| 56 | -1 || 214| вт | 1 |224| вт | 1 | 234| вт | 1 || 24| 1 | 1 
2085| вт | -1 || 25| 1 | 1 |25 1 | 1 23] s6 | 1 || 25| 67 |1 
206 | 56 | -1 || 26| 1 | 1 |26 56 | —1 || 236| 67 | 1 |26 1 |-1 
207| 56 | -1 || 217| 155 | o |227| se | -1 || 237| 56 | — || 247| 1 |-1 
208| в] 1 || 28| 1 | 1 | ов) se | 1 || 233| 56 | 1 j| 248| 155| 0 
209 | 187| о |29 1 | -1 || 229| вт | —1 || 239| 56 | 1 |2 1 | -1 
210| вт | -1 || 220| 23 | о |2o se | 1 | 240| 1 | -1 ||250| 1 | -1 

ь o=] (| (a)l ь КА (2) | e (е) ыз (2) 
251 67 —1 261| 56 R 271 1 1 281+ 1 = 291| 67 =} 
2592ж 1 =1 262| 67 1 272 67 1 282 67 1 292| 56 1 
253 | 242 0 263 1 1 273 67 1 283ж 1 =L 293| 67 -і 
254 67 —1 264| 187 0 274 56 1 284 56 1 294 1 1 
255 67 = 265| 67 = 275 | 187 0 285 67 1 295 # 1 
256 1 1 266| 56 =ї 276 67 1 286 | 253 0 296| 67 1 
257 56 1 267| 67 Ж 277 1 1 287 1 1 297| 242 0 
258 56 1 268| 56 1 278ж 1 -1 288 56 =1 298| 67 1 
259 56 1 269| 56 = 279 | 155 0 289 56 1 299| 56 —1 
260 67 1 270| 56 1 280 1 1 290 56 —1 300| 56 = 
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b |F (=) Ган (=) Бы (=) b ъз (>) 
301 56 一 1 311 1 1 321 56 1 331 56 一 1 
302* 1 —1 312 1 1 322 67 一 1 332 56 1 
303 67 1 313 67 一 1 323 56 一 1 333* L 一 1 
304 67 一 1 314* 1 一 1 324 67 1 334 67 一 1 
305 | в | 1 |35 | 56 | — | 35 | 1 1 || 335 | e |1 
306% |1 | -1 || 316 | вт | 1 |з 1 | — || 336 | 56 |1 
зот | 67 | =x |317 | 67 | 1 || зт | ez | 1 || 397 |1 1 
зов | 187 | о |3& | 1 | -1 | 328 | 56 | 1 || 338 | 67 | — 
309% 1 | 1 | 319 | 22 | o || 329 | 67 | — || 335% 1 |-1 
310 | 155 | о || 320 | 56 | 1 || 330 | 242 | о || зао | 1 1 


Solovay-Stassen 素性 检验 

给 定 奇 整 数 n > 3 和 安全 参数 七 

(1) 随机 选取 整数 六 2<5<п-2. 

(2) 计算 r = b*z* (mod n). 

(3) WR r Z 1 D. r Z n 1, п 是 合 数 . 
(4) 计算 Jacobi 符号 s= (2). 

(5) Ж”, т 

(6) 上 述 过 程 重复 t 次 . 


6.2.2 EAZ Euler 伪 素 数 


定理 6.21 wA n ZIPA bth Euler Ж, B| п 是 对 于 基 b 的 伪 素 数 . 
证 п 是 对 于 基 2 的 Euler 伪 素 数 , 则 有 


上 式 两 端 平方 , 并 注意 到 (9 = +1 (пой п), 47 
* 
= (уз)! - (9 = 1 (шой n), 
因此 , n 是 对 于 基 b 的 伪 素 数 . 证 毕 . 


定理 6.2.1 的 逆 不 成 立 , 即 不 是 每 个 伪 素 数 都 是 Euler 伪 素 数 . 例如 : Зат 是 对 于 基 2 的 
伪 素 数 , 但 不 是 对 于 基 2 的 Euler 伪 素 数 . 
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6.3 BAR 


6.3.1 ” 强 伪 素数 、Miller-Rabin 素性 检验 
设 是 奇 素数 , 并 且 有 n 一 1 = 2°t, 则 有 以 下 因数 分 解 式 : 


т (т) (0 e+) (+) (0 —1). 
因此 , 如 果 有 同 余 式 
лгі = 1 (шой п), 
则 以 下 同 余 式 至 少 有 一 个 成 立 : 


b = 1 (шойт), 

М = —1 (modn), 

bt = —1 (шойт), 
ЫЗ" = -1 (шой n). 


由 此 得 到 : 如 果 有 一 个 整数 b 使 得 


b # 1 (шойт), 
Ы = -1 (mod n), 
bt Ф -1 (mod n), 


РИ Æ -1 (modn), 
Ша 是 合 数 . 
在 计算 如 -+ (mod п) 时 , 通常 要 运用 模 重 复 平方 法 , 这 时 , 计算 次 序 为 
bt (mod n) — bt (mod n) 一 (的 2 (mod n) — --- — (М)? (шой n). 
这 意味 着 以 下 的 素性 检验 方法 比 费 马 素性 检验 的 效果 要 好 一 些 . 


定义 6.3.1 设 n 是 一 个 奇 合 数 , 且 有 表示 式 nn 一 1 二 23t, AF t AFR. 设 整数 b 5 n 
ER. 如 果 整 数 n йе b 满足 条 件 


bt = 1 (mod n), 
或 者 存在 一 个 整数 rm 0 < r < s 使 得 


b?” = —1 (mod n), 


N) n 叫做 对 于 基 b 的 强 伪 素数 . 
例 6.3.1 ЖЖ п = 2047 = 23.89 是 对 于 基 b— 2 的 强 伪 素 数 . 
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т 因为 


22046/2 = (211)93 = (2048)93 = 1 (mod 2047), 


所 以 整数 2047 是 对 于 基 b= 2 的 强 伪 素 数 . 

Miller-Rabin 素性 检验 

给 定 奇 整数 n > 3 和 安全 参数 大. 

E n 一 1 = 285, HF t ATKA. 

(1) 随机 选取 整数 六 2 < b < n 一 2. 

(2) 计算 ro = bt (mod n). 

(3) ӨШ ro = 1 ЕЁ ro = n-— 1, 则 通过 检验 , 可 能 为 素数 . 回 到 (1). 继续 选取 另 一 个 随 
机 整数 六 2<b<n- 2; 

ОИ, H ro Z 1 МХ ro Z n 1, Иті = r (mod n). 

(4) ӨШ m = п— 1, 则 通过 检验 , 可 能 为 素数 , 回 到 (1). 继续 选取 另 一 个 随机 整数 
b 2<b<n-2. 

OFU, 有 rı Z n — 1, 计算 ro =r? (mod п). 

如 此 继续 下 去 ， 

(s+2) ФШ т, 1 =n — 1, 则 通过 检验 , 可 能 为 素数 , 回 到 (1). 继续 选取 另 一 个 随机 整 
数 b,2<b<n—2. 

OFW, 有 т,—1 #п—1,п 为 合 数 . 


6.32 无穷 多 强 伪 素 数 


定理 6.3.1 存在 无 穷 多 个 对 于 基 2 的 强 伪 素数 . 

证 (1) 证 明 : WR п 是 对 于 基 2 的 伪 素 数 , 则 т = 2" — 1 是 对 于 基 2 的 强 伪 素数 . 
事实 上 , 因为 n 是 对 于 基 2 的 伪 素 数 , 所 以 n 是 奇 合 数 , 并 且 2n-1 = 1 (mod п). 由 此 得 到 
2n-1_1=nk 对 某 整 数 k, 进一步 ,kk 是 奇数 , 有 


m—1=2" – 2 = 2(2"-1 — 1) = 21nk, 


这 是 m — 1 分解 为 2 ПЕРИЛА. 
注意 到 2 = (ən — 1) +1=m+1 = 1 (mod т), 有 


2(т—1)/2 = 2" = (2n)k = 1 (mod т). 


此 外 , 在 定理 6.3.1 的 证 明 中 可 知 : п EAR, m 也 是 合 数 ， 故 m 是 对 于 2 的 强 伪 
素数 . 

(її) 因为 对 于 基 2 的 伪 素 数 п 产生 一 个 对 于 基 的 强 伪 素数 2" — 1, 而 且 存在 无 穷 多 个 
对 于 基 2 的 伪 素 数 , 所 以 存在 无 穷 多 个 对 于 基 2 的 伪 素 数 . 证 毕 . 

定理 6.3.2 wR n 是 对 于 基 b 的 强 伪 素数 , п 就 是 对 于 基 b 的 Euer ЖЖ. 

定理 633 设 是 一 个 奇 合 数 , B| п 是 对 于 基 b (1 < b < n 一 1) 的 强 伪 素数 的 可 能 性 至 
多 为 25%. 

БЇ 6.3.2 设 n==63, 求 出 所 有 整数 b, 1<b<n 一 1 使 得 n ТА b 的 强 伪 素数 . 
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64 习题 


(1) 证 明 : 
(2) 证 明 : 
(3) 证 明 : 
(4) 证 明 : 
(5) 证 明 : 
(6) 证 明 : 
(7) 证 明 : 
(8) 证 明 : 
(9) 证 明 : 
10) 证 明 : 
(11) 证 明 : 
12) 求 一 个 形 如 7. 23 -q 的 Carmichael 数 , 这 里 q 是 奇 素数 . 
13) (1) WEH: WR m 是 正 整数 并 且 满 足 бт + 1，12m +1, 18т +1 都 是 素数 , 则 整数 
(6m + 1)(12m + 1)(18m + 1) 是 Carmichael 数 . 
(11) 判断 1729 = 7-13-19, 294409 = 37-73-109, 55164051 = 211-421-621, 118901 521 = 
271-541.811, 72947529 = 307. 613.919 是 否 为 Carmichael 数 . 
14) 证 明 : 
(15) 证 明 : 


思考 题 


16) 证 明 : 
17) 证 明 : 
18) 证 明 : 
(19) 证 明 : 


91 是 对 于 基 3 的 伪 素 数 . 

45 是 对 于 基 17 和 基 19 的 伪 素 数 . 

91 是 对 于 基 3 的 伪 素 数 . 

每 个 Fermat 合 数 Em = 22" +1 是 对 于 基 2 的 伪 素 数 . 
1105 是 Carmichael 数 . 

2821 =7.13.31 是 Carmichael Ж. 

27845 = 5 - 17 - 29 113 是 Carmichael Ж. 
564651361 = 43 · 3361 - 3907 是 Carmichael Ж. 
25 是 基于 7 的 强 伪 素 数 . 

1373653 是 基于 2 和 3 的 强 伪 素数 . 
25326001 是 基于 2, 3, 5 的 强 伪 素 数 . 


整数 561 是 对 于 基 2 的 Euler 伪 素 数 . 
如 果 整 数 n 是 对 于 基 bi, bo 的 Euler 伪 素 数 , 则 n 是 对 于 基 bi -ba 的 Euler (J 


25 是 对 于 基 т 的 强 伪 素数 . 

1387 是 对 于 基 2 的 伪 素数 , 但 不 是 对 于 基 2 的 强 伪 素 数 . 
1373653 是 对 于 基 2, 3 的 强 伪 素 数 . 

25 326 001 是 对 于 基 2, 3, 5 的 强 伪 素数 . 


(1) 如 何 判断 大 整数 n (如 2048b) 为 素数 ? 

(2) 能 否 通过 周期 序列 w = {ик = b° mod n | k > 1) 来 判断 整数 п 是 否 为 素数 ? 
(3) 编程 实现 Fermat 素性 检验 . 

(4) 编程 实现 Solovay-Stassen 素性 检验 . 

(5) 编程 Miller-Rabin 素性 检验 . 


第 7 章 连 分 数 
本 章 主要 讨论 实数 的 有 理 分 数 逼 近 以 及 该 有 理 分 数 的 构造 . 
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711 ”简单 连 分 数 构造 


本 节 主要 讨论 简单 连 分 数 及 其 构造 . 
对 于 实数 V2, 如 何 计算 其 值 呢 ? 因为 V2 是 方程 22 — 2 = 0 的 根 . 将 其 变形 , 有 


1 š 


—1=— = 一 —. 
? z+1 2+(z— D) 


所 以 可 以 采用 以 下 方法 , 即 用 有 理 数 来 近似 . 
首先 , 作 展 开 式 
М = 1+(02-1) 


М +1 


41 
1 1 1 1 1.413 793 103. 
$ 1 $ T $ 5 + 20 = 29 
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最 后 , 列 出 V2 与 10 个 有 理 数 间 的 误差 . 


Р Р, Р, Р; 
"| Ез y- |. = у 
Іі в‹|*'|“=| > [27 
1 99 
0 1 1 0.414213562 | 5 | 2 т —0.000 072 152 
3 239 
E: 2 —0.085 786 438 | 6 | 2 169 0.000012379 
T 577 
3:3 5 0.014213562 || т | 2 108 —0.000 002 124 
17 1393 
3| 2 15 —0.002 453 105 | 8 | 2 9857 0.000 000 364 
41 3363 
4|2 29 0.000 420459 | 9 | 2 2378 —0.000 000 063. 
将 对 V2 的 有 理 分 数 近 似 计算 推广 到 任意 的 实数 . 
简单 连 分 数 构造 
给 定 一 个 实数 т, 构造 т 的 简单 连 分 数 ( 见 定义 7.11) 如 下 : 


(0) $ ao = [т], хо = z — ao. ао Ж z 的 整数 部 分 , ШІ ao 是 不 大 于 z 的 最 大 整数 ， 


0<70<1. 
(1) ШЖ zo = 0, 则 终止. 否则 , Ф a, = |z] а= 2-а, 
(2) ШЖ ma = 0, 则 终止 . 否则 , 令 a2 = [z] ,= 二- 
如 此 继续 下 去 , 得 到 as, ту. 


(+1) ШЖ zk = 0, 则 终止 . 否则 , Ф ari = [z] ана = 2 аы. 
k 


Tk 


由 此 得 到 z 的 简单 连 分 数 为 


1 
z =a + T 
а + 
I Q2 十 
a 1 
Ы 1 
а-1 + ЕЕ 
以 及 А 
т = а + T 
al 十 
+ a+. 
ж Ф 
ж-е 
an-1 十 一 
аһ 


无 限 简单 连 分 数 记 作 [ao, a1,a2,…], 有 限 简单 连 分 数 记 作 [ao, ал, a2,…… 


Ж k > 0 (有 限 简单 连 分 数 时 , k < п), 将 有 限 连 分 数 


Р, 
(0,41,<-,4 | = = 


Qk 


›ап-1,@п]. 


(7.1) 


(7.2) 


(7.3) 


214 第 7 章 连 分 数 


叫做 简单 连 分 数 式 (7.0) 和 式 (7.2) 的 第 大 个 渐 近 分 数 , 将 ax 叫做 它 的 第 大 个 部 分 商 . 
特别 地 , 当 z 为 有 理 分 数 = ua > 1 时 , 所 构造 的 z 的 简单 连 分 数 


|00,41,42,:::, an] 


的 部 分 商 ak (0 < k < n) 满足 以 下 关系 式 : 


(0) из = ази + №, 0 < uo = zou_i <и. 
(1) ua = аш + шщ, 0 < щш = T1% < uo. 
(2) ш = act + мш, 0<u = Tou < цу. 
(1-1) шз = меш + Uni, 0 <un-1 = Zn—1Un—2 < Ш. 
(n) ш = amunt + th, 0 = un = Zntn-—1 < Un-1. 


因为 {we}xz-2 是 关于 大 的 严格 递减 的 非 负 整数 列 , 所 以 使 得 un = 0 的 n 是 存在 的 . 因 
№, zn = 0. 有 理 分 数 = = 证 有 有 限 简单 连 分 数 


z = [a0,a1,a2,* +- , an]. 
当 an > 2 时 , 也 有 
т = [40, а1, 42, --- ,an] = [a0, а1, а2,--- ,an — 1,1]. 

这 就 是 说 , 有 理 分 数 有 两 种 连 分 数 表示 式 . 是 否 存在 其 他 形式 的 表示 式 呢 ? 答案 是 否定 
№, 有 以 下 定理 (证 明 见 7.3 节 ). 

定理 7.1.1 设 [a0,a1,a2,… ,an] 和 [bo,b1,b2，… ,bm] 是 两 个 有 限 简单 连 分 数 ,an > 2, 
bm > 2. 如 果 

|00,41,42,:5< ,an] = [bo b1, b2,*** , bm], 


R) n = т, а = bi, ¿=0,::: ‚п. 
根据 简单 连 分 数 的 构造 以 及 定理 7.21, 立即 得 到 
定理 7.1.2 任 一 不 是 整数 的 有 理 分 数 > = I 有 且 仅 有 给 出 的 两 种 有 限 简单 连 分 数 


表示 式 
т-(00,41,42,::,4, n>1,an>2 
和 
т-(00,41,02,:,4,-1,), п>1,а,22. 
7.1.2 ”简单 连 分 数 的 渐 近 分 数 
对 于 渐 近 分 数 式 (7.3) 
oa защ] = Æ 
aoa. ak] = ©, 


的 计算 , 有 以 下 的 定理 (一 般 连 分 数 的 定理 见 定理 7.2.2) 
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定理 7.1.3 设 [ao, а, ао, …] 是 实数 a 的 简单 连 分 数 , 再 设 


Р--0, Pi=1, Р =а,)Р,-1+Р,-ә, n>0, 


(7.4) 
0--1, 91=0, Ол-алфа-і +Qn-2, n 2 0. 
ыы Р, Р, P, 
anPn-1 + Pn-2 n 
PETER: = 7.5 
[a0, a1, -+ ,an—1, an] тосо О" S (7.5) 
PQn — Р„-10һ=(—1)°%!, п>-1, (7.6) 
PnQn-2 — Рл-20һ = (-1)"аһ, п>0. (7.7) 
特别 地 , 有 
В Pn-2 Рм Р: „ Pn-1 Р, 
<.< <" <... <а<... < т Сы т.8 
Qo 92-2 Qn Qon+1 Озп-і Q’ (78) 
(суы 
(0,41,::: ,an-1 an] 一 [ao,al an- = са" 2 1, (7.9) 
—1)'an 
koaia as sa] алапа] = СОТ, n> (10) 
n-2Qn 
7700 S Ё 
BJ 7.1.1 Ж 2 = аб 的 有 限 简 单 连 分 数 及 它 的 各 个 渐 近 分 数 . 
解 根据 简单 连 分 数 的 构造 , 有 
_ [7700] _, _ _ _ 1265 
Ж отав WEERT TU 
2145 880 
(Ша = ЕЕ" т = 1/zo — а = із: 
1265 385 
(2) a2 = =] = l, аз-1/гі-ш-% б 
110 
(3) аз- |=] = тз = 1/12 — аз = 385° 
385 55 
9 a= [| = za = 1/23 — а = 116. 
(5) а = [е] = zs = 1/5 - as = 0. 
7700 
因此 ， TA = 8,1, 1,2;3,2] = |В,1,1;2,3,1,11. 
i | ai ti | Pi | Qi || i | ai zi | Pi | Qi 
1265 110 
0| 3 2145 3 11312 385 18 5 
880 55 
111 1965 4 1||4| 3 16 61 | 17 
385 
A 1 880 7 211512 0 | 140 | 39 
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1 2 
9 71.2 Жа- + 的 有 限 简单 过 分数 及 它 的 各 个 渐 过分. 
1 
ЖЕ 根据 简单 连 分 数 的 构造 , 并 令 8 = 
有 
о jyt В 
2 4 ә 
= Jy 
Q 
a 
1+2 
= 4% = 
1+ 
іі 
а 
=. 1+ 1 
ат 
1+—т 
1 十 二 
іші |Р, | (+ ila | Ti Pi Qi 
ej t| Ë 1 то 11 в 144 89 
š 1| Ø| 2 111 11 1| 8 233 144 
32 1181 3 2: || 321316 377 | 233 
311815 3 || 131 В 610 | 377 
4| 1| 8| 8 5| 41118 987 | 610 
5| 1| В| 13 8 || 15111 В 1597 | 987 
6111 во | 13| 16| 1| 8| 2584 | 1597 
Ti 11 8.131911 11 8 4181 | 2584 
8 1| В|55| 34 |18| 1| 8 6765 | 4181 
9| 1| 8 |89| 55 || 19| 1| 8 | 10946 | 6765 


71.3 ”重要 常数 e, n, у 的 简单 连 分 数 

例 7.1.3 分 别 求 圆周 率 = 3.141592 654 ( 取 10 位 十 进 制 ) 和 区 一 3.141 592 653 589 7932385 
(R 20 位 十 进 制 ) 的 连 分 数 展开 式 . 

пло = [3, 7, 15, 1, 293, 10, 3, 8, 2, 1, 3, 11, 1, 2, 1, 2, 1]. 

поо = [3,7,15, 1,292, 1, 1, 1,2, 1,3, 1, 14,2, 1,1,2]. 
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і а Р; Qi n — Р(і)/0. i a, Р; Qi x— P(i)/Qi 
0 3 3 1 0.141 592 654 0 3 3 š 0.141592653589 7932385 
1 т 22 学 一 0.001264489| 1 т 22 т —0.001 264489 267 3496186 
? 15 333 106 0.000 083 220 2 15 333 106 0.000 083 219 627 529 0876 
3 1 355 113 --0.000 000 266| 3 % 355 113 --0.000 000 266 764 1890624 
4 | 293] 104348 33215 0.0 4 | 292 103993 33102 0.000 000 000 577 890 6344. 
5 11| 1148183) 365478 0.0 5 $ 104348 33215 —0.000 000 000 331 627 806 2 
6 1 | 1252531] 398693 0.0 6 1 208341 66317 0.000 000 000 122 356 533 0 
7 1 | 2400714| 764171 0.0 т 1 312689 99532 —2.914 338 49 . 107"! 
8 т | 18057529] 5747890 0.0 8 * 833719 265381 8.71154673.107:2 
9 2 | 38515772) 12250051 0.0 9 1 1146408 364913 -1.6107400.10-12 
10 1 | 56573301) 18007 841 0.0 10 3 4272943 | 1360120 4.040 670 . 10-13 


ËJ 7.1.4 分 别 求 自然 对 数 底 e = 2.718281 828 (№ 10 位 十 进 制 ) 和 
е = 2.718281 828 459 045 235 4( 取 20 位 十 进 制 ) 的 连 分 数 展开 式 . 
e10 = [2, 1,2, 1,1,4, 1, 1,6, 1, 1,8, 1, 1,3, 1, 1, 1,2, 10, 1], 
едо = [2, 1,2, 1, 1,4, 1, 1,6, 1, 1,8, 1, 1, 10, 1, 1, 12, 1, 1, 14]. 


i |a P; Qi е- P(i)/Qi i |a Р, Qi е—Р(@)/О+‹ 
0 | 2 2 š 0.718 281 828 0 2 2 1 0.718 281 828 459 045 235 4 
1 1 3 1 —0.281718172 1 № 3 1 —0.2817181715409547646 
2 2 8 3 0.051615161 2 2 8 3 0.051615161 7923785687 
3 £ 11 4 —0.031718172 3 1 11 4 —0.0317181715409547646 
4 L 19 7 0.003996114 4 4 19 7 0.003 996 114 173 3309497 
5 4 87 32 —0.000 468 172 5 4 87 32 —0.000 468 171 540 9547646 
6 1 106 39 0.000333110 6 1 106 39 0.0003331105103272867 
T 1 193 71 —0.000028031 т Ж 193 71 —0.000028030695 8843421 
8 | 6 1264 465 0.000 002 258 8 6 1264 465 0.000 002 258 566 572 1171 
9 1 1457 536 —0.000 001 754 9 E 1457 536 —0.000 001 753 630 507 003 4 
10 | 1 2721 1001 0.000000 110 310] t 2721 1001 0.000 000 110 177 326 9537 
11 | 8 23225 8544 —0.000 000007 || 11 | 8 23225 8544 —0.000 000 006 746 947 2740 
12 |1 25946 9545 0.000 000 005 42|/4 25946 9545 0.000 000 005 515 095 5235 
13 |1 49171 | 18089 | —0.000000 001 13 |1 49 171 18089 | --0.000 000 000 276 650 491 3 
14 | 3 | 173459 | 63812 0.0 14 | 10 | 517656 | 190435 1.364391 74 - 1071 
15 | 1 | 222630 | 81901 0.0 15 | 1 | 566827 | 208524 —1.153 848 64 - 10—11 
J 7.1.5 分 别 求 欧 拉 常数 二 0.5772156649( 取 10 位 十 进 制 ) 和 


+ = 0.577215664901 532 86061 ( 取 20 位 十 进 制 ) 的 连 分 数 展开 式 . 
“һо = [0,1,1,2,1,2,1,4,3,13,5,1,1,9,6,5,1,2,167,15 
тоо = [0,1,1,2,1,2,1,4,3,13,5,1,1,8,1,2,4,1,1,40,1]. 


1236 069 913 024 825 412, 5], 
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i | ai P Qi Y — P(i)/Qi i |a Р Qi q— P(i)/Qi 

ojo 0 1 0.5772156649 | 0 | 0 0 1 0.577 215664901 53286061 
ЖЕ: 1 1 —0.422 7843351 | 1 | 1 1 1 —0.422 784 335 098 467 13939 
2 | 1 1 2 0.0772156649 || 2 | 1 1 2 0.077 215664901 532 860 61 
& | 8 3 5 一 0.0227843351 || 3 | 2 3 5 一 0.022784 335 098 467 13939 
åja 4 т 0.005787 0935 || 4 | 1 4 т 0.005 787 093 472961 43204 
5|2 11 19 —0.0017317035 || 5 | 2 11 19 —0.001 731 703 519 519 77097 
“|4 15 26 0.0002925880 || 6 |1 15 26 0.000 292 587 978 455 937 53 
74 т 123 | -0.0000201075 || 7 | 4 71 123 —0.000 020 107 456 190 71663 
ЖЄ: 228 395 0.0000004750 || в | 3 228 395 0.000 000 475 028 115 13909 
9 | 13 3035 5258 —0.000 000 006 5 9 | 13 3035 5258 —0.000 000 006 456 397 911 55 
10 | 5 15403 26685 0.000 000 000 7 10 | 5 15403 26685 0.000 000 000 670 691 564 00 
11|1 18438 31943 | -0.0000000005 || 11 | 1 18438 31943 —0.000 000 000 502 468 015 95 
1241 33841 58628 0.0 12|1 33841 58628 3.150 488 763 . 10—11 

13 | 9] 323007 559 595 0.0 13 | 8 | 289166 | 500967 —2.542657 34 . 10-12 

14 | 6| 1971883) 3416198 0.0 14 | 1 | 323007 | 559595 1.024 457 21 . 10-1? 

15 | 5| 10182422 17640585 0.0 15 | 2 | 935180 | 1620157 -7.852643.10-14 


7.2 ЖЫ 


7.21 ”基本 概念 及 性 质 
本 节 考 虑 连 分 数 的 定义 及 其 性 质 . 简单 连 分 数 所 考虑 的 部 分 商 为 整数 
定义 7.2.1 设 zo, ту, 12, ... 是 一 个 无 穷 实数 列 , zi > 0, #21. 
对 于 整数 n 之 0, 将 表示 式 


то + 1 (7.11) 
t + ——n 


1 
Tn-1 + — 
Tn 


叫做 n 阶 有 限 连 分 数 , 它 的 值 是 一 个 实数 . 当 то, ,zn 都 是 整数 时 , 表示 式 (7.12) 叫做 
n 阶 有 限 简单 连 分 数 , 它 的 值 是 一 个 有 理 分 数 , 有 理 连 分 数 也 记 作 

|во,21,::<, n]. (7.12) 
i 0 < k < п, 将 有 限 连 分 数 

区 oz Zk] (7.13) 


叫做 有 限 连 分 数 式 (7.11) 的 第 大 个 渐 近 分 数 . 当 式 (7.12) 是 有 限 简 单 连 分 数 时 , 将 zk 叫做 
它 的 第 大 个 部 分 商 . 
当 式 (7.11) (或 式 (7.12)) Ф п — оо 时 , 将 表示 式 


ы (7.14) 
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简 记 为 

Eo,zi,zə,:-:], (7.15) 
叫做 无 限 连 分 数 . 当 о, - 都 是 整数 时 , 表示 式 (7.14) 叫做 无 限 简单 连 分 数 . W k > 0, 
将 有 限 连 分 数 

[zo, zt zz，…… , Za] 
叫做 无 限 连 分 数 式 (7.14) 的 第 大 个 渐 近 分 数 . 当 式 (7.14) 是 无 限 简单 连 分 数 时 , 将 zk 叫做 
它 的 第 大 个 部 分 商 . 
如 果 存 在 极限 


йш [20, 21, 22,.… , zk] = 0, (7.16) 
00 


则 称 无 限 连 分 数 式 (7.14) (9 з (7.15)) 是 收敛 的 ,9 称 为 无 限 连 分 数 式 (7.14)( 或 式 (7.15)) 的 
值 , 记 作 
[zo, 21, 22,+…*] = 6. 

如 果 极 限 式 (7.16) 不 存在 , 则 称 无 限 连 分 数 式 (7.14)( 或 式 (7.15)) 是 发 散 的 . 

为 了 更 清楚 地 讨论 连 分 数 的 性 质 , 先 给 出 以 下 几 个 引 理 : 

引 理 7.2.1 i a, b, c 是 实数 ,5b 关 0. Да)-аз = 则 

(1) 3 b>0B,f(z) Æ z>-—c( z< -ce) 上 是 单调 递减 函数 , 即 当 —c < z < z (或 
s< gx <c) it, A f(z) > Қт). 

(ii) 3# b< 0 tf, f(x) 在 z> -—e (或 z< -ce) 上 是 单调 递增 函数 , 即 当 —c < z < m (或 
x< <c) it, A f(z) < Дт). 

证 XF -e< g< r (R z< x < с), 1 


/ 5 b М) 
еы) Wa (a eNe 
Ж (e + z)(e + z) > 0, 所 以 (i) 当 5>0 时 ,有 f(z') < f(z). 而 (ii) "4 b < 0 Bf, 4 
F) > f(z). 故 结论 成 立 . ШЕЕ. 


EH 7.2.1 Ж z0,z1,… 是 一 个 无 穷 实 数列 , т, > 0, š> 1, A 
(1) ЖЖ n > 1, r 21, Я 


|То,21,::: ,Tn Zn, ,Tntr] 
= выше nn lEn ges] бй 
1 
= [e021 ;Tn—l, Zn + | 
[Ent Entr] 
特别 地 , Ж 
[t0, £1,- ,En—1, En, Ти] = [zo, Ty nly Pn 二 |: (7.18) 
Zn+1 
(її) 对 任意 实数 n> 0 和 整数 n > 0, 


@ š n 是 奇数 时 , 有 


[20,271,-*- ,En-1, £n] > [20, 21, --* ,®п-1,2п +1]. (7.19) 
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DŽ n 是 偶数 时 , 有 
[zo,zi,: ,En—1, 2n] < [zo,zi,: ‚пи, Tn +1]. (7.20) 

Gii) 对 整数 n>0, 邻 

On = [zo, 21, +- ,Zn—1, Zn], 
HEZA r 21, 有 

gon+l > Өоп+ї+г- 
ОЕ r > 1, 有 
gon < Өбоп+т. 

© 

91 > 63 > --- > 9-1 >с 
@ 


б < 65 <... < в. <... 


@ 对 任意 整数 s> 1, t>0, 有 


Ө»»-і>бж. 
证 (1) 根据 连 分 数 的 定义 ,有 
To 十 - =ото+ š 
A z+ ы +. 
а 1 ы 1 
ыт tT Tm med 
Ир: 
Tntr 
= |20,11,:::,2п-1,|Фп,: Фин] ] 
1 
= (в, зи, --. Е ии ]. 
и] 
特别 地 , 有 
1 1 
то + [oz ,Zn-1) Zn 十 | 
tit, Tn+1 
“ы-і 
ито 
In + 
теі 


Gi) 对 任意 实数 zo 和 гі > 0, тә > 0, 由 引 理 7.2.1, 有 分 数值 zo + те 随 增 大 而 减 


小 ,分 数值 + 一 一 -一 随 增 大 而 增 大 . 应 用 这 个 事实 , 可 得 到 定理 72.1( 这 ) 的 结论 . 
24 十 


totr 
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GH) 根据 (i) 和 (ii), 有 
[£0, £1, , 2n, T: КЕ: ] = [oa mag с С ЕН 
0,21, .22п, Т2т+1, . T2n+1+r. 0,71, аТОп. T2n+1 Erna, as зат] 
< |50,21,::: „тот, Хоп]. 
因此 , 结论 ORY. 
同 理 , 有 
|г,21,::: ,Топ-1,22һ,::: ,Tontr] = [аа ,Шоп-1,Фоп + — ЕНЕНЕ 
|Топ-1975: , Zən+r] 
> |г0,21,::: ,Zən-1;Zən]- 
因此 , 结论 @ 成 立 . 
再 从 @, ©, 立即 得 到 ©, @, ©. 证 毕 . 
7.2.2” 连 分 数 的 渐 近 分 数 
本 节 讨 论 连 分 数 的 渐 近 分 数 . 
定理 7.2.2 З по, mi, T2, 是 无 穷 实数 列 , z; > 0, ј 之 1. 再 设 
Ро=0, Рі-і, B=znP 1th 3s, п> 0, (7.21) 
Q-2=1, Q-1=0, Q, = z+,Q,-1i + 9-2, n 2 0. (7.22) 
ы Р, Р, R 
EnPn-1 + Ри-2 т 
5,2,2, | = 299-1 i 18 „ыг. 7.23 
шаа тона A — 
Р„Фһ-1 – Рь-10һ=(—1)”"%!, п>-1, (7.24) 
P,Qa-2 — Ра-20һ = (—1)"za, n 20. (7.25) 
特别 地 , 有 
P Ри Рм Ван, Poni Р, 
<--< < << < < … < —, 7.26 
Qo 92-2 Qon Оо | Ооп-і Qı (r2) 
(сауу 
[oz Za-t za] — [20,21, `` ,Tn-1] = 全 n 2 1, (7.27) 
=". № 
oz села ааа ылы oon азса = СОТЕН, n>2 (38) 


证 (1) XJ п 作 数 学 归纳 法 来 证 明 关系 式 (7.23). 
п = 0 时 , 根据 假设 条 件 式 (7.21) 和 式 (7.22), 有 


В =тР1+Ро=10-1+0=10, Qo=zoQ-í+Q-2=z0:0+1=1, 


Аш 
P 


a 


To- 
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假设 п = k 时 , 命题 成 立 , 即 有 
ZK 有 -1 十 及 -2 _ Pk 
тьОк-1 +Qr-2 Qk 


对 于 n=k+1, 根据 假设 条 件 式 (7.21) 和 式 (7.22) 和 归纳 假设 , 以 及 关系 式 (7.18), 有 


[zo, £1; ‚тк, £k] = 


Ж 
(Бо,21,::: Tk-1) Zk. ть] = ЕЕЕ jaiii tet 
Tk+1 


(ax + P + Pk-2 


名 + ды +Qk-2 


Zh+i(Zk 及 -1 十 及 -2) 十 及 -1 
Zk+1(zkQk-1 + Qk-2) + Ок-1 
Zk+1 Pk + Pk-1 

Zk+1Qk + Qk—-1 

Pk+1 


дын” 


因此 , 关系 式 (7.23) 成 立 . 
(ji) 对 п 作 数学 归纳 法 来 证 明 关 系 式 (7.24). 
n= -1 时 , 根据 假设 条 件 式 (7.21) 和 式 (7.22), 有 


Р0-ә- Р-0-і-1:1-0.0-1-(-1). 
RU n= k 时 , 命题 成 立 , BIA 
及 Qi- 一 及 -1G = (D+. 
对 于 п= +1, 从 关系 式 (7.21) 和 式 (7.22) 中 消除 тын, 并 根据 归纳 假设 , 有 
Реа0ь- „Өк = —(PxQk-i — Р-а0)--(-1)4?. 


因此 , 关系 式 (7.24) 成 立 . 
(iii) 根据 关系 式 (7.21) 和 式 (7.22), 以 及 关系 式 (7.24), 得 到 
PaQn-2 — Ра-оба = та(Р„-10һ-э — Pa-2Qn-1) = (—1)"т. 
因此 , 关系 式 (7.25) 成 立 . 
(iv) 运用 关系 式 (7.24) 和 式 (7.25), 得 到 


n— n т. п. Р; 
Po < B 2 „В Е. йлы % 


Qo R Qn-2 Qn Qontl Qoən-1 š Q 
(у) 运用 关系 式 (7.23) 和 式 (7.24), 得 到 


P, Ві POP CY 
Qn Ча Qn-1Qn Q, IQ, 


|5,21, ‚®п-1,®п] =й [zo, 21, -++ ‚®п-1] 
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(vi) 运用 关系 式 (7.23) 和 式 (7.25), 得 到 


Pa _ P,-2 _ PaQn-2— Ру 2 _ (—1)"za 
Qn Qn- Әһ-29һ Әһ-19һ ` 

在 知道 连 分 数 的 部 分 商 的 情况 下 , 定理 7.2.2 给 出 了 求 渐 近 连 分 数 的 方法 . 用 列表 的 形 
RAH V2 = [1,2,2,2,...] 的 渐 近 连 分 数 . 


[20, 11, ,тъ-1,2а] 一 [zoz1 Zn-9] 


k Tk В, Ок k ть Р, Ок 
-2 0 1 3 2 17 12 
= 1 0 4 2 41 29 
0 1 1 1 5 2 99 70 
1 2 3 2 6 2 239 169 
2 2 7 5 7 2 577 408 
由 于 得 到 В 239 Р, _ 577 
6 += ЖЕУ, 
1.412011 < в 169 <у2< От = 408 < 1.412157. 
关于 о 与 其 渐 近 连 分 数 , 有 更 准确 的 公式 . 
定理 7.2.3 设 zo, ті, 12, <>, та 是 实数 列 , zj > 0, j> 1. 再 设 
а = [zolzlzo Zn] ок = [zk Tn] (0 < k <n), 
则 
Р, (—1)* 
== =. 7.29 
4-2,7 фка, +9) 2) 
证 根据 定理 7.2.1 (i) ЖЕН 7.22, 有 
а = [£0, £1, 2ə,: , Ek, Zk+15 ` , En] = [ro0, £1, Z9,- ` ‚ть, Оһ 
以 及 
a Pe окыр Pai _ Px _ —(PxQk—i Р10к) _ CD 
Qk QRHQETOQEL Qk QARHQE+TOQRI) к(а + Qk-1) 
定理 724 Жа ŽRK, ao, а, ао, ---, an] 是 其 简单 连 分 数 , M 
Pk ї 
m= | < 5. 7.30 
| Q| ~ Q (7-30) 
证 根据 定理 7.2.3 ,有 
1 1 


b-a: < 
ШЕТ Qrlak+1Qr + QF) ОР 


证 毕 . 
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тз ”简单 连 分 数 的 进一步 性 质 


定理 7.1.1 之 证 明 

证 ЛИЛЯ п <m. 对 n 作 数学 归纳 法 . 

n = 0 时 , WR m > 1, 根据 定理 7.2.1, 有 

тен ЛЕЛИ 
ЕТТЕ 


但 由 bm > 1, 有 [64,65 --- ,bm] > 1. 因此 上 式 不 可 能 成 立 . АЙ m = 0, ao = bo. 
假设 当 п = k 时 ,结论 成 立 . 
HF п = ЕЁ + 1, 根据 假设 条 件 和 定理 7.2.1, 有 


ao = bo + 


а + 1 =b + : 
(41,4,::< ,an] [bp 


因为 on > 1, bm > 1, 所 以 [a1,a2,… ,an] > 1, [61,65 --- ,bm] > 1. 因此 由 上 式 可 推出 
ао =, [aras as] = [b1, b2; +- ,bm]. 


根据 归纳 假设 ,有 nn 一 1 = mm 一 1, a =b, i=1,::: ,n. МІЙ, n= т, а =b, i=0,::: „п, B 
结论 对 n= k+1 成立 . 根据 数学 归纳 法 原理 , 定理 对 所 有 的 n > 0 成 立 . 证 毕 . 
定理 7.3.1 无 限 简单 连 分 数 [a0,a1,a2,…] 是 收敛 的 , 也 就 是 存在 一 个 实数 0, 使 得 


lim [ao,arao,. ,an] = 6. 


证 Хп>0, № 8, = [40,41 42, --- ,anj. On 是 有 理 分 数 . 根据 定理 72.1, 有 


б > Өз >... > 9211 >>. > бө, 


бо < 6 < --. < Oan <... < 01. 
一 方面 , {02n-1}nz1 单调 递减 有 下 界 go , 存在 极限 


lim O02n_1=0. 


п +оо 
另 一 方面 , {02n}n>o 单调 递增 有 上 界 91, 存在 极限 


lim би = 0”. 


n=+oo 
ІШІН, 6 <б2<--<0,<--<0<07<--<0,-1<--<0бі. 
但 根据 定理 7.2.2, ИЕ n > 1, 有 


1 
0" — 0'| < |0. би = 二 一 一 一 . 
i R ES 


因此 , 07-0” = 0. 证 毕 . 
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定理 73.2 设 实数 0 > 1 的 渐 近 分 数 为 > НЕ n> 1, 
|020 — Р} | < 20. 
证 “从 定理 73.1 之 证 明 , 有 6 介 于 两 浙 近 分 数 如 和 ЕН. өңде тал, 
т т-- 
P, P, 1 1 
02Q2 — Р? 2 |60" |0 + = 2 9+ (0 N 
| w = 0 Qn Ы Оһ <a QnQn+1 | йт QnQn+1 ) 
但 
Qn 1 ) Ол +1 Оһ 
20 ==) — 20 < 20 -20<20 -20-0, 
(= + 20011 < Оты > Ола 
故 定理 成 立 . 证 毕 . 


7.4 БЕЯ 
前 面 , 考虑 了 用 有 理 数 来 逼近 一 个 实数 . 现在 , 对 逼近 的 效果 进行 定性 描述 . 
对 任意 给 定 的 正 整 数 Q, 记 集合 So 为 


во = {211<4<0, pez}, 


则 有 
Z=S CS CCSeCcC… 


定义 7.4.1 设 9 是 一 个 实数 . 有 理 数 я (q > 0) ЖЯ 0 6011820, 如 果 对 所 有 的 有 


ту 0<q <q 有 
ө? e-z]. 
| 1 | 4 
这 说 明 , 在 分 母 g < q 的 所 有 有 理 数 Р 中 ， n 是 距离 9 最 近 的 有 理 数 A 
在 说 明 Ө 的 连 分 数 是 Ө [ЕТЕШ ВУ, 先 给 出 以 下 定理 : 


(7.31) 


定理 7.4.1 设 9 是 无 理 实数 . 设 а (n > 1) 是 9 的 第 mn 个 渐 近 分 数 ， 如 果 整数 


p, q (q > 0) 使 得 
190 — p| < |Qn 0 — Panl, 


则 а > Ола. 
证 反 证 法 . 假设 存在 整数 p, q (0 <q < Ола) 使 得 


199 — p| < 10,0 – Pal- 


首先 , 线性 方程 组 


| 
з 


АРА +иР, = 
Абан +и©һ = 4 


(7.32) 


(7.33) 


(7.34) 
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有 整数 解 AZ 0, и #0, H. X: u <0. 从 而 有 
40-р- (X Qn+1 + H Qn)O — (ХР + H Pa) = À (Qn+1 8 — Ра) + H (Qn 0 — Pa). (7.35) 
事实 上 , 因为 Pari Qn 一 Pa Ола = (-1)"*? = (—1)", 所 以 方程 组 (7.34) 有 整数 解 
À = — PQ —- Pq | 
Ри Qn — Рабан 
Ран4-РрОан 


= ——“  — = (-1”(Р, —рОз+а1). 
н РНЕ PEQ (—1)"(P,+iq — РО) 


Ж—#,Я ÀZ 0, z Z 0. 

° ШЖ n = 0, MJ P,,iq — РО = 0. МХ (Ран,Оһы)-1, ЖА Q, i | q. 从 而 ， 
q> Опа, 这 与 假设 0< q < Qnti 矛盾 . 

° 如 果 入 =0, u Z 0, f p= n P, K q= uQ, ,从 而 


= (-"(р0һ- Paq), 


40-рі-іш|0һ0-Р|>|0Һ0- Prl. 
这 与 式 (7.33) 矛盾 . 
此 外 , А ур 互 为 异 号 , 这 从 0 < q < Олы 和 式 (7.34) 第 二 个 方程 可 推出 . 
其 次 , 有 XQ, 0 — Рл) 与 n(Q.+i0 — Pari) 有 相同 的 符号 . 事实 上 , 根据 定理 7.2.2, 41 Ө 


жың Patt 之 间 . 从 而 , (Q, 0 — Ра): (048 — Рал) < 0, 进而 ， 
Qn ` Оты 


ХОһ0- Р.)-ШОан0- Ран) > 0. 


方面 ,和 š 4 互 为 异 号 ,这 从 0<g < Ок 和 第 二 个 方程 可 推出 . 
另 一 方面 , Q, 0 — P, 与 Gil10 一 已 41 互 为 异 号 . 因为 根据 定理 7.2.2, 有 9 介 于 z 与 
Ран Ур 
n+l 


最 后 , 由 式 (7.35) 得 到 
40-рі-|ХФан0- P,+1)| + 1009,0 — Pn)| > |u(Q, 0 — Pn)| > (Qn 0 — Pal 


这 与 式 (7.33) 矛盾 . 故 定理 成 立 . 证 毕 . 
定理 7.4.2 实数 0 的 渐 近 分 数 是 они, 即 当 а (n > 1), £ 0 668 n At 


分 数 时 ， 对 所 有 的 有 理 效 2 + Z. 0<g< Qn, 有 


< | = =]. (7.36) 
证 “ 反 证 法 .假设 存在 有 理 数 了 关 各，0 < q < Q. E 


p Р, 
0——|:10———| = 
| а | Оһ 
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Я 0 <q < Qn, 所 以 


_ _ Ра 
о Ы ol 
ШІ 
90-2] < IQ, 0 — Panl - 
根据 定理 7.4.1, 有 q > Ола > Ол. 这 与 假设 < q < Qn FJA. 证 毕 . 
7.5 ”循环 连 分 数 


设 实数 Ө 是 无 限 简单 连 分 数 [ao,a1,a2,…] . 如 果 存 在 整数 m > 0 , 使 得 对 于 该 整数 m, 
存在 整数 k > 1, 使 得 对 于 所 有 n > m, 有 


ап+к = ак, (7.37) 
那么 ,9 就 叫做 循环 简单 连 分 数 , 简称 循环 连 分 数 . 这 时 9 可 写成 
0 = [aoal +- ,am—1, üm, y Gm+k—1]- (7.38) 


例如 , V2 = [1,2,2,…] = [1,2] 是 循环 连 分 数 . 
WMR m = 0, 使 得 式 (7.38) 成 立 , 则 Ө 叫做 纯 循 环 简单 连 分 数 , 简称 纯 循环 连 分 数 . 


例 7.5.1 = [1,1,1,..-] = [] 是 纯 循 环 连 分 数 . 


定理 7.5.1 设 0 是 循环 简单 连 分 数 , 则 0 是 二 次 无 理 数 . 
证 设 0=[a акт] 是 纯 循环 连 分 数 , 则 根据 定理 7.2.2, 


及 _ 0 Pp-1 +Pp-2 
Qk 0Qk-i+Qk-2' 


0 = [a0,a1, -+ - ‚ак-1,0] = 


其 中 及 -> 及 -1 Qr-2, ко 是 整数 . 从 而 ， 
Qr-1 0? + (-Р.-1 + Qr-2)0 — Рь 2 = 0. 
这 说 明 9 是 二 次 无 理 数 . 


ШЖ 0 = [ao,Q1,… ,am-_10m атра) 是 循环 连 分 数 , 则 о = [am аът] 是 
纯 循 环 连 分 数 . 根据 定理 7.2.2, 


及 ФР-а%Р 
Qk 000-1 + Qk-2' 


其 中 Ро, Ра, Оһ-ә, Оһ-ә 是 整数 . 因此 , 9 是 二 次 无 理 数 . 
定理 7.5.2 设 9 是 二 次 无 理 数 , N Ө 是 循环 简单 连 分 数 . 


9 = [ао, ал, --- ,ak-1,00] = 


7.6 уп 与 因数 分 解 
利用 简单 连 分 数 , 可 以 对 合 数 п 作 因 数 分 解 . 
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给 定 整数 п, 希望 找到 z, у 使 得 


进而 , 可 找到 п 的 真 因数 (z — у,п) 和 (z + y,n). 例如 ,分解 n = р: q. 


т? = у? (тоа)п 


H n |г-у,п {r+y. 


注意 , В y? < n/2, W y < /n/2 = У2п/2. 这 时 z > /n/2. 现在 , 对 т 的 上 界 做 出 规 
定 , 要 求 |z| < п?, 以 提高 运算 速度 . 
设 9= уп. 对 9 作 连 分 数 展开 和 近似 , 有 


PR — n Qh = Rr, 


根据 定理 7.3.2, 有 |Rk| < 20 = 2Vn. 
Я 7.6.1 利用 简单 连 分 数 , 分 解 整数 п = 47.67 = 3149. 
解 对 实数 Vn = 56.115951 39 作 简 单 连 分 数 展开 : 
(1) 计算 P2(modn) 时 , 仅 考虑 最 小 非 负 余数 . 


Е-0,1,-- 


k Р, Р2(тодп) || k Р, Р2(тодп) || k | P, | PË(modn) 

0 56 = qa 10 | 1676 «ж 22.17 20 | 2112 | 23.3.5.13 

1 449* 5.13 11 1227 307 21| 309 3.337 

2 505 33.5.23 12 2903 5.137 22 | 1126 | 2.23.43 

3 954 5-11 13 243 32.263 23 | 1435 | 24.3.61 

4 1459 2.1553 14 969 13.43 24 | 2561 2503 

5 | 2413 ** 22.17 15 1212 2.5.151 || 25 | 847 2.3.431 

6 723 23.3.131 || 16 2441 3. 191 26 | 2800 | 3.23.31 

т 1851 89 17 504 24.131 27 | 498 2.3.397 

8 2574 3.7. 149 | 18 804 13.67 28 | 984 17.89 

9 | 2700+ 5-13 19 1308 3-11-29 | 29 | 1482 1471 
ЖР š Ps ИА, $ z = Р: Р, у=5-13, 有 


т — у = 449 - 2700 — 5-13 = 1212235 = 5.242447; 


x +y = 449. 2700 + 5 · 13 = 1212365 = 5 - 7 - 11 - 47 - 67; 


这 时 , (z 十 y,n) = n. 无 法 对 整数 n 进行 分 解 . 

将 P; 与 Ро НА, $ z = P; Po, у= 4-17, A 
z — у = 2413 - 1676 — 4-17 = 4044120 = 2? - 3 - 5 - 67 - 503; 
z + = 2413 - 1676 + 4 - 17 = 4044256 = 25 . 47 - 2689; 
这 时 , (z — y, n) = 67, (z +y, п) = 47. 可 对 整数 n 进行 分 解 ,m = 47-67. 
(ii) 计算 及 (modn) ІМ, 仅 考虑 绝对 值 最 小 余数 . 


(7.39) 
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k Р, Р?(то4пт) || k Р, Р2(шойп) k| № Р2(шойп) 
0 | 56*** (-1)-13 10| —1473 22.17 20 | —1037 | 2.3.5.13 
1 449 5-13 11| 1227 307 21| 309 3.337 
2 505 (1) -22.11 || 12| —246 5.137 22| 1126 (-1)-1171 
3 954 5-11 13| 24 |(-1)-2-17-23 || 23 | 1435 | (—1)-13.17 
4 | 1459ж | (-1)-43 || 14 | 969 13.43 24| -588 | (-1)-2-17.19 
5| —736 aiT 15| 1212 2-5-151 25| 847 (-1)-563 
6 723 (-1)-5 16| 一 708 3.191 26 | —349 | (-1)-2-5.101 
т | -1298 89 17| 504 (-1)-34-13 |97| 498 (-1)-13-59 
8| -575 | (-1)-92.5 |18| 804 13-67 28 | 984 17-89 
9| —449 5-13 19 | 1308 3.11.29 29 | 1482 1471 

将 Po, Pa, Ра WHR, $ z = В. Pi- Ра, у = 13:43, 有 

т — у = 56 · 1459 - 969 — 13 · 43 = 79170617 = 67. 73 . 16187; 

m +g = 56 · 1459 - 969 + 13 · 43 = 79171735 = 5 · 47 · 336901; 

这 时 , (z у, п) = 67, (z +y,n) = 47. 可 对 整数 n 进行 分 解 , n = 47-67. 

例 7.6.2 利用 简单 连 分 数 , 分 解 整数 167 227 = 37909. 

Ж 对 实数 үп = 194.7023369 作 简单 连 分 数 展开 ， 

Уп--(194,1,2,2,1,3,1,1,2,1,1,1,11,1,1,1,1,5,1,6,1,12,2,1,1,3,1,6,1,4,...|. 

计算 P2(modn) ІМ, 仅 考虑 绝对 值 最 小 余数 . 
k| Р P2(modn) k Р, Р2(тойп) k Р, Р2(шойп) 
o| 194 |(-1)-3-7-13 || 10| -13650 | (-1)-5-47 20 | 14823 32.5.17 
1| 195 22.29 11 | 6657 22.7 21 | -17340 | (-1)-22-3.1549 
2| 584 (-1)-53 12 | -16241 | (-1)-3-18-19 || 22 | -11594 | (-1)-2-2239 
3 | 1363 22.3.19 13 | —9584 (-1 .11.41 23 | 8975 (-1)-24.3.53 
4| 1947 (-1):7-13 14 | 12084 | (-1)-22.32.67 || 24 | -2619 (-1)-26.37 
5| 7204 3.5.13 15 | 2500 (-1)-5-997 25| 1118 (—1) -29-37 
6| 9151 |(-1)-22.32.5 || 16| 14584 | (—1)-3-7-683 | 26 | -1501 2.5.1637 
т | 16355 112 17 | -398 24.32.47 27 | —7888 54.19 
8 3952 (—1): 22.3.17 || 18 14186 (-1)-5-3257 28 —9389 24.72.19 
9 | -17602 з? 19| 8900 32.2011 29 | —7535 | (—1):32.19.67 


(1) Ф == Р, у=и,# 


т — y = 16355 — 11 = 16344 = 23.32.227; 
z+ = 16355 +11 = 16366 = 2 - 7? - 167; 
这 时 , (z у, п) = 227, (£+ у, п) = 167. 可 对 整数 п 进行 分 解 , n = 167 - 227. 


(її) #Р, Ps Е, 5 r= Р.Р, у=2-3-52, 有 


т — у = 584. 9151 + 2 - 3 - 52 = 5344034 = 2.79. 149. 227; 
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£ +y = 584. 9151 + 2 - 3 - 5? = 5344334 = 2 - 167 - 16001; 
ІІМ, (z — y, n) = 227, (+ у, п) = 167. 可 对 整数 n 进行 分 解 , n = 167-227. 
тт 习题 
0) 设 $ 是 有 理 分 数 , 它 的 有 限 简单 连 分 数 是 [ао, ал, а, --- ‚ ап]. É b > 1, [a0, ал, а, ---, 


an] =P, (ры 1,0-1) = 1, Фа > 0. 证 明 : 


Чп-1 


a: Pa-1— 5-4-1 = (—1)"t1(a,b). 


(2) 具体 说 明 第 (1) 题 给 出 了 求 最 大 公 因 数 (a,b) 以 及 解 不 定 方程 az + by = c 的 一 个 新 方 
法 . 用 这 个 方法 来 求解 以 下 的 最 大 公 因 数 和 不 定 方程 : 
(1) (4144,7696). (ii) 77z 十 63y = 40. 


—97 5391 


(3) 分 别 求 出 有 理 分 数 的 25 和 30756 两 种 有 限 简单 连 分 数 . 


(4) it Р 是 有 理 分 数 , [ao,… ,an] 是 它 的 有 限 简单 连 分 数 , 以 及 b 1. 证 明 : 
a- kn-1 =b = (~1)"** (a,b). 


(5) 具体 说 明 第 (4) 题 给 出 了 求 最 大 公约 数 (a,5) 及 解 不 定 方程 az 十 刀 = с 的 一 个 新 方法 . 
用 这 个 方法 来 求解 以 下 的 最 大 公约 数 和 不 定 方程 . 
0) 205:--93у-1. @ 77z+63y = 40. (8) (4144,7696). 

(6) 求 有 理 分 数 @ —43/1001, © 5391/3976 的 两 种 有 限 简单 连 分 数 表示 式 , 以 及 它们 的 各 
个 渐 近 分 数 , 渐 近 分 数 与 有 理 分 数 的 误差 . 

(7) 设 有 理 分 数 a/b((a,b) = 1, a >b > 1) 的 有 限 简单 连 分 数 是 [a0,a1,… ,an]. ШЕН: 


[aoa , an] = [an, an-1,*** ,a1, a0] 


的 充 要 条 件 是 (1) 当 2 P раб? +1; (ii) Ч 2|n 时 , ajb? — 1. 

(8) 设 a,b,c,d 是 整数 , c > d > 0, ad — be = +1. 再 设 实数 7 > 1. 37 Е = (an + b)/(en + d), 
MU £ = [oo aa, n] 以 及 b/d = [ao,… ,аһ-1]). 这 里 [ao,… ,an] 是 а/с 的 有 限 简单 连 
分 数 表示 式 . 

(9) 设 a,b 是 正 整数 , a 整除 b, EI b= ae. 证 明 : [b,a,b,a,b,a,---] = (b+ У + 46) /2. 

(10) 求 以 下 无 理 数 的 无 限 简单 连 分 数 , 前 6 个 渐 近 分 数 , 前 7 个 完全 商 , 以 及 该 无 理 数 和 它 
的 前 6 个 渐 近 分 数 的 差 . 
Ф у29. @ (Vl0+1)/3. 

(11) 设 多 是 无 理 数 , 它 的 无 限 简单 连 分 数 是 [a0,a1,a2,…]. ШЕН: 
当 a > 1 时 , —& = [-ао — 1,1, а1 — 1, а2, аз, ---]; 
Ша-іМ,-Фф- [一 ao — 1, а2 + 1, аз, ---]. 

(12) 称 数 8 等 价 于 数 a 如果 存在 整数 a,6,c,d, ÑE ad—be= 1, (E19 p = SOET. uE: 
(1) 任意 的 数 a 必 与 自身 等 价 . (ii) # 6 等 价 于 a, Ма 等 价 于 8. 
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(11) 车 а 等 价 于 2,8 ENF y, Wa ҒҒ 7. 

(№) 有 理 数 一 定 等 价 于 零 . (у) 任意 两 个 有 理 数 一 定 等 价 . 

(vi) Жа, В 是 两 个 实 无 理 数 , 则 a В 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 的 无 限 简单 连 分 数 为 
以 下 形式 : 


а-(ао,:,4т,00,6,6,--|р В = [bo, ++; ba,co,er, eo, +]. 


(13) (i) WK z > 1 K z+=z-1 < V5. ШЕН: 1<z< 24 
(її) Ха 是 无 理 数 ， ші, h. Ini (n > 1) 是 名 的 三 个 相 邻 的 渐 近 分 数 , 那么, 以 


kn’ kntl 
下 3 个 不 等 式 


l,n,n+1 


< ј=п- 
至 少 有 一 个 成 立 (提示 : 用 反 证 法 ， 并 利用 тм 
(ій) 存在 无 穷 多 个 有 理 分 数 9, 满足 |& 5 
(14) 求 V5 的 简单 连 分 数 ， kaqa wasa. 
(15) 求 有 限 连 分 数 [2, 5, 3, 4, 2, 8]. 
(16) 设 a,b 是 正 数 , ШЕН: 


< 


аа Б- 


2а + 
ҮРГЕН ей 
a+Va2+b 
# 2а 2а 
а-Уа?--5- |2a, --, 2а. a a+ Vært]. 


, "у, 24, + 20, T 


思考 题 
(1) 常用 的 圆周 率 x 的 最 佳 逼 近 是 什么 ? 
(2) 任意 实数 可 以 用 有 理 数 逼近 吗 ? 怎样 得 到 最 好 的 有 理 数 近 似 ? 
(3) 运用 连 分 数 展开 ， 是 否 可 以 得 到 两 个 整数 的 最 大 公 因数 ? 
(4) 编程 实现 计算 一 个 有 理 数 的 简单 连 分 数 . 
(5) É ”两 个 素数 的 乘积 , 编程 实现 Vn 的 简单 连 分 数 及 分 解 整数 m . 
(6) 研究 周期 简单 连 分 数 的 性 质 . 


第 8 章 # 


本 章 及 以 后 章节 , 主要 介绍 具有 运算 的 集合 所 具有 的 数学 理论 和 方法 , 即 代数 理论 和 方 
法 , 主要 是 群 、 环 、 域 及 Galois 理论 等 . 
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811 基本 定义 


首先 , 给 出 集合 中 关于 运算 的 表述 . 
定义 8.1.1 设 8 是 一 个 非 空 集合 . ЖА SxS 到 5 的 映射 就 叫做 S 的 结合 法 或 运算 . 


SxS — 8 
(a,b) — ab 


对 于 这 个 映射 , 元 素 对 (a,b) 的 像 叫做 a 与 5 的 乘积 , 记 成 ag@b 或 a.b 或 axb 等 ,为 
方便 起 见 , 该 乘积 简 记 为 ab. 这 个 结合 法 叫做 乘法 . 

这 时 , S 叫做 代数 系 . 

人 们 也 常 把 该 结合 法 叫做 加 法 , 元 素 对 (а, Б) 的 像 叫 做 a 与 总 的 和 , WR aab а а+ь. 

其 次 , 对 于 结合 法 或 运算 , 给 出 4 个 运算 规则 的 表述 . 

(1) 人 们 常 要 求 结合 法 具有 结合 律 , 即 对 于 S 中 的 三 个 元 素 a, b, с, 由 两 种 方式 得 到 的 
它们 的 乘积 (ab)c 和 a (be) 应 相等 . 

HER ES 是 一 个 具有 结合 法 的 非 空 集合 . 如 果 对 S 中 的 任意 元 素 a, b, c, 都 有 


(ab)e=a(bc), 


则 称 该 结合 法 满足 结合 律 . 

定义 8.1.2 设 3 是 一 个 具有 结合 法 的 非 空 集合 . 如 果 5 满足 结合 律 ,那么 S 就 叫做 S 
的 半 群 . 

(2) 人 们 常 要 求 s 中 有 一 个 像 整数 集合 Z 中 的 元 素 1 那样 的 元 素 单位 元 , 与 任何 元 素 
相 乘 都 不 改变 该 元 素 . 

单位 元 设 S 是 一 个 具有 结合 法 的 非 空 集合 . ШЖ 5 中 有 一 个 元 素 e; 使 得 对 8 中 所 
有 元 素 а, 都 有 

ea=ae=a, 

则 称 该 元 素 e № S 中 的 单位 元 , 通常 记 作 e. 

当 8 的 结合 法 写作 加 法 时 , 这 个 e 叫做 S 中 的 零 元 , 通常 记 作 0. 

ФИЯ 8.1.1 设 S 是 一 个 具有 结合 法 的 非 空 集合 , 则 S 中 的 单位 元 e 是 唯一 的 . 

证 设 e 和 e 都 是 5S 中 的 单位 元 . 分 别 根据 e Же 的 单位 元 定义 , 得 到 


因此 , 单位 元 是 唯一 的 . 证 毕 . 


81 群 233 


(3) 人 们 和 常 要 求 S 中 的 每 个 元 a 都 有 对 应 的 元 素 a, 使 得 它们 的 乘积 aa' 为 单位 元 . 

TËT 设 S 是 一 个 具有 结合 法 的 有 单位 元 的 非 空 集合 . 设 a 是 S 中 的 一 个 元 素 . 如 
Ж S 存在 一 个 元 素 а 使 得 

аа =аа=е, 
则 称 该 元 素 a 为 S 中 的 可 逆 元 , а’ 称 为 a 的 逆 元 , 通常 记 作 а 1. 

当 8 的 结合 法 叫做 加 法 时 , 这 个 a 叫做 元 素 a 的 负 元 , 通常 记 作 а. 

性 质 8.1.2 设 S 是 一 个 有 单位 元 的 半 群 , 则 对 S 中 的 任意 可 送 元 а, 其 送 元 а 是 唯 
一 的 . 
证 ба Жа” 都 是 a 270, BB 

аа =аа=е, аа" = a= a 
分 别 根据 % 和 а” 为 а 的 逆 元 及 结合 律 , 得 到 
а! =ае=а' (аа") = (а’а)а" = ea" = а". 
因此 , а 的 逆 元 а’ 是 唯一 的 . 证 毕 . 

(4) 人 们 常 要 求 元 素 的 乘积 运算 与 它们 的 乘积 次 序 无 关 , 即 对 于 S 中 的 两 个 元 素 a, b, 
由 两 种 方式 得 到 的 它们 的 乘积 a5 和 Ба 应 相等 . 

交换 律 设 5S 是 一 个 具有 结合 法 的 非 空 集合 . 如 果 对 S 中 的 任意 元 素 a, b, 都 有 

ba =ab, 
则 称 该 结合 法 满足 交换 律 . 

最 后 , 给 出 常用 的 具有 结合 律 、 单 位 元 及 可 逆 元 规则 的 代数 系 . 

EX 8.1.3 设 G 是 一 个 具有 结合 法 的 非 空 集合 . G 叫做 一 个 RE, 如 果 G 中 的 结合 法 
满足 以 下 三 个 条 件 : 

(1) 结合 律 , 即 对 任意 的 a, b, сє G, 都 有 

(ab)c =a (be); 
Gi) 单位 元 , 即 存在 一 个 元 素 e є С, 使 得 对 任意 的 a e G, 都 有 


ае=еа=а; 


(її) 可 逆 性 , 即 对 任意 的 ae С, 都 存在 a! є С, 使 得 


特别 地 , 当 G 的 结合 法 写作 乘法 时 , G 叫做 乘 群 ; 当 G 的 结合 法 写作 加 法 时 , G 叫做 
加 群 . 

FE G 的 元 素 个 数 叫做 群 G 的 阶 , 记 为 |G|. 当 |G| 为 有 限 数 时 , С 叫做 有 限 群 , 否则 , С 
叫做 无 限 群 . 

如 果 群 G 中 的 结合 法 还 满足 交换 律 , 即 对 任意 的 a, b e С, 都 有 аЬ = ba, 那么, G 叫做 
一 个 交换 群 或 阿 倍 尔 (Abel) 群 . 
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例 811 自然 数 集 N = (0, 1, 2, --- , n,- } 对 于 通常 意义 下 的 加 法 有 结合 律 和 零 
元 0, 48224 ñ Z, 例如 , 2 无 负 元 . 而 对 于 通常 意义 下 的 乘法 , 有 结合 律 和 单位 元 e = 1, 但 
没有 可 逆 元 . 例如 , 2 无 逆 元 . 

例 8.1.2 整数 集 马 = {..., п, о, —2, —1, 0, 1, 2, … , n, …} 对 于 通常 意义 下 
的 加 法 , 有 结合 律 、 交 换 律 和 零 元 0, 并 且 每 个 元 素 a 都 有 负 元 —а. 因此 , Z 是 一 个 交换 加 
群 . ЖЖ 7* =2\ {0} 对 于 通常 意义 下 的 乘法 , 有 结合 律 、 交 换 律 和 单位 1, 但 不 是 每 
个 元 素 a 都 有 逆 元 , 例如 , 2 LA, 因此 Z* 不 是 一 个 群 . 

例 8.1.3 有 理 数 集 Q 对 于 通常 意义 下 的 加 法 有 结合 律 、 交 换 律 和 零 元 0, 并 且 每 个 元 
£ Z О 都 有 负 元 — ， 因 此, Q 是 交换 加 群 

非 替 有 理 数 集 Q* = Q\ {0} 对 于 通常 意义 下 的 乘法 有 结合 律 、 交 换 律 和 单位 1, 并 且 每 
个 元 素 (bz0 аня (S) ` = 2， 因 此 ,Q* 是 交换 来 群 

类 似 地 , 实数 集 及 和 复数 集 C 都 是 对 于 通常 意义 下 的 加 法 的 交换 加 群 . 而 非 零 实数 集 
R* = R\ {0} ФАЯ Ж C = С\ {0} 都 是 对 于 通常 意义 下 的 乘法 的 交换 乘 群 . 

例 8.1.4 设 万 是 一 个 非 平方 整数 , 则 集合 

Z(VD) = {а+ЪУ0 | a,b € Z) 
对 于 加 法 运算 
(a+bVD) Ф (с + а4//Р) = (a +c) + (b+ d) VD 


有 结合 律 、 交 换 律 和 零 元 0, 并 且 每 个 元 素 a 十 bVD ЖЖ ИХ (—а) + (—b)VD ,因此 Z(VD) 
构成 一 个 交换 加 群 . 
对 于 来 法 运算 
(а +bVD) ә (e + 4VD) = (ac +bdD) + (be + ad) VD 


有 结合 律 、 交 换 律 和 单位 1, 但 不 是 每 个 元 素 a+bVD RAXA, 例如 ,2 无 逆 元 , 因此 Z(VD) 
不 构成 一 个 乘 群 . 
例 8.1.5 设 n 是 一 个 正 整数 . 设 Z/nZ = {0,1,2,… ,n 一 1}. 证 明 : 集合 Z/nZ 对 于 加 法 
a @b = (a + b (mod п)) 


构成 一 个 交换 加 群 , 其 中 a (mod п) 是 整数 a 模 n 的 最 小 非 负 剩余 . 
零 元 是 0, a НАЛ. n-a. 
例如 , п = 6. 


aje |o [= |° | 


aje [оюы |е 
о | лою |= 
ь јо јо | ьо |ы 
нем ео 
оном | 
њо [ьо [е 
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例 8.1.6 设 p 是 一 个 素数 , Fp = Z/pZ. ik F? = Е, \ {0}. 证 明 : 集合 Қ) 对 于 乘法 : 


a @b = (a-b (mod р)) 


构成 一 个 交换 乘 群 . 
单位 元 是 1, a 的 逆 元 是 (a7! (mod р)). 
例如 , п = 7. 
a\b 1 2 3 4 5 6 
1 1 2 3 4 5 6 
2 2 4 6 1 3 5 
3 3 6 š 5 1 4 
4 4 1 5 2 6 3 
5 5 3 1 6 4 2 
6 6 5 4 3 2 1 


ËJ 8.1.7 设 n 是 一 个 合 数 . 证 明 : 集合 Z/nZ\ {0} 对 于 乘法 
а® = (a-b (mod n)) 
Жжж К. 
证 集合 Z/nZ\ {0} 中 有 结合 律 和 单位 元 是 1. 但 不 是 所 有 元 素 都 是 可 逆 元 , BH т 的 真 
因数 d 没有 逆 元 , 因为 对 任意 的 4 e Z/nZ X {0}, 都 有 


4®4 = (4-4 (mod n)) Z 1. 


例如 , п=6, 4-2. 
алт 1 2 3 4 5 
1 1 2 3 4 5 
2 2 4 0 2 4 
3 3 0 з 0 5 
4 4 2 0 4 2 
5 5 4 a a 1 


例 8.1.8 设 n 是 一 个 合 数 . 设 (Z/nZ)* = (a | a e Z/nZ, (a,n) = 1). 
证 明 : 集合 (Z/nZ)* 对 于 乘法 
a@b= (a-b (mod n)) 


构成 一 个 交换 乘 群 . 
具有 结合 律 ， 单 位 元 是 1, а 的 逆 元 是 (а! (mod п)). 
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例如 , п = 15. 


м |мі|ізіп|в(|71|4|29 
Я 8.1.9 设 有 元 素 在 数 域 К 中 的 全体 n 级 矩阵 组 成 的 集合 


M, (K) = {(а;)1<<па<<п | as € K, 1<i<n,1< j<n). 
(0) А = (aij), В = (bij) е Mn(K). 定义 加 法 : 
А-В-С, ЖФ cij = aij +bij, 1<i<n, ,:<4< ji<n, 


则 M,(K) 对 于 加 法 有 结合 律 、 交 换 律 和 零 元 0, 并 且 每 个 元 素 = (ay) 都 有 负 元 -A = 
(-а;) , 因此 Mn(K) 构成 一 个 交换 加 群 . 
例如 , п = 2, 


ап аз ү bi ӛз) (аһ a+b 
an a22 ӛз b22 ао +621 a22 + 622 
„foo | = з 
жж | e maza | C) 
0 0 азу az 一 021 —а22 
(2) 设 4= (au), B = (bij) € Mn(K). 再 定义 乘法 : 


n 
А.В=С, P о = Уа, 1<i<n,1<j<n, 
k=1 


MJ м, (К) \ {о} 对 于 乘法 不 构成 一 个 群 . 例如 ， (; ШЕ 11-0 小 
0 0 0 0 0 0 


(3) пр A ( 即 存在 А’ 使 得 АА’ = A'A = І.) 所 组 成 的 集合 , 记 为 GL, (P), 对 于 
和 矩阵 的 乘法 成 一 个 群 , 通常 称 GL, (К) 为 n 级 一 般 线性 群 ; GL, (K) 中 全 体 行列 式 为 1 的 
ЖАР ИОНЫ КВ, 这 个 群 记 为 SL, (K), 称 为 特殊 线性 群 . 

例如 , п = 2, 51(К) 中 的 乘法 为 


ац (із bi bi2 алібі + 412621 411612 + а12622 
4 = 3 
аә] a22 bai b22 421611 + 422621 421612 + a22b22 
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单位 元 [ Я r) А (= a J ля ( о-н | 
0 i аә а: -аз ац 


Я 8.1.10 设 3 是 一 个 非 空 集合 . G 是 S 到 自身 的 所 有 一 一 对 应 的 映射 了 组 成 的 集合 . 
对 于 f,g e G, ХХ f Жж g 的 复合 映射 go f Я: 对 于 任意 了 ES， 
(go f)(z) = g(f(2)), 
则 G 对 于 映射 的 复合 运算 , 构成 一 个 群 , 叫做 对 称 群 . 恒 等 映射 是 单位 元 . G 中 的 元 素 叫做 
5 的 一 个 置换 . 
当 SŽ n AARRE, С 叫做 对 元 对 称 群 , 记 作 Sn. 
映射 复合 如 图 8.1 所 示 : 


f 4 
8— S — 5 
z ке Қа) 一 а(Қа)) 
gof: тє+д(/(т)) 
图 8.1 映射 复合 
例 8.1.11 设 o 是 对 正方 形 作 逆 时 针 90° 旋转 的 变换 (如 图 8.2 所 示 ), 则 
С = (o, а?, 03, с = id) 


对 于 映射 的 复合 构成 一 个 群 . 


图 8.2 例 8.1.11 图 
事实 上 , о? 是 对 正方 形 作 逆 时 针 1809 旋转 的 变换 , o3 是 对 正方 形 作 逆 时 针 270° 旋转 
的 变换 , ot 是 对 正方 形 作 逆 时 针 360° 旋转 的 变换 , 即 保持 正方 形 不 变 . G 是 一 个 群 . 
Я 8.1.12 Ал ЖЕРК Т y 轴 的 对 称 变换 , ә 是 对 正方 形 作 关于 z 轴 的 对 称 
变换 (如 图 8.3 所 示 ), 则 
С = (m тә, 7071, тү = id) 
对 于 映射 的 复合 构成 一 个 群 . 


2 у 


4 


1 2 >. 
п % 
= Ж 
x а, о х о х 
уу 130) 
4 4 3 1 2 


983 81.12 图 
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事实 上 , norn 是 对 正方 形 作 逆 时 针 180° 旋转 的 变换 , 因此 , ті, то, 7207, 都 是 二 阶 元 . 
G 是 一 个 群 . 

下 面 讨论 n 个 元 素 的 乘积 运算 . 

Ў a1,a2,… ,an-1,an ERF G 中 的 п 个 元 素 . 通常 归纳 地 定义 这 п 个 元 素 的 乘积 为 


а1а2 an-ian = (а1йэ++-ап—1)ап. 
当 G 的 结合 法 叫做 加 法 时 , 通常 归纳 地 定义 这 п 个 元 素 的 和 为 
ai 十 02 十 … 十 an-1 十 an 二 (al 十 02 十 … 十 an-1) 十 an. 

下 面 的 性 质 说 明 : 在 有 结合 律 的 情况 下 , 可 有 序 结合 一 些 元 素 作 乘 积 , 但 最 终 的 乘积 结 
果 是 确定 的 . 

性 质 8.1.3 It a,- ,an 是 群 G f n>2 ЛХ, ШЕИ 1 <i <... < ik < n, 
# 

(ал>-а,)--(ақа::-4п)- ала2 + - - @п—1@т. 

证 Яп 作 数学 归纳 法 . 

п = 3 时 , 根据 结合 律 得 到 аз (ааз) = (алаз)аз = азазаз. 结论 成 立 . 

假设 n 一 1 时 , 结论 成 立 . 

对 于 п, ШЖ ¿kaa = n, 则 根据 归纳 假设 ， 


(а-а): (аап) = (a102 -+ ` an—1)an 一 Q102 - ап—1ат. 


ШЖ ¿kaa < n, 则 根据 归纳 假设 和 结合 律 ， 


(ai i) (aa Hi)(Qik+H an) = (а---@„)(а„+1---ал-1)аһ 
= (alaz …an-1l)an 
= 941942 --`ап-1@п. 


因此 , 结论 对 于 n 成 立 . 根据 数学 归纳 法 原理 , 结论 对 任意 п 成 立 . 证 毕 . 
性 质 8.1.4 ЗА а1,а2, << ,an-1,an 是 群 G 中 的 任意 n>2 个 元 素 , 则 


10-1 1021 
ле мын Ж 


(а1а2 ---аи1а») = аз 
证 Жї п 作 数学 归纳 法 . 
п = 2 时 , 根据 性 质 8.1.3, 有 
(азағ) (azar!) = ai (azas!) ат = ajar! = e 
和 
(а5тал *) (ааз) = аз! (a'a) аз = asas = e 
FELA, (araa)! = az ar, 结论 成 立 . 
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假设 n 一 1 时 , 结论 成 立 . 对 于 n, 由 情形 n = 2 及 归纳 假设 , 有 
(alaa …an-lan) = [(ааз---ал-1)ал]7® 


= a; (uaz: an- 


-іл-і -і,-і 
== Фи б ыы W № 


因此 , 结论 对 于 п 成 立 . 根据 数学 归纳 法 原理 , 结论 对 任意 n 成 立 . ШЕР. 
性 质 8.1.5 Ж a1,a2,… ,an lian 是 交换 群 G 中 的 任意 nn 之 2 个 元 素 , 则 对 1,2,...,п 
的 任 一 排列 и, ,in, 有 
Qi, liz --- Qi, 一 Q102 -- An. 
证 X} п 作 数学 归纳 法 . 
п = 2 时 , 根据 交换 得 到 asar = aras. 结论 成 立 . 
假设 n 一 1 时 , 结论 成 立 . 对 于 п, WR in = п, 则 根据 结合 律 和 归纳 假设 ， 
Qi, "UG, Gi, = (ai Gi, )ап = (a102 ---ап—1)ап = 0102 -` ` Qn-1an. 


WMR in < n, ik = n, 则 根据 结合 律 , 交换 律 及 前 面 的 结果 ， 


Qi, Qik-1QikQik+ Qin = (а Qik-1)an(aik+ ain) 


(ал, aig-1) (Gigt1 ain)an 


= qaía2:::Gn-lGn. 


因此 , 结论 对 于 n 成 立 . 根据 数学 归纳 法 原理 , 结论 对 任意 n 成 立 . 证 毕 . 
设 п 是 正 整数 . 如 果 aí = a =… = аһ = a, WE aaz- -an = а", Ж а 的 n АЖ. 


特别 地 , 定义 a? = e 为 单位 元 , а" = (а—!)" 为 逆 元 а"! 的 п АЖ. 
性 质 8.1.6 设 a 是 群 G 中 的 任意 元 , 则 对 任意 的 整数 m, п, 有 


aman = а"+", (атуы = ат". 
证 分 以 下 几 种 情况 证 明 : 
(i)m> 0, n > 0. 根据 性 质 81.5, 有 ата" = ат”, 

ата" = а"+", (am)n = am", 
(ji) m = 0, n > 0. # 

ата” = еа" = а", (а")" = (a9)" = e= ama. 
Gii) m < 0, n > 0. 有 
ал-(-”) = ат+т, ШЖ -т<п 
aman = (а!) "а" = 4 es amt, ШЖ -т-п, 


(а Ту-т-а =a", ШЖ 一 mm >n 


(ату [(a tyga (a y ma атт. 
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(іу)п-0. 


аа ате аа. С = e= Qh, 
(v)m>0, n <0. 有 
ат" = ат”, Ш> п 
ата” = а" (а) "= $ e= amh, ШЖ т= п, 
(а-1)-"-т =ат+", 如 果 m < 一 n 
(а")" = (ат) =" = ат)" (а 1)" = қата, 
(vi)m<0,n<0. 有 


ата” = (a7!) ™ (a7!) 7" = (a-1)om-n ат", 


(a™) = [(a™) 3] = (a>) = = ат”. 
因此 , 性 质 8.1.6 成 立 . 证 毕 . 
定理 8.1.1 设 G 是 一 个 具有 结合 法 的 非 空 集 合 . 如 果 G 是 一 个 群 , 则 方程 
ат-%, уа-ь 


在 G PAR. 反 过 来 , 如果 上 述 方程 在 G PAR, 并 且 结合 法 满足 结合 律 , 则 G 是 一 个 群 . 
证 设 G 是 一 个 群 . 在 方程 az = b 两 端 左 乘 a-1, 得 到 


a-l(az)=a-b, 


Ш xz =a! b 是 方程 az =b Hh. FIE, y = ba! 是 方程 ya = b 的 解 . 

反 过 来 , ЙУ ат=Ь, ya=b 在 G 中 有 解 . 因为 G 非 空 ,所 以 G 中 有 元 素 e, 并 且 
ez =c НЙ z =er. 这 个 er 是 G 中 的 ( 右 ) 单位 元 . 事实 上 , 对 任意 a € G, 因为 ye=a 有 
解 , 所 以 


ае-(ус)ег-у(се)-ус-а. 


同 理 , ус = c 的 解 y=e 是 G 中 的 ( 左 ) 单位 元 . 事实 上 , 对 任意 ae С, МХ cz =a, ус=а 
有 解 , 所 以 


аа = е (ст) = (ес) т = ст = а. 


因此 , er = ее, = е = e 是 С 中 的 单位 元 . 
对 G 中 任意 元 素 a, 设 方程 az =e， уа=е ЕС 中 的 解 分 别 为 z =a, у = а", № 


a' = еа! = (а"а)а = а" (аа) = a" e = a". 


因此 , а 是 a 在 G 中 的 逆 元 . 故 G 是 一 个 群 . 证 毕 . 
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8.1.2 TE 

1. 子 群 及 其 基本 性 质 

本 节 讨 论 具 有 运算 的 子 集合 . 

定义 8.1.4 Ж H Z #t G 的 一 个 子 集合 . 如 果 对 于 群 G 的 结合 法 , H 成 为 一 个 群 , 那么 
H 就 叫做 群 G 的 +Ë, 记 作 H < G. 

H = (e) Ñ H = G 都 是 群 G МУ, 叫做 群 G 的 平凡 子 群 . 群 G J Y Н 叫做 群 G 
的 真子 群 , 如 果 H 不 是 群 G 的 平凡 子 群 . 

例 8.1.13 I H È Z HATE, 则 存在 正 整 数 n, №43 H—=nZ=(k.n| ke Z). 

证 因为 H 是 真子 群 , 所 以 存在 非 零 整数 a e H. 又 因为 H 是 子 群 , 所 以 ae H. 这 
说 明 H 中 有 正 整数 . 设 H 中 的 最 小 正 整数 为 w WA H = nZ. 事实 上 , 对 任意 的 a e H, 不 
妨 设 a > 0 , 根据 欧 几 里 得 除法 (定理 1.1.10), 存在 正 整数 q 及 整数 > 使 得 


а-4-п-ғ-т, 0<т<п. 


ШЖ r Z 0, B| > = a +q(—n) € H, 这 与 n 的 最 小 性 矛盾 . 因此 ,7 = 0, a = q:n € nZ. ik 
Н cnZ. 但 显然 有 nZ c Н. 因此 , H = nZ. 证 毕 . 

下 面 给 出 子 群 的 判断 . 

定理 8.1.2 设 吾 是 群 G 的 一 个 非 空子 集合 , 则 H ЖЖ G 的 子 群 的 充 要 条 件 是 : 对 任 
Ма, БЕН, Я abt €H. 

证 必要 性 是 显然 的 . 来 证 充分 性 . 

因为 G 非 空 , 所 以 G 中 有 元 素 а. 根据 假设 , 有 e = aa-! e H. 因此 , H 中 有 单位 元 . 
XJF ee H 及 任意 а, 再 应 用 假设 , 有 а- = ea! e H, 即 H PHATE a 在 H 中 有 逆 元 . 
因此 , H 是 群 G 的 子 群 . 证 毕 . 

下 面 考虑 多 个 子 群 的 交集 . 

定理 8.1.3 ЖС 是 一 个 群 , {Hijiel 是 G 的 一 族 子 群 , 则 Гүн, 是 G 的 一 个 子 群 . 

ЧЕТ 
证 对 任意 的 a, be [| H, Ч а, be Hi ieT. 因为 H, 是 G 的 子 群 , 根据 定理 8.1.2, 
ЧЕТ 


Тат Hi, i€ Г. Ж, аб”! e () Hi. 根据 定理 81.2, Гн, 是 G 的 一 个 子 群 ， 证 毕 . 


ФЕТ ЧЕТ 

根据 定理 8.1.3, 人们 可 给 出 一 个 非 空子 集 X 生成 一 个 子 群 的 表述 , 即 包含 X 的 最 小 
子 群 . 

Ж 多 个 子 群 的 并 集 不 一 定 是 子 群 . 

2. 子 群 的 生成 

利用 定理 8.1.3, 可 以 包含 一 个 子 集 X 的 最 小 子 群 或 由 子 集 X 生成 的 子 群 . 

定义 8.1.5 it G 是 一 个 群 ,于 是 G 的 子 集 . 设 {Hijier 是 снах 的 所 有 子 群 ， 
я [| H, 叫做 G ёч X 生成 的 子 群 , 62 < X >. 

іі 

X 的 元 素 称 为 子 群 < X > 的 生成 元 . WR X = {al… an), Да < X >H < ai, 
… ,Qn >. WR G =< a1,… ,an >, WER G 为 有 限 生成 的 . 特别 地 , WR G =< a >, ИЖС 
为 а 生成 的 循环 群 . 
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下 面 给 出 < X > 中 元 素 的 显示 表示 . 先 考虑 交换 群 中 由 有 限 个 元 素 生成 的 群 . 
定理 8.1.4 设 G 是 一 个 交换 群 , X =< a1,ao,… ,at > 是 G 的 子 集 , 则 
(i) 当 G 为 乘法 群 时 , 由 X 生成 的 子 群 为 


<Х>-(ан.-а"|а,е Х, n EZ, 1<i<t}. 
特别 地 , 对 任意 的 aeG, 有 
<а>= {а | n € Z). 
(її) 当 с 为 加 法 群 时 , 由 ХЖ 
< X >= {та +--- + та |а ЄХ, n e Z, 1<i<t. 
特别 地 , 对 任意 的 ae G, 有 
<а>= {па |һ 2). 
Ж (1) G 为 乘法 群 . > 
Н = {ар --- a" | a; ЄХ, n e Z, 1<i <t, 
则 五 是 G 的 子 群 . 事实 上 , ХИХ а = ат ant, = а" а" є Н, ZHE 8.1.4, 有 
a-b! = ат... ар"... ар" = ap m... meme e H. 
因此 , H 是 G 的 子 群 . 
再 设 Hj; 是 包含 X 的 任意 子 群 , 则 对 任意 a = ат -- -agt € H, H a; € X, 得 到 а  Н,. 
又 因为 H; ЖТ, ТД ar ЕН, а= anam € Hj, Bl H CHj, Нс (\н;. 因此 ， 
H =< X > Жн X ERTH. 
(її) G 为 加 法 群 . > 
Н = {та +... + та, | ЄХ, m EZ, 1<i<t}, 


则 五 是 G 的 子 群 . 事实 上 , 对 任意 а = пла: +--- + та, b= mia ++ та, ЄН, 运用 
РЕ 8.1.4, 有 
a— b= (пу —mi)ai + --- + (п, — туда, Е H. 
因此 , H 是 G ЕТІН. 
再 设 H; 是 包含 X 的 任意 子 群 , 则 对 任意 a = mai +--+ mua € H, H a € X, 得 到 
ai € Hj. 又 因为 Н; 是 子 群 , 所 以 nia; € Hj, a = та +---+ты € Hj, B] H c H;, H c 
(18) 因此 , H =< X > 是 由 X 生成 的 子 群 . 证 毕 . 


例 8.1.14 i£ G =< g >= {9 | g” £ 1, 1 < r < n, g" = 1), N) G п ИЖ, Н 
< g? >= {g1} | k e Z) Ж G 的 子 群 . 
再 考虑 一 般 的 群 G 及 非 空子 集 X. 
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定理 8.1.5 设 G 是 一 个 群 ,和 是 G 的 非 空 子 集 , 则 由 X 生成 的 子 群 为 
< X >= {a .ar |te М, ав X, n e Z, 1<i<t. 
特别 地 , 对 任意 的 aeG, 有 
<а>= {а" |пє Z). 
证 AA X 非 空 , 所 以 
Но = (aman |tEN, a € X, n e Z, 1<i <t) 
非 空 , 则 对 任意 z =a ap", ужа!" ans є Но, 运用 性 质 81.4, 有 
1 


ху = ал ат ас" сат € Но. 


因此 , Но 是 G WITRE F Hj 是 包含 X 的 任意 子 群 , 则 对 任意 a = af ---ag' € Но, 
ai € X, 有 a, € Ну. 因为 是 子 群 ,所 以 ae Hj, BI Ho C Ну, Ho c 站. 
j 


因此 , Ho =< X > 是 由 六 生成 的 子 群 . 证 毕 . 
8.2 ”正规 子 群 和 商 群 
8.21 ” 陪 集 的 拉 格 朗 日 定理 
类 似 于 模 同 余 分 类 , 人 们 可 以 通过 群 G 的 子 群 H 对 群 G 进行 分 类 (定理 8.2.1). 
aH = {c | c€ G, a-lce Н}. 
定义 8.2.1 iZ H AZG 的 子 群 ,a 是 G 中 任意 元 , 那么 集合 
aH = {ah | h€ H) (对 应 地 На= {ha | h € H)) 


分 别 叫做 G 中 H ж (Ял) Е. ан (对 应 地 На) 中 的 元 素 叫做 aH (对 应 地 Ha) 
的 代表 元 . 如 果 aH = На, Ман 叫做 G P H ih ER. 
Я 8.2.1 ik n> 1 ЖЖ, P] H = nZ Ж Z z, ТА 


a+nZ={a+k-n]|ke zZ} 


就 是 nZ 的 陪 集 . 这 个 陪 集 就 是 模 的 剩余 类 . 
定理 8.2.1 i H ZEG 的 子 群 , 则 
(i) 对 任意 ae G, 有 


aH = {с|сєС, ace Hy (对 应 地 На= {с | сЕС, са"! еН)). 


(її) 对 任意 а, b € G, aH = bH 的 充 要 条 件 bola є H (对 应 Ha = НЬ 的 充 要 条 件 
ак! є H). 

(Hi) 对 任意 a, БЕС, aH NbH = Ø 的 充 要 条 件 bla Z H (对 应 Han Hb = gØ 的 充 要 
条 件 ab-1 g Н). 

(iv) 对 任意 a e H, ж aH = = Ha. 
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证 (1) Ни = {ec|ceG,a lee Н}. 要 证 明 : aH = На. 对 任意 的 e € aH, 存在 
h e H 使 得 c= ah. 从 而 , ale = h € H, В сє Ни. 因此 , aH c Ha. БӘЯ Ж, 对 任意 的 
c€ Ha, Ч ace H, МШЕ h e H 4 a-le= h. НИ, c= ah € aH. 因此 , На C aH, 
M aH = {с | c€ G, а" сеН) 

同 理 可 得 , На = {с | c € G, са € Н}. 

(ii) ан = bH, а= ae € aH = bH, їй bta € H. RTK, W bla = hi € H. ХМЕ 
ЖсеаН, 存在 ha € H 使 得 c= аһ. 进而 , с = Қа), = b(hihə) € bH. 因此 , aH c bH. 
同样 , 对 任意 сє bH, 存在 ha € H 使 得 с = bha. 进而 , c = a(b7ta) tha = a(hr №2) € aH. 
因此 , bH c aH. tk aH = bH. 

同 理 可 得 , Ha = НЬ 的 充 要 条 件 是 ab-1 є H. 

Gii) 由 (ii) 知 必要 性 成 立 . 再 证 充分 性 . 若 不 然 , aH nbH Z Ø, WIETE ce aH пън. 
根据 (i), На есен K b lee Н. Ж, b la = (516) (ас)! Е H. ЖЕН. 

同 理 可 得 , Нап Hb = 的 充 要 条 件 为 ab-1 g H. 

(iv) 因为 e, a~t € H, 所 以 结论 成 立 . 证 毕 . 

推论 设 五 是 群 G 的 子 群 , 则 群 G 可 以 表示 为 不 相交 的 左 (对 应 右 ) 陪 集 的 并 集 . 


с= (Јан 
iel 


类 似 于 完全 剩余 类 组 成 新 集合 , 左 陪 集 全 体 也 可 组 成 新 集合 . 
定义 8.2.2 设 五 是 群 G 的 子 群 , 则 五 在 G 中 不同 左 (对 应 右 ) 陪 集 组 成 的 新 集合 


(aH|aeG) (对 应 地 {На|аєС}) 
叫做 H £ G 中 的 商 集 , 记 作 G/H. 
G/H = {aH | a € G} = {a;H | i € I}. 


G/H 中 不 同 左 (对 应 右 ) 陪 集 的 个 数 叫做 五 在 G 中 的 指标 , 记 为 [G : H]. 
定理 8.2.2 ЯН ÆRE G 的 子 群 , 则 


IG|= [G : H||H|. 
更 进一步 , 如 果 K, H 是 群 G 的 子 群 , 且 K 是 H 的 子 群 , 则 
[G : K] = [G : H|[H : K]. 


如 果 其 中 两 个 指标 是 有 限 的 , 则 第 三 个 指标 也 是 有 限 的 . 
证 根据 定理 8.2.1, 有 


с-(Ден 和 |с = Уан. 


ТЕТ ЧЕТ 
因为 H 到 aH 的 映射 : f :h — aih 是 一 一 对 应 的 , 所 以 |aiH| = |H|. 进而 ， 
«= Уан = УМн| = [6 : НІНІ. 
ФЕТ 


іві 
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进一步 , 如 果 K, H ÆR G 的 子 群 , B. K 是 H 的 子 群 , 根据 定理 8.2.1 有 
с-(Дан, H= UK, 

ser jeJ 
其 中 |I| = [G : H], |J| = [H : K]. 从 而 ， 

G= U U(aib;)K. 

їЄІ јЄЈ 

WEW: {(aib;)K}, Е 1, je J 是 不 同 的 陪 集 . 假设 

(aibj)K = (avby)K, 
因为 bj, Ьу ЕН, ЕР H, 得 到 

aiH = ay H. 
根据 定理 8.2.1 (ii), 得 到 а = аг. 从而， 
bjK =byK. 
再 根据 定理 8.2.1 (11), 得 到 bi = by. 
因此 , 有 
IGl= DD l(ab;)K| => D IKI= [G : НІН: KIKI. 
ТЕТ jeJ ЧЕТ jeJ 

但 有 

IG| = [G : K]IK|, 
М 

[G : K] = [G : H|[H : K]. 


推论 (Lagrange)  Н AREE G 的 子 群 , 则 子 群 H 阶 是 |G| 的 因数 . 


8.22 ” 陪 集 的 进一步 性 质 


下 面 考虑 群 G 的 两 个 子 群 组 成 的 集合 . 
W G 是 一 个 群 , H,K 是 G 的 子 集 . 用 HK 表示 集合 


НК = {hk | ВЕН, k € K). 
如 果 写 成 加 法 , 用 H + K 表示 集合 
Н+К = {В+ | ВЕН, ke R). 


Я 8.2.2 i H,K 是 交换 群 G 的 两 个 子 群 , 则 HK 是 G +#t. 
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证 对 于 zy € HK, 存在 he H, kı € K 以 及 h €H, ks € K ,使 得 z= hki, 
у = hoko, 从 而 , 由 G 是 交换 群 , 有 


zg! = (hikı)(h2k2)™* = (hiki)(ka ha!) = (№51) (0851) € HK, 


因此 , НК k: G 子 群 . 证 毕 . 
定理 8.2.3 ЖН, K 是 有 限 群 G 的 子 群 , 则 |HK| = |H|IK|/|H n K|. 
证 因为 HNK A H Ц ТШ, МИ |H n K| | IH|. Фа- пакт 五 关于 HNK 的 
左 陪 集 分 解 式 为 


H=hb(HnkK)U-.-Uh (HnK), h€ H, ҚК. 
由 于 (H n K)K = K, 得 到 
НК =(h(HnkK)U-..Uh (H n K)) K 


=h(HnkK)Ku::.. uh (H n K)K 
= hK U- Uh. K. 


再 证 uK nh; K = о. 若 不 然 , 则 有 ki, kj Е K 使 得 
hiki = hjkj, 
从 而 hy hj = Куе K, 矛盾, 故 
\НК| = п|К| = |H||K|/|H n K|. 
证 毕 . 
定理 8.2.4 АН, K Z#t G 的 子 群 , 则 
[IH:HNK] < [G : K]. 


如 果 [G : K] 是 有 限 的 , 则 [H : Нок] = [G : K] 当 且 仅 当 G = KH. 
证 ЖЕН XT H n K 的 左 陪 集 
Н/НОК = {№(НОК) | h € H, hilh¢ H n K) 
以 及 G 关于 KK 的 左 陪 集 
G/K = {К | a; € G, arla; К}. 
作 H/H n K 到 G/K 的 映射 
ф: (НПК) 一 hK, 


则 p 是 单 射 . 事实 上 , 若 有 h,K = h;K, WJ h-1h; € K, ВЕНОК, ЖИ, 故 р 是 单 射 ， 
从 而 
[H : HNK] S< [G : K]. 
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假设 [G : K] AR. # [H : H n K] = [G : К], 则 单 射 p 也 是 满 射 , 即 有 
{^К | № € H, ¢ K} = {aK |а € G,a a; ¢ К}. 
因此 , 对 任意 re G, 有 a, € G 以 及 h; € H 使 得 
тєтК = К = h;K C HK, 


从 而 G C HK, С = HK. 
反之 , 车 G= HK, 则 对 任意 左 陪 集 a K (ai є G), 有 


m=hk (hj € H, КЄК). 


从 而 
e(h;(H п K)) = h;K = h;kK = aK. 


ф 是 满 射 , ІШ 
[Н:Нок] = [С:К]. 


定理 成 立 . 
定理 8.2.5 设 忆 天 是 群 G 的 有 限 指标 子 群 , W| G: Нок] 是 有 限 的 , B. 


[G : HNK] < [G : Hl[G : K]. 


进一步 , С: Нок] = [G : H|[G : K] 当 且 仅 当 G = HK. 
证 МХ HAK < H < G, 所 以 


[G: H n K] = [G : HJ[H : H n K]. 

又 因为 [G : H] 5 [G : K] WAR, МІНЕЗІ 8.2.4 Ж, 

[H: HnK]<[G:: K]. 
TR: [G : Нок] < [G : H|[G : К). H» 

[G: HnK]= G: H|iG: K] e [H : H n K] = [G : K), 
而 由 定理 8.2.4, 知 [H : Нок] = [G : K] & G = HK, tk 
[G:HNK]=[G:HIG: K] = G= HK. 

8.2.3 ”正规 子 群 和 商 群 


最 后 , 讨论 商 集 G/H 构成 一 个 群 的 条 件 (H 为 正规 子 群 ). 

定理 8.2.6 jz N 是 群 G 的 子 群 , 则 以 下 条 件 是 等 价 的 : 

(1) 对 任意 aeG, 有 aN = Ма. 

(ii) 对 任意 ae G, 有 aNa-1 = N. 

(11) 对 任意 a € G, 有 aNa 1 СМ, Ф аМа! = {апа-! | пем}. 


证 毕 . 


证 毕 . 
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证 Ям, (1) А (ü) 及 (ñ) 28088 (ін) 是 显然 的 . 

现在 从 (її) 推出 (i). 对 任意 a Е G, n М, Жапа! є aNa™ с N, 所 以 
ата = т, т Е М. 进而 , ап = n'a € Na K aN с Na. 特别 地 ,也 有 a-LN с Ма! 或 
Na c aN, W aN = Na. 定理 成 立 . 证 毕 . 

定义 8.2.3 j N 是 群 G 的 子 群 , 称 NN 为 群 G 的 正规 子 群 ,如 果 它 满足 定理 8.2.6 的 
条 件 . 

定理 8.2.7 И N 是 群 С 的 正规 子 群 ,G/N 是 由 N 在 G 中 的 所 有 (Z) 陪 集 组 成 的 集 
Ф, 则 对 于 结合 法 

(aN)(bN) = (ab)N, 

G/H 构成 一 个 群 . 

证 首先 , 要 证 明 结合 法 的 定义 不 依赖 于 陪 集 的 代表 元 选择 , 即 要 证 明 : aN = a'N, bN = 
ЫМ 时 ，(ab)N = (а Б). 事实 上 , 根据 定理 8.2.6, 有 

(ab)N = a(bN) = a (b' N) = а(№) = (aN)V -(а/М)-(а УМ. 
其 次 , eN = 是 单位 元 . 事实 上 , 对 任意 ce G, 有 
(а№)(е№) = (ае)М = а№, (е№)(а№) = (ea)N = aN. 
最 后 , aN 的 逆 元 是 a-1N . 事实 上 ， 
(aN)(a1N)=(aa-1)N =eN, (a-1N)(aN) = (а! а)№ = eN. 

因此 , G/H 构成 一 个 群 . 证 毕 . 

定理 8.2.7 中 的 群 叫 做 群 G 对 于 正规 子 群 H 的 商 群 . 

如 果 群 G 的 运算 写作 加 法 , W G/N 中 的 运算 写作 (a+ N) + (b+ N) = (a +b) + N. 
83 ТЯ 

本 节 讨 论 两 个 群 之 间 的 关系 : 同 态 与 同 构 . 


8.31 ”基本 概念 
定义 8.3.1 С, С 都 是 群 ,f 是 G 到 G' 的 一 个 映射 . 如 果 对 任意 的 a, БЕС, 都 有 
f(ab) = f(a) f(b), 
那么 ,了 叫做 G 到 G' 的 一 个 БЖ. 
Жж 同 态 可 称 做 保持 运算 的 映射 : 
f(a.b)= f(a) f(b). 
G 中 运算 opiat 


如 果 了 是 一 对 一 的 , 则 称 f 为 单 同 态 ; 如 果 f 是 满 的 , 则 称 f 为 满 同 态 ; 如 果 f 是 一 一 
对 应 的 , 则 称 了 为 同 构 . 
4 G = G' 时 , 同 态 了 叫做 自 同 态 , 同 构 了 叫做 自 同 构 . 
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фия 8.3.1 设 G, G', G" ЖЕ f Ж G 到 G' 的 一 个 同 态 映射 , g G' 到 G” 的 一 
个 同 态 映射 , 那么 , go 了 是 G 到 G” 的 同 态 映射 . 而 且 , 当 了 是 G 到 с” 的 一 个 同 构 映射 , g 
是 G' 到 G” 的 一 个 同 构 映射 , 那么 , go 了 是 G 到 С” 的 同 构 映射 . 

证 对 任意 的 be G, 因为 f, 9 都 是 同 态 映射 , 所 以 


(go f)(ab) = g (J(ab)) = g (f(a)f(b)) = g (f(a)) g (f(b)) = (g o f)(a)(g o f)@) 


因此 , go f 是 С 到 G” 的 同 态 . 

进一步 , 当 了 是 G 到 G' 的 一 个 同 构 映射 ,g 是 G' 到 G” 的 一 个 同 构 映 射 时 , 有 了 是 G 
到 С’ 的 一 一 对 应 映射 , g G 到 С" 的 一 一 对 应 映射 , 从 而 , go 了 是 G 到 G” 的 一 一 对 应 
映射 , 故 go f 是 G С" 的 同 构 映 射 . 证 毕 . 

定义 8.3.2 ЖС, G! 都 是 群 . 称 G 与 С AH, 如 果 存 在 一 个 G 到 G 的 同 构 , 记 作 
G=. 

Ж 在 同 构 的 意义 下 , 两 个 同 构 的 群 可 以 看 作 相同 , 即 可 以 通过 已 知 的 群 的 性 质 来 研究 
另 一 个 群 的 性 质 (如 循环 群 , 定理 9.1.2), 还 可 提高 计算 效率 (如 例 5.1.9). 


a-b= (f(a) - 6)" 


定理 8.3.1 设 了 是 群 G 到 群 G' 的 一 个 同 态 , N 

(1) Ле) = е', 即 同 态 将 单位 元 映射 到 单位 元 . 

(й) 对 任意 ae G, f(a-!) = Дау, 即 同 态 将 a 的 逆 元 映射 到 f(a) 的 逆 元 . 
(iii) kerf = (a | a € G, Ла) =е'} 是 G 的 子 群 , 且 了 是 单 同 态 的 充 要 条 件 是 


kerf = (e). 


(iv) ДС) = (f(a) | a e G) Ж G' 的 子 群 , B. f 是 满 同 态 的 充 要 条 件 是 f(G) = G'. 

(У) НИЯ С 的 子 群 , 则 集合 Г ЦИ’) = (a € G | f(a) e H!) Ж G 的 子 群 . 

证 (1) 因为 f(e) = /(е?) = f(e), 此 式 两 端 同 乘 以 f(e)-!, 得 到 f(e) = e. 结论 成 立 . 

(й) 因为 Да") Ха) = f(a-1a) = Це) = e, f(a) f(a-1) = f(aa-1) = e, МИ f(a-1) = 
Қау. 

Gii) 对 任意 a, be kerf, 有 f(a) =е/, f(b) = e. 从 而 ， 


Ла") = f(a) 707) = f(a) f(0) = e. 


因此 , а5-1 є kerf. 根据 定理 8.1.2, kerf 是 G 的 子 群 . 
E f 是 单 同 态 , 则 满足 (а) = e = f(e) 的 元 素 只 有 а = e. ІЗІН, kerf = {е}. 
反 过 来 , 设 kerf = {е}, 则 对 任意 的 a, b e G 使 得 f(a) = ДЫ, 有 


flat’) = f(a) К" = Ка fü) = e. 


这 说 明 , ab-1 є kerf = {е} R а = b. 因此 , f 是 单 同 态 . 
(iv) 对 任意 z, уе f(G), 存在 a, be G 使 得 f(a) = z, f(b) = у. 从而， 


ту = f(a) /(®) = ав е f(G). 
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根据 定理 8.1.2, (с) 是 G' 的 子 群 , B. 是 满 同 态 的 充 要 条 件 是 f(G) = С”. 
(v) 对 任意 wb e f КН’), 根据 (ü) 及 H' 为 子 群 , 有 
Дар) = f(a) 7071) = f(a) f(b) єн", 
因此 , ab є КН’). f-1(H') 是 G 的 子 群 . 证 毕 . 
ker f 叫做 同 态 f 的 核子 群 , f(G) 叫做 像 子 群 . 
例 8.3.1 2 Z ЖС =< g >= (g" | n e Z) 的 映射 


f:n д" 
Ж Z #| < g > 的 一 个 同 态 . 
事实 上 , 对 任意 的 a,be Z, 有 
f(a +b) =g = g° - g” = Дао). 
Я 8.3.2 加 群 R 到 来 群 R* = RA {0} 的 映射 1 :ar 一 er ÈR 到 R* 的 一 个 同 态 . 
事实 上 , 对 任意 的 be R, 有 
f(a +b) = е = е®. e = f(a)f(b). 


例 8.3.3 加 群 Z 到 加 群 Z/nZ НЯ |: k — k+nZ 是 一 个 同 态 . 
例 8.3.4 加 群 Z ЕЕС = (0k | 0 = e%, k e Z) 的 映射 有 :kk 一 ;0K 是 一 个 同 态 . 
例 8.3.5 加 群 Z/nZ Я G = {0 | 0 = e, k= 0, 1,… ,n — 1} 的 映射 


f :k+nZ — 0% 


是 一 个 同 构 . 
B 8.3.6 Жах С 的 一 个 元 ,那么 映射 


fibraba! 
是 G 自 同 态 . ЖЕ, 
f(be)=a(be)a = (ават!) (аса!) = f(a) f(b). 
832 ” 同 态 分 解 定理 
在 群 的 研究 中 , 有 时 是 借助 与 之 同 构 的 群 来 进行 的 ( 见 定义 8.3.2 及 其 注 ). 这 就 需要 构 
造 相 应 的 同 构 . 但 直接 构造 同 构 并 不 是 很 容易 的 事 , 因此 通常 是 构造 同 态 , 再 借助 于 以 下 的 
同 态 分 解 定理 (定理 8.3.3) 来 诱导 出 同 构 映 射 . 
定理 8.3.2 设 f 是 群 G 到 群 G' 的 同 态 , 则 了 的 核 ker(f) £ G 的 正规 子 群 . 反 过 来 ， 
如 果 N 是 群 G 的 正规 子 群 , 则 映射 
s:G — G/N 


a — aN 


AA N 的 同 态 . 
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证 对 任意 ae G, b € kerf, 有 
f(aba-1) = f(a) f(b) Ка") = f(a) e Кат = e'. 
这 说 明 aba-l є kerf. 根据 定理 8.2.6, ker(f) 是 G 的 正规 子 群 . 
反 过 来 , 设 N 是 群 G 的 正规 子 群 , 则 G 到 G/N 的 映射 s 满足 
s(ab) = (ab)N = (aN) (bN) = s(a) s(b), 
同时 , s(a) = 的 充分 必要 条 件 是 ee М. 因此 , s 是 核 为 М 的 同 态 . 证 毕 . 
ВАУ s: G — G/N 称 为 G 到 G/N 自然 同 态 . 
定理 8.3.3 ( 同 态 分 解 ) 设 f 是 群 G 到 群 G' 的 同 态 , 则 存在 唯一 的 G/ker(f) 到 像 子 
Ж Қа) ӨБ 7: аКег(/)- fla) 使 得 f =io fos, 其 中 s 是 群 G 到 商 群 G/ker(f) 的 自 
ЖЕ Ж, i: снъсх f(G) #| G' 的 恒 等 同 态 , 即 有 以 下 的 交换 图 : 
G — G 
sl 1: 


блек - да) 


证 根据 定理 8.3.2, ker(f) 是 G 的 正规 子 群 , 所 以 存在 商 群 G/ker(f)， 现 在 要 证 明 : 
了 :aker(j) 一 f(a) 是 G/ker(f) 到 像 子 群 f(G) 的 同 构 . 
首先 , 了 是 G/ker(f) 到 f(G) 的 同 态 . 事实 上 , 对 任意 的 aker(f), bker(f) € G/ker(f), 


J((aker(f))(bker(f)) = f((ab)ker(f)) = Қа) = /(а) 700) = F(aker(f))F (bker(f)). 


其 次 , 了 是 一 对 一 . 事实 上 , 对 任意 aker(f) € ker(f), 有 f(aker(f)) = f(a) = е. 由 此 ， 
a € ker(f) 以 及 aker(f) = ker(f). 

最 后 , f 是 满 同 态 ， 事 实 上 , 对 任意 се f(G), 存在 a є G 使 得 Да) = e MAT, 
f(aker(f)) = Қа) = e. ШІ aker(f) № с 的 像 源 . 

因此 , f 是 同 构 , 并 且 有 f =iofos 事实 上 , 对 任意 ae G, 有 


io F os(a)=i(f(s(a))) =i(f(aker(f))) = i(f(a)) = Ха). 
假如 还 有 同 构 д: G/ker(f) — f(G) 使 得 了 = iogos, 则 对 任意 aker(f) е G/ker(f), 有 
g(aker(f)) = i(g(s(a))) = (¿o g o s)(a) = f(a) = f(aker(f)). 
因此 , g = f. 证 毕 . 


8.3.3 ” 同 态 分 解 定理 的 进一步 性 质 

定理 8.3.4 ik K 是 群 G 的 正规 子 群 , 百 是 G 的 包含 K hF, N H = H/K 是 商 
ЖС-с/к hF, ВАНН Са K RRA С 的 子 群 集 的 一 一 对 应 . 
н(о K) Ж G 的 正规 子 群 当 且 仅 当 百 是 已 的 正规 子 群 . 这 时 ， 


252 第 8 章 群 


证 МАЕ H = H/K 是 商 群 G = G/K 的 子 群 . 因为 天 是 群 G 的 正规 子 群 , 所 以 
对 于 任意 he 五 Cc G, 有 hK = Kh, 因而 K 是 群 H WERTE, H = H/K 是 商 群 . 又 
对 于 任意 hiK,hoK е H/K, 有 (hiK)(hoK)-! = (hiK)(hy K) = (hhz!)K € H/K ,所 以 
Н-Н/К ü G = G/K 的 子 群 . 

其 次 , 证 明 映 射 H — H 是 G 的 包含 K 的 子 群集 到 G 的 子 群集 的 一 一 对 应 . 

(a) 映射 是 一 对 一 的 . 假设 Hi, Но 使 得 Н.К = НК, 则 对 任意 hi € Hi, Ч hK є 
Н.К = ЊК, 因此 存在 һә € H>, 使 得 МК = К. ЖІП hz'h € K, hi = hok € Ho 以 及 
Hı C Нә. 同 理 , 也 有 H> C Hi. tk Ну = Нә. 

(b) 映射 是 满 的 . 假设 互 是 G 的 子 群 , MU H 是 一 些 陪 集 a K (包括 逆 元 аск) 组 成 的 
集合 


H = {К | ai € G,i€ I}. 


取 这 些 陪 集 的 并 集 为 
H =| JaK. 
іві 


对 任意 hi, ho € H, 有 К, hy!K e H ЦА 
(hihy!)K = (hi K)(h;!K) € Н, 


从 而 №115 ЕН. ЖЕН 是 G 的 子 群 , 也 是 互 的 像 源 . 

再 次 , 证 明 Н(э K) 是 G 的 正规 子 群 当 且 仅 当 互 是 G 的 正规 子 群 . 必要 性 是 显然 的 . 
现 证 充分 性 . 对 任意 he H, 以 及 任意 ge G, 有 (hgh-1)K = (hK)(gK)(h-1K) Е Н, 所 以 
hgh € H, H 为 G 的 正规 子 群 . 

最 后 , 构造 G 到 С/Н WEAS f. 因为 H 为 G 的 正规 子 群 时 , 为 G 的 正规 子 群 , 因 
而 有 商 群 G/H. 考虑 G 到 G/K 的 自然 同 态 s 与 G = G/K 到 G/F WAREK s 的 复 


£ f = возі. 


1=82081: а — aH 


显然 , f 是 同 态 , 因为 f 是 同 态 映射 的 复合 . 再 证 ker(f) = Н. 对 任意 a € ker(f), 有 
(aK)H =aH = Н, 存在 he Н, 使 得 aK = hK, 因而 有 a= hk € H, ker(f) = Н. 根据 同 态 
分 解 定理 8.3.3, 知 
G/K 


H/K 


定理 8.3.5 Ж H ŽAG 的 子 群 ,KK 是 G 的 正规 子 群 , 则 HK = {hk |h € H,k € K} 
是 G 的 包含 KK 的 子 群 ,HNK Н ЕЛ, 且 映 射 
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h(HNK)—hK, ВЕН 

Ж H/HnK 到 HK/K 的 同 构 . 

证 对 于 任意 加 ,hs € H, ki, kz € K, 因为 K 是 G 的 正规 子 群 ,所 以 (ыы)! € K, 
从 而 

(па) (поо) = (hiha)(ha(kika)ha!)e HK. 

因此 , НК 是 G МУ, К HK 的 正规 子 群 . 

fE H =] НК/К 的 映射 了: h 一 hK, WJ f ERAS. 事实 上 , 对 于 任意 hih € H, 有 
f(hiho) = (hihə)K = (hi K)(həK) = f(hi)f(ho). 

再 证 ker(f) = H n K. 假设 he ker(f), W hK = K. НИ, ВЕК ИМ he HnK. tk 
Кег(/) = НПК, HOK hk: H 的 正规 子 群 . 根据 同 态 分 解 定理 8.3.3, 有 同 构 f, 


F: мНак)--һк, ВЕН. 


84 习题 
(1) ШЕН: 如 果 a,b 是 群 G 的 任意 元 素 , 则 (ab)! —b-la-1, 
(2) 证 明 : 群 G 是 交换 群 的 充 要 条 件 是 对 任意 а,Ь є G , H (ab)? =а? b. 
(3) ШЕН: PE G 是 交换 群 的 充 要 条 件 是 对 任意 a,b EG, A 


(ab)? = а? , (а) = а, (ab) =asbs. 


(4) W G i n MAREE. 证 明 : 对 任意 元 ae С, H а" = e. 

(5) ШЕҢ: EE G 中 的 元 素 a 与 其 逆 元 a-1 有 相同 的 阶 . 

(6) W G 是 一 个 群 . 记 cent(G) = {a € G | ab = ba 对 任意 be G). 证 明 : cent(G) 是 G 的 
正规 子 群 . 

(7) 设 a ER G 的 一 个 元 素 . 证 明 : 映射 rc: 2 ата! 是 G 到 自身 的 自 同 构 . 

(8) 设 H ÆRE G 的 子 群 . 在 G 中 定义 关系 R: aRb WR b-la € H. 证 明 : 
(1 RR 是 等 价 关 系 . (ii) aRb 的 充 要 条 件 是 aH = ЫН. 

(9) 每 个 循环 群 都 是 交换 群 . 

(10) 给 出 Fr 中 的 加 法 表 和 乘法 表 . 

(1) ЖШ Ға 的 生成 元 . 

(12) 证 明 : Z/nZ 中 的 可 逆 元 对 乘法 构成 一 个 群 , 记 作 Z/nZ*. 


思考 题 

(1) 一 个 有 运算 的 集合 应 该 具有 什么 样 的 性 质 ? 举例 说 明 . 

(2) 从 有 效 性 的 角度 而 言 , 一 个 有 运算 的 集合 应 该 具有 什么 样 的 性 质 ? 举例 说 明 . 
(3) 从 安全 性 的 角度 而 言 ,一 个 有 运算 的 集合 应 该 具有 什么 样 的 性 质 ? 举例 说 明 . 
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(4) 同 构 的 群 具有 相同 的 计算 复杂 性 吗 ? 举例 说 明 . 
(5) 如 何 借助 同 构 的 群 来 提高 运算 效率 . 编程 实现 Б, 中 的 乘法 运算 , 并 举例 说 明 . 


(6) 如 何 借助 同 构 的 群 来 提高 运算 效率 . 研究 和 实现 加 密 算法 AES 中 的 乘法 运算 , 并 举例 
说 明 . 


(7) 如 何 得 到 同 构 的 群 ? 
(8) 研究 循环 群 的 性 质 . 
(9) 研究 置换 群 的 性 质 . 


жөн 群 的 结构 


9.1 ”循环 群 
9.1.1 ”循环 群 

本 节 将 运用 同 态 分 解 定理 8.3.3 和 加 群 Z, 以 及 模 m 加 群 Z/mZ, 的 性 质 来 研究 循环 群 . 
9.1.2 ”循环 子 群 的 构造 

首先 , 讨论 加 群 Z 及 其 子 群 . 

定理 9.1.1 加 群 Z 的 每 个 子 群 H 是 循环 群 . 并 且 有 日 =<0> 或 H=<m >= mZ, 
其 中 mm 是 五 中 的 最 小 正 整 数 . 如 果 H Z< 0 >, BJ H 是 无 限 的 . 

证 WMR HERTE {0}, 结论 显然 成 立 . 

如 果 H 是 非 零 子 群 , 则 存在 非 零 整数 a є H. 因为 H 是 子 群 , 所 以 -a e H. 这 说 明 
H PHERS. 设 H 中 的 最 小 正 整数 为 т, 则 一 定 有 H =< m >= mZ. 事实 上 , 对 任意 的 
a € H, Ау ах 0 (否则 , 考虑 -a = q : m, ММ, a= q- (—m)), 根据 定理 1.1.10 ( 欧 几 里 得 
除法 ), 存在 整数 正 整数 q, 以 及 整数 > 使 得 


а=4:т+т, 0<т<т. 


WR r Z 0, г=а+9(-т) € H, 这 与 m 的 最 小 性 矛盾 . ІМІШ,т-0,а-4-те т2. ik 
H c mZ. 但 显然 有 mZ c H. 因此, H = mZ. 证 毕 . 
定理 9.1.2 每 个 无 限 循环 群 同 构 于 加 群 Z， 每 个 阶 为 m 的 有 限 循环 群 同 构 于 加 群 
Z/mZ. 
Ж 设 循环 群 =< a >= {а" | n e Z). ЖЕЛІН Z 到 G 的 映射 


fr m --@ 


п — а" 


因为 (п + k) = att = anak = f(n)f(k), MA f Ë: Z 到 G 的 同 态 , 而 且 是 满 的 . 根据 
同 态 分 解 定理 (定理 8.3.3), ВЕ С 同 构 于 商 群 Z/ker(f). 根据 定理 9.11, ker(f) =< 0 > 或 
ker(f) = mZ. 前 者 对 应 于 无 限 循 环 群 , 后 者 对 应 于 m 阶 有 限 循环 群 . 证 毕 . 
定义 9.1.1 it G 是 一 个 群 ,ae G, 则 子 群 а > 的 阶 称 为 元 素 a 的 阶 , 记 为 ord(a). 
定理 9.1.3 设 G 是 一 个 群 , ae G, 则 

当 a 是 无 限 阶 时 , 有 

(i)a =e #Н4{д 5 k= 0. 

(її) 元 素 ak (k € Z) 两 两 不 同 . 

当 a 是 有 限 阶 m > 0, 有 

Gii) m 是 使 得 om =e 的 最 小 正 整数 . 

(iv) ak =e 当 且 仅 当 m | k. 

(v)ar=ak 当 且 仅 当 7 三 k (mod т). 
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(vi) 元 素 ak (k € Z/mZ) 两 两 不 同 . 
(<a >= фый е ыд 
m 


(vii) 对 任意 整数 1<d< m, 有 оға(а4) = (алт): 
证 考虑 加 群 Z 到 群 G 的 映射 f. 


f: та". 


了 是 同 态 映射 . 根据 定理 8.3.3, 有 


f 是 同 态 映 射 . 根据 定理 8.31, 对 于 G HITE H, A K = f (H) 是 Z 的 子 群 . 根据 定理 
9.1.1, К 是 循环 群 , 所 以 H = КК) 是 循环 群 . 


Z/kerf “<а>. 


(1) 因为 a 是 无 限 阶 等 价 于 kerf, 后 者 说 明 f 是 一 对 一 的 . 因此 , (i) 和 (ii) 成 立 . 
如 果 а 是 有 限 阶 m, 则 kerf = т2. 因此 , Ж: 

(Hi) m 是 使 得 om = e 的 最 小 正 整 数 . 

(iv) ak =e $ k e kerf, 等 价 于 m | k. 

(v)ar=ak EF r-k e ker f, ИР т = Е (шой т). 

(Vi) 元素 ak 对 应 于 Z/kerf 中 的 不 同 元 素 两 两 不 同 . 

(уі) <a >= (a,a2,... ,am-l,am = e) 5 Z/kerf 中 的 最 小 正 剩余 系 相对 应 . 

(уі) 对 任意 整数 1& d < m, 有 ord(ad) = ағу 

. КОЕ еа ПОРЕ 

(ем = e ИГТ dk € kerf, 等 价 于 m| dk, 等 价 于 Ç гај ТУЫМЕН Жо | k. 
因此 , ord(ad) = у 证 毕 . 
定理 ола 循环 群 的 子 群 是 循环 群 . 

证 考虑 加 群 Z 到 循环 群 G =< а > 的 映射 f. 


f: па". 


定理 9.1.5 设 G 是 循环 群 . 

(1) 如 果 G 是 无 限 的 , 则 G 的 生成 元 为 a 和 at. 

(П) 如 果 G 是 有 限 阶 m, 则 ak 是 G 的 生成 元 为 当 且 仅 当 (k,m) = 1. 
证 考虑 加 群 2 到 循环 群 G 的 映射 f. 


f: па". 


了 是 同 态 映 射 . 根据 定理 8.3.3, 有 


Z/kerf = G. 


因为 G 中 的 生成 元 对 应 于 Z/ker f 中 的 生成 元 , 所 以 


(1) 当 G 是 无 限 阶 , 即 kerf = 0 ҤЧ, Z/kerf 的 生成 元 是 1 和 —1. 这 时 , G 的 生成 元 是 


а #la-1. 
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(11) 当 G 是 有 限 阶 , 即 kerf = mZ, m > 0 时 , Z/kerf 的 生成 元 是 k, (Е, т) = 1. 这 时 ， 
G 的 生成 元 是 аб, (кт) = 1. 定理 成 立 . 证 毕 . 

下 面 从 生成 元 的 阶 来 讨论 有 限 群 的 生成 元 构造 . 为 此 , 先 引进 几 个 引 理 . 

引 理 9.1.1 Ж G 是 有 限 交 换 群 . 对 任意 元 素 wb € G, 若 (ord(a),ord(b)) = 1, 7) 


ord(a - b) = ord(a) + ord(b). 
证 因为 


ord(a-b) 


aord(a:b)-ord(b) — qord(a-b)-ord(b) , (wo) = (а К учее)" =š 
= = = 1, 


根据 定理 9.1.3(iv), 有 ога(а) | ога(а-Б)-ога(ь). 因为 (ога(а), ога(ь)) = 1, 所 以 ord(a) | ord(a-b). 
同 理 , ord(b) | ога(а · Б). 再 由 (ога(а), ога(ь)) = 1, 得 到 


ога(а) - ord(b) | ога(а : Б). 


此 外 , 显然 有 
ога(а · b) | ord(a) - ord(b), 
故 
ота(а - b) = ord(a) · ord(b). 
证 毕 . 
引 理 9.1.2 设 С 是 有 限 交 换 群 . 对 任意 元 素 be G, 存在 ce G 使 得 
ога(с) = [ord(a),ord(b)]. 
证 根据 定理 1.6.6, 对 于 整数 ord(a) 和 ога(ь), 存在 整数 u, v 满足 
u | ога(а), т |ord(b), (u,v)=1 
使 得 
[ord(a), ord(b)] = u - v. 
现在 令 


НЕ arata) J= arati): 
u v 


根据 定理 9.1.3 (уй), 有 


ord(a) 


da) = (s ord(a)) 


u, ord(b*) =v. 


再 根据 引 理 9.1.1, 得 到 


ord(as - bt) = ord(as) - ord(bt) = u = [ord(a), ord(b)]. 


因此 , W c= a° - bt. 即 为 所 求 . 证 毕 . 
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定理 9.1.6 设 G 是 有 限 交 换 群 , B| G 中 存在 元 素 a, а, , as 满足 
ога(а:+1) | ord(ai), 1 <i < s-—1, 


并 且 使 得 


G =< а1, а, ---,а, >. 
证 W G= (bi, bz, >, bn}, n = |G]. 根据 引 理 9.1.2, 存在 元 素 ai 使 得 
ord(a1) = [ord(b1), -+ ,ord(bn)]. 


# G Z< а! >, W 


G- < a >= [bui,:::' ,bin,}, 


根据 引 理 9.1.2, 存在 元 素 az Е GN < a > 使 得 
ord(a2) = [ord(b11),** ,ord(bin,)], ord(a2) | ога(ал). 


否则 , 可 找到 co 使 得 ord(c2) = [ord(a1),ord(a2)] > ord(a1), 矛盾 . 
# G Z< ал, аз >, W 
G- < a1,a2 >= {bol ,bn 


根据 引 理 9.1.2, 存在 元 素 as € GN < а1, а > 使 得 
ога(аз) = (оғ4(бә1),>:- ,ord(b2ns)], ога(аз) | ога(аз). 


否则 , 可 找到 сз 使 得 ога(сз) = [ога(а), ога(аз)] > ord(ao), 矛盾 . 
如 此 下 去 , 可 找到 a4,… ,as , 使 得 


С-<44,49,:::,4, >» ord(ai+i) | ord(ai), 1 <i < s— 1. 


例 9.1.1 Жп=5-7-13 = 455. G = (Z/nZ)*. 因为 (п) = (5 一 1)(7 一 1)(13 一 1) = 288, 
[p(5),p(7),p(13] = [5 — 1,7 — 1,13 — 1] = 12, 所 以 G 中 元 素 的 阶 都 是 12 的 因子 . 
取 al = 2, 有 отаег» (ал) = 12, Ж 


Hi =< al >= {1,2, 4,8, 16, 32, 64, 128, 256, 57, 114, 228}. 
FR a> = 3, Ж order, (а2) = 12, № 
Но =< аз >= {1,3,9, 27, 81, 243, 274, 367, 191, 118, 354, 152}. 


这 时 , Н, 与 H> 的 乘积 HiH 为 
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оо 08 [ар [08 [28 [8 [08 08 [8 [08 08 [а [её 
а 1 3 9 27 | 81 | 243 | 274 | 367 | 191 | 118 | 354 | 152 
а! 6 18 | 54 | 162 | 31 | 93 | 279 | 382 | 236 | 253 | 304 


2 
аф 4 12 | 36 | 108 | 324 | 62 | 186 | 103 | 309 | 17 | БІ | 153 
8 24 | 72 | 216 | 193 | 124 | 372 | 206 | 163 | 34 | 102 | 306 
а 16 | 48 | 144 | 432 | 386 | 248 | 289 | 412 | 326 | 68 | 204 | 157 


а} 32 | 96 | 288 | 409 | 317 | 41 | 123 | 369 | 197 | 136 | 408 | 314 | 


аў 64 | 192 | 121 | 363 | 179 | 82 | 246 | 283 | 394 | 272 | 361 | 173 


ar 128 | 384 | 242 | 271 | 358 | 164 | 37 | 111 | 333 | 89 | 267 | 346 


аў || 256 | 313 | 29 | 87 | 261 | 328 | 74 | 222 | 211 | 178 | 79 | 237 


аў 57 |171 | 58 | 174 | 67 | 201 | 148 | 444 | 422 | 356 | 158 | 19 
aj? || 114 | 342 | 116 | 348 | 134 | 402 | 296 | 433 | 389 | 257 | 316 | 38 
ai || 228 | 229 | 232 | 241 | 268 | 349 | 137 | 411 | 323 | 59 | 177 | 76 


НІН) = {1,2,3,4,6,8,9,12, 16, 17, 18, 19, 24,27, 29, 31, 32, 34, 36, 37, 38, 41,48, 

51, 54, 57, 58, 59, 62, 64, 67, 68, 72, 74, 76, 79, 81, 82, 87, 89, 93, 96, 102, 
103, 108, 111, 114, 116, 118, 121, 123, 124, 128, 134, 136, 137, 144, 148, 
152, 153, 157, 158, 162, 163, 164, 171, 173, 174, 177, 178, 179, 186, 191, 
192, 193, 197,201, 204,206, 211,216, 222, 228, 229, 232, 236, 237, 241, 
242, 243, 246, 248, 253, 256, 257, 261, 267, 268, 271, 272, 274,279, 283, 
288, 289, 296, 304, 306, 309, 313, 314, 316, 317, 323, 324, 326, 328, 333, 
342, 346, 348, 349, 354, 356, 358, 361, 363, 367, 369, 372, 382, 384, 386, 
389, 394, 402, 408, 409, 411, 412, 422, 432, 433, 444}. 


最 后 取 аз = 11, Ж огаег, (аз) = 12, Ж 


Hs =< аз >= {1, 11, 121, 421, 81, 436, 246, 431, 191,281, 361,331}. 


С = Н,Н›Нз =< а1, а, аз >. 


9.2 ”有 限 生 成 交换 群 

在 线性 空间 中 , 有 一 组 向 量 叫做 基底 , 其 具有 性 质 :( i ) 该 组 向 量 是 生成 元 , 所 有 向 量 都 

是 该 组 向 量 的 线性 组 合 ,( 这 ) 该 组 向 量 线性 无 关 . 希望 有 限 交 换 群 中 也 有 这 样 一 组 元 素 . 
乘法 交换 群 G 的 一 个 子 集 X 叫做 G 的 基底 , 如 果 X 是 G 的 最 小 生成 元 , BH (i) 

G =< X >; (й) X 中 的 任意 不 同 的 元 素 z1, za,… ,zk 乘 性 无 关 , 即 不 存在 不 全 为 零 的 整 
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数 Т1,П2, `` тр 使 得 


2 


加 法 交换 群 G 的 一 个 子 集 X 叫做 G 的 基底 , 如 果 X 是 G 的 最 小 生成 元 , BH (i) 
G=< X >; (ii) X 中 的 任意 不 同 的 元 素 rt ra,… ,zk ТЕ Z 上 线性 无 关 , 即 不 存在 不 全 为 
零 的 整数 ni,n2,… ,mk 使 得 


= 6. 


nizi + nəz2 十 … 十 mkZK = 0. 


W Hi,- He 是 交换 乘 群 G H k AT. Ж Hi- Hr 是 Hi, He 的 ЕЖ, 如 果 
(Ні ---Hi-1Hi1 Her) N Hi = {е}, 1<1< k, ӘЛМЕН ®---® Hk. 

设 Hi, ,Hx 是 交换 加 群 G 的 大 个 子 群 . Ж Hit- Нь 是 后,… ,Hi М 直 和 , 如 
Ж (Hi +-+ Hi + Hai +: + Ну) ПН, = {0}, 1<i< k, 就 记 作 Hi S- a Hp 

定理 921 设 交 换 加 群 (对 应 地 交换 乘 群 ) G 有 一 组 非 空 基底 , 则 G 是 一 组 循环 群 的 
直 和 (对 应 地 直 积 ). 

证 W X = (zi | í € I) С 的 非 空 基底 . 根据 基底 的 定义 , G = > < z, >. 现在 只 需 
证 明 : 对 任意 zi € X, 


| > ==? = {0}. 


ЛЕТ, 


#ye<= >a ( 52 са) MFE n EZ ль инь лье 
ЛЕТ, 

у = пл: = тті + ° + па T Mt1Titl +++ пат. 
从 而 


тату 十 … 十 mai-12Zi-1 十 (一 2)7i 十 Tai+lZiH1 十 :… 十 mkZK = 0. 


因为 zt za ,zi zi ть 是 基底 , 所 以 


因此 , у = nz = 0. 定理 成 立 . 证 毕 . 

定理 9.2.1 中 的 群 叫做 自由 交换 群 . 

定理 9.2.2 自由 交换 群 的 任意 两 个 基底 所 含 元 素 个 数 相同 . 

这 里 仅 考虑 基底 所 含 元 素 个 数 为 有 限 的 情形 . 

ЖЖ G =< 11, za … ,Zk >=< И, 4, -- ,ym >. ЖЕГІН = 2G =< 221,222,- , 22k >, 
则 商 群 G/H = [((nizi + пото + --- + nkzk)H | n, € Z/2Z,1 < i < k}. НА, [G : H] = 28. 又 
ЖН-<2у,29,--,2” >, 同样 有 [G : H] = 2", W k = m. ШЕ. 

自由 交换 群 G 的 基底 的 元 素 个 数 叫做 群 G 的 秩 . 

定理 9.2.3 每 个 交换 群 G 都 是 一 个 秩 为 |X| 的 自由 交换 群 的 同 态 像 子 群 , 其 中 X 为 
G 的 生成 元 集 . 
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证 设 G 的 生成 元 集 X = (zi, то, ---] = {zijier. 考虑 集合 
7! = {(m1, n2,- ni) | n € Z, í € I. 
易 知 , ZI 是 秩 为 |Г| = |X| 的 自由 交换 群 , 且 映射 
Г: (пл,по,--- пк, ) кә тту + поло +- пак 
是 Z! 到 G 的 满 同 态 . 所 以 G = f(Z!). 证 毕 . 
Ж 表达 式 (ni,n2,… ,mi,…) 中 只 有 有 限 项 不 为 零 . 
9.3 аА 
本 节 进 一 步 研究 对 称 群 Sn. 
R S= {1,2,…,n 一 1, n} o 是 S 上 的 一 个 置换 , Шо 是 3 到 自身 的 一 一 对 应 的 


映射 . 


а: 


1 2 m= 
o= 
о(1) о(2) … о(п-1) о(п) 


n n-i 
o= 
în 02-1 


5 — 


5 


k кә o(k) =š 


因为 大 在 о КИ ir, 所 以 可 以 显 式 地 将 o 表示 成 


)- 


1 2 … п—1 
i iz `` in 


ja > jni jn 
, 
ба тан 


ИҢ ji, №, ль ja Ж61,2,--,п-1,п|0- ҮЙІ. 


о 的 道 元 为 о 1 = ( Ч = 


‚ n-—-1 


12 


| 9.3.1 Жо= | 


ЯЯ от, то, 071, 


123 456 


їп-1 


654213 


Ў 
Б 


ЖЕ 将 7 的 像 作为 o 的 像 源 , 并 依次 对 应 , 有 


123456 
0-Т = 
654213 


6 
3 


1 2 
1 3 


lI 
s 
= = 


4 
2 


3 


2 
5 


4 


3 
4 


5 


A 


| 


123456 
564231) 


сою 
a w 
ю жь 
w a 
- о 
— 
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6 8 4 $ 1 3 123456 EE 6 ó 
те = - Б 
1326454 654213 1326-54 
š 654213 123456 
@ — = Р 
12383456 546821 
定理 931 n 元 置换 全 体 组 成 的 集合 Sn 对 置换 的 乘法 构成 一 个 群 , 其 阶 是 nl. 


证 因为 一 一 对 应 的 映射 的 乘积 仍 是 一 一 对 应 的 , 且 该 乘积 满足 结合 律 , 所 以 置换 的 乘 
法 满足 结合 律 . 


ДРЕА 12... n-li n Ен 
Хп лин е = 是 单位 元 . 
1 2 … n-li n 
й. 00 е ЕЕ. . йй +] Жез 4 
置换 о = жйло--| 40% ан P 
и із os Ш іп 1 2 ..тп-1і n 


因此 , Sn 对 置换 的 乘法 构成 一 个 群 . 

МУ (1,2,--,п-1, n) 在 置换 о ГИ (о(1), 0(2), ---, о(п – 1), о(п)) 是 
(1, 2, --- , n — 1, п) 的 一 个 排列 , 这 样 的 排列 共有 ml №, 所 以 Sn 的 阶 为 nl . 证 毕 . 

为 了 更 好 地 研究 置换 , 先 考虑 特殊 的 置换 . 

ШЖ п 元 置换 o 使 得 {1，2, … , n— 1, n) 中 一 部 分 元 素 (i, бо, <>, ба, а) 满足 
о(4)-і, о(ік-1) = ik, Olik) = 计 ， 又 使 得 余下 的 元 素 保持 不 变 , 则 称 该 置换 为 -轮换 , 简 
称 轮换 , 记 作 o = (ii, i2, <-,ік-і, ік), 如 图 91 所 示 . 


图 9.1 к 

k 称 为 轮换 的 长 度 .有 = 1 时 , 1- 轮换 为 恒 等 置 换 ; k = 2 时 , 2- 轮换 (i, i2) 叫做 对 换 . 

两 个 轮换 о = (й, із, <<. ка, ik), T = (Л, ja s jiz, Л) 叫 做 不 相交 , WR k+l 
个 元 素 都 是 不 同 的 . 

定理 9.3.2 任意 一 个 置换 都 可 以 表示 为 一 些 不 相交 轮换 的 来 积 . 在 不 考虑 乘积 次 序 的 
情况 下 , 该 表达 式 是 唯一 的 . 

证 设 o 是 5={1, 2,…,n 一 1, пр 上 的 一 个 置换 . 在 S 中 任 取 一 个 元 素 , wA iP. 
Н п+1 个 元 素 

D, ө1 (09)... , o (89), о" (5) 
都 落 在 п 元 集 S 中 , UA k 1 使 得 
а” (4”) =ø! (4”) š 
不 妨 设 k >l, 在 上 式 两 端 同 乘 (p-1)!', 得 到 
ak (an) = (5. 
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取 ki <n 为 使 得 om (4”) = 的 最 小 正 整数 , 并 令 
iP =o (4”) куы = Ps (4”) A 


Wo = (#2, iP, -.-, №) 就 是 一 个 ki- 轮换 . 如 果 k = n, о = ct， 结论 成 立 . 
ШЖ м < n Е S- f. iP, o, 49) 中 任 取 一 个 元 素 , 设 为 iP. ь < п 为 使 得 
о® (iP) = i) 的 最 小 正 整数 , 并 令 

42 = gt (4%) у 49 =g% (4%) ， 
Woz = (к, Шы, 2) 是 一 个 与 o) 不 相交 的 如 一 轮换 . 如 此 下 去 , 可 找到 与 cl, +, or_1 
不 相交 的 k.— 轮换 or 使 得 ki + № +--- tkr = п. 因为 对 任意 ie 5, 有 

(0102 --0r)(i) = o (ü), 

所 以 定理 成 立 . 证 毕 . 


例 9.3.2 ‚-(: жылыны 
65 1243 

下 面 考虑 轮换 与 对 换 的 关系 . 

对 于 轮换 o = (i, в, >, іа, tk), 有 


) = (2,5,4)(1,6,3). 


д = (i1, i2, ++, ik—1, ik) = (i1, ik)(i1, іка): (i1, з) (а, i2). 


123456 
651243 

定义 9.3.1 пл и, o, ik, e, и, с, in 的 一 对 有 序 元 素 (ik, и) 叫做 逆序 ， 
wR k <l}, ir > й, 则 排列 中 逆序 的 个 数 叫做 该 排列 的 逆序 数 , 记 为 [и, o, inl. 

定理 9.3.3 任意 一 个 置换 c 都 可 以 表示 为 一 些 对 换 的 乘积 , 且 对 换个 数 的 奇偶 性 与 排 
列 的 逆序 数 [o(1), =, o(n)] 的 奇偶 性 相同 . 

证 明 设 对 换 = (o (k), a(t), 其 对 排列 


例 9.3.3 o= [ ) = (2,5,4)(1,6,3) = (2,4)(2,5)(1,3)(1, 6). 


0(1), <<. a(k), ---, a(l), >>, о(п) 


作用 得 到 新 排列 
o(1), ---, a(l), ---, a(k), ---, о(п), 


则 发 生 改 变 的 有 序 对 为 
(a(k), a(k +1)), ->-, (a(k), o(D), (o(k+1), o(D), >>>, (9(1— 1), o(D), 
нк 对 1-к-і W 
(a(k), о(Е--1)), >>-, (o (k), o(D)), (a(k +1), о()), ---, (9(1— 1), в(1)), 
Jk 2(1—k)-—1 对. 因此 , 对 换 改变 排列 的 逆序 数 [oc(1),… ,o(n)] 的 奇偶 性 . 
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再 设置 换 о = Tm n Я m 个 对 换 的 乘积 , 则 排列 1,… ,n 经 过 т 个 对 换 变 为 排列 
0(1),… , o (n) . 因此 , 逆序 数 [oc(1),… ,c(m)] 的 奇偶 性 与 由 ,n] +т = т 的 奇偶 性 相同 . 

定义 9.3.2 一 个 置换 c 叫做 偶 置换 , 如 果 它 可 以 表示 为 偶数 个 对 换 的 乘积 ; о 叫做 奇 
置换 , 如 果 它 可 以 表示 为 奇数 个 对 摘 的 乘积 . 

根据 定理 9.3.3, 有 


II 


偶 置换 x ВН 偶 置换 
ША x 奇 置换 = FAR x MAKR = пах 


W An 为 n 元 偶 置换 全 体 组 成 的 集合 . 

定理 9.3.4 A, 对 置换 的 乘法 构成 一 个 群 , 其 阶 是 nl/2. 

证 因为 偶 置换 与 偶 置换 的 乘积 是 偶 置换 , 恒 等 置 换 是 偶 置换 , 偶 置 换 的 逆 置换 是 偶 置 
Ж, 所 以 An 对 置换 的 乘法 构成 一 个 群 . 

因为 奇 置换 与 偶 置 换 的 乘积 是 奇 置换 , 所 以 n 元 奇 置换 全 体 组 成 的 集合 为 r4 = {то | c € 
Аһ}, 其 中 т 是 任 一 给 定 的 奇 置换 . 因此 , 取 定 一 个 奇 置 换 r, 有 


S, = A; UTA, 
以 及 
15.1 = |А„| + |тА„| = 2|А„|, 
故 |А„| = n!/2. 证 毕 . 
A,, 叫做 交错 群 . 


HH n 元 置换 构成 的 群 叫做 n 元 置换 群 . 
例 9.3.4 о = (1, 2, 3), 则 循环 群 


G =< o >= {е, (1, 2, 3), (1, 3, 2)) 
是 三 元 置换 群 . 
ËJ 9.3.5 о = (1, 2, 3, 4), оз = (1, 3, 2, 4), 则 循环 群 
Сі =< ol >= (e, (1, 2, 3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4, 3, 2)) 


和 
Go =< оз >= (е, (1, 3, 2, 4), (1, 2)(8, 4), (1, 4, 2, 3)) 
都 是 4 元 置换 群 . 
定理 9.3.5 ЖС 是 一 个 nn 元 群 , 则 G 同 构 一 个 nn 元 置换 群 . 
证 任 取 aeG, 作 G 到 自身 的 映射 . 


Та: тн+ах (EG) 


易 知 та 在 G 上 是 一 一 对 应 的 , 因此 Ta 是 G 元 素 的 一 个 置换 . © z, 组 成 的 集合 为 


С' = {т |a € С}, 
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MJ G' 是 一 个 群 . 事实 上 , 对 任意 Ta, To € G, 有 


(ға)(ь)() = ra (bz) = а(х) = (ab)(z) = таь(=), z € G. 
因此 , тать = Tab € С". 此 外 , НАМ: та(тьте) = табе) = Табе = (Тать)те; 有 单位 元 Te ; 元 
Ж т, 70: (та) 1-та-і. 
X G FJ G” 的 映射 


ф:а Ta 


是 一 一 对 应 的 , Н. plab) = Tab = тать = e(a)e(b), tk С FHF С". 证 毕 . 
下 面 研究 4 元 对 称 群 Sa. 


例 9.3.6 研究 4 对 称 群 S, 及 其 子 群 . 
解 ” 以 像 为 点 可 以 得 到 以 下 Cayley 图 (图 9.2). 箭头 表示 在 置换 下 о, 下 元 素 与 其 像 的 


4123 < = 3412 
=. ранее" 
` ~~2413 一 一 -4132 一 H 
' Z, ағу М Г 
\ 7 М 1 
\ D `%, у 
105” ә a ` | 
` 7 зоа —- 1304 р 1 
7 ” 7 5, s 1 
V $ \ IN м 
N 
1243 62431. 0 1 Í „Ліза —— 1342 
| 4321—3214 | 
(1342) 211432--214--- (1243) 
3124—4312 / (1234) \ вм 
1 ©, x т 天 
` “” 2 > 产 
12,3142 = м8 и ` 
I Җ z \ 
I 7 \ 
` ; 
I y 34.0329 з ` 
СУЫР нт бош Aq 
2-77 1432. Зы A 
1234-2 (1432) = а 


18 9.2 54 的 Cayley 图 
有 三 个 4 元 循环 群 . 


Н1эа = (a= (1, 2, 3, 4), of = (1, 3)(2, 4), o? = (1, 4, 3, 2), of = (1)(2)(3)(4)} 


= Низ. 

Нуз = {02 = (1, 2, 4, 3), оў = (1, 4)(2, 3), 03 = (1, 3, 4, 2), о = (1)(2)(3)(4)} 
= Hiz. 

Hiu = (оз = (1, 3, 2, 4), оў = (1, 2)(3, 4), оз = (1, 4, 2, 3), 04 = (1)(2)(3)(4)} 
= Hus. 


5 2341 2034 1234 
= = = (1, 3)(2, 4). 
3 34 4 2 2841 3 4 1 2 
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s ета 1234 1.43.4 
о = = р 
i А ЖЕ E зла: 4123 
有 一 个 非 单位 元 为 二 阶 元 的 4 元 群 . 


На = {ту = (1, 2)(3, 4), тә = (1, 3)(2, 4), тз = (1, 4)(2, 3), id = (1)(2)(3)(4)} 


有 4 个 三 元 循环 群 . 
Нуз = {оа = (1, 2, 3)(4), 03 = (1, 3, 2)(4), 04 = (1)(2)(3)(4)} = His, 
Haa = {05 = (1, 2, 4)(3), оў = (1, 4, 2)(3), оз = (1)(2)(3)(4)} = Hp. 
Нм = {06 = (1, 3, 4)(2), оё = (1, 4, 3)(2), оё = (1)(2)(3)(4)} = Ныз. 
Нэд = {от = (2, 3, 4)(1), 02 = (2, 4, 3)(1), o3 = (1)(2)(3)(4)} = Hass. 


9.4 习题 


š 128456 128456 < = 
(1) о = ‚ ва = ‚ ИЯ отоо, 0201, 011. 
2,34 561 584261 


(2) 求 4 阶 对 称 群 S, 的 所 有 三 阶 子 群 . 

(3) Ж 4 阶 对 称 群 S, 的 所 有 4 阶 子 群 . 

(4) 素数 阶 群 一 定 是 循环 群 . 

(5) W p 是 奇 素数 . 证 明 : 乘 群 Е; = Е{0} 是 同 构 于 加 群 Z/(p - 1)Z 的 循环 群 . 

(6) W p = т, 构造 乘 群 Е; = F (0) 中 的 乘法 表 和 加 群 Z/(p — 1)Z 的 加 法 表 , 并 说 明 习 题 
(5) 中 的 对 应 关系 . 

(7) 设 p 是 奇 素数 . 证 明 : 2/р22 中 的 可 逆 元 对 乘法 构成 一 个 循环 群 , 并 求 其 阶 . 

(8) Ж 2/497 中 的 所 有 生成 元 . 

(9) Ж 6 阶 对 称 群 Se 的 所 有 5 阶 子 群 . 


(10) 证 明 : SL,(Z) = ( ыы | | a,b,c,d € Z,ad— be = ) 是 一 个 乘法 群 , 其 生成 元 为 
са 
[ ет ) ( 0 1 | 
Т= , S= Е 
0 1 -1 0 


(1) 如 何 表达 和 群 中 的 元 素 ? 

(2) 如 何 求 一 个 循环 群 的 生成 元 , 以 及 如 何 求 所 有 生成 元 ? 

(3) 设 G 是 一 个 n 阶 有 限 群 , d 是 п 的 一 个 因子 . 问 是 否 存在 一 个 元 素 а 使 得 其 阶 为 d. 如 
果 存 在 , 如 何 具体 计算 ? 

(4) 如 何 求 出 置换 群 S; 的 所 有 子 群 及 生成 元 ? 


第 10 章 环 与 理想 


本 章 考虑 具有 两 种 运算 (加 法 “+ ”及 乘法 “.”) 的 集合 , 如 同 整数 集合 Z. 该 集合 对 于 
加 法 构成 交换 群 , 对 于 乘法 构成 代数 系 . 


10.1 Ж 


10.1.1 基本 定义 

定义 10.1.1 设 尽 是 具有 两 种 结合 法 (通常 表示 为 加 法 (+) 和 乘法 ) 的 非 空 集合 . 如 果 
以 下 条 件 成 立 : 

(i) RR 对 于 加 法 构成 一 个 交换 群 . 

(11) (结合 律 ) 对 任意 的 a, b, сє R, A (ab)e = а(бе). 

Gii) (分 配 律 ) 对 任意 的 a, b, ce R, 有 


(a+b)e=ac+be 和 a(b+c)= ab+ ac. 


N) Ж. 
如 果 还 满足 
(іу) 对 任意 的 a,b € В, # ab = ba, 
则 RR 叫做 交换 环 . 
如 果 R 中 有 一 个 元 素 e= 1n 使 得 
(У) 对 任意 的 ae В, Ж alk = lna = a, 
则 R 叫做 有 单位 元 环 . 
КІН R 中 元 素 的 运算 性 质 . 
定理 10.1.1 设 民 是 一 个 环 , 则 
(1) 对 任意 ae R, 有 04a=a0=0. 
(ii) 对 任意 ob € В, Ж (—a)b= a(—b) = —ab. 
(Hi) 对 任意 a,b € R, 有 (—a)(—b) = ab. 
(iv) 对 任意 n € Z, 任意 a,b € Р, Ж (na)b = a(nb) = nab. 
(v) 对 任意 ai,bj € R, A 


(29) (5) =). 
1=1 j=1 ісі і-і 
证 (1) 2 ба = (0+ 0)а = 0a + 0а, ЯНА 0а = 0. 同样 , a0 = 0. 
(ii) 因为 (—a)b + ab = ((—a) + a)b = 0а = 0, a(—b) + ab = a((—b) + b) = a0 = 0, 所 以 
(—a)b = a(—b) = —ab. 
Gii), (iv) # (v) 可 由 (i) fl (ii) 得 到 . 
定理 1012 Ж R Z # 43038. k n 是正 整 数 , a, b, а, :…，, а € R. 
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(1) 如 果 ab = ба, W| 
п _ ш n! kpn—k 
(а +b) = У а“ (аы 
k=0 
(1) 如 果 ajaj = аза, 1 < i,j < r, WJ 


(a+: +а,)" = > 


аут 


із ir 
ат --- а". 


111-2211 


证 (1) 对 用 数学 归纳 法 . 34 п=1 BF, 结论 显然 . 
假设 对 n= s 时 成 立 , 即 有 


Ч = в! РЕ 
(a +b) =» HEH” k 
则 当 n= s+1 时 有 (注意 到 ab = ba) 


(а + Ь)*+1 


(a+b) (a+b) 
= (У 9 алы) (азы) 
2 Мв — B! 
Š 8! РЕ. 2 8! ж 
= > ТТТ a+ > нее" 


8—1 sl 


8+1 


(8-1)! ,ан-ь 
Z ат к, 


ША n = s 十 1 结论 也 成 立 , 故 定理 成 立 . 
(11) 对 r 用 归纳 法 . "i r = 2 时 即 为 (i ) 的 结论 , 显然 成 立 . 
假设 r+ < m 时 结论 成 立 . 
X r=m+1 时, h (i) 及 归纳 假设 可 得 


(a1 +--- Нат + ат)" = ((а1 +-+- ат) + ат)" 


п 
! £ 
n! еч; i 

= e- = амы 

наты т--1)! 

п 2 

n! (п — im+1)! i 

im+1!(n — im+1)! ilim! 1 

=0 HL анааан 


im 
--- aima, 


im+1 


! А 
У; и ñ... абаб 
аваа mt 
++ Кітап чи 


24 г = т +1 时 结论 也 成 立 . 
例 10.1.1 ZAR Z 是 有 单位 元 的 交换 环 . 
(1) Z 对 于 加 法 a + b 构成 一 个 交换 加 群 . 零 元 为 0, а 的 负 元 为 —a. 


һат 
т+1 


8! k+1ps—k k+1 =) 
акк абре | ast peH 
> (= =F) TFDA] 
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(2) Z 对 于 乘法 -, 满足 结合 律 和 分 配 律 , 还 满足 交换 律 , 有 单位 元 1. 
因此 , Z 是 有 单位 元 的 交换 环 . 

0110.12 多 项 式 集 RX] 是 有 单位 元 的 交换 环 . 

设 f(z) = алт” +. Нах + ao, g(z) = bns” + --- + biz + bo € RIX]. 
(1) 在 R[X] 上 定义 加 法 : 


(f +g)(z) = (an + bn)” +- -- + (a1 + bi)z + (ao + bo), 


W RIX] 对 于 该 加 法 构成 一 个 交换 加 群 . 
零 元 为 0, f(z) 的 负 元 为 (—/)(®) = (—a,)z" 十 … 十 (-an)z + (—ao). 
设 f(z) = ава" +. +ах+ а, а, #0, g(z) = 2" +: + biz +b, bm Z 0. 
(2) 在 R[X] 上 定义 乘法 : 


(f - g)(z) = сант" + сант mim +... + сүл + су, 


ИФ = E ау, 0 < k<n+m, Ш 
ҥз=® 


Cntm = anbm, Cntm-1 = @пбт-1 + ап-1бт, `5, Co = aobo. 


ВХ] 对 于 该 乘法 , 满足 结合 律 和 分 配 律 , 还 满足 交换 律 , 有 单位 元 1. 
因此 , RIX] 是 有 单位 元 的 交换 环 . 


(1) Z/6Z 对 于 加 法 a + b 构成 一 个 交换 加 群 . 零 元 为 0, a 的 负 元 为 6 一 a. 
(2) Z/6Z 对 于 乘法 a b, 满足 结合 律 和 交换 律 , 有 单位 元 1. 
7/62 还 有 分 配 律 , 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 . 但 有 两 个 非 零 元 的 乘积 为 零 , 如 


2.3=0. 


10.1.2 НУ 

给 出 以 下 定义 . 

EX 10.1.2 j R ZK. R PERA а 称 为 左 零 因子 (对 应 地 有 ARAF), 如 果 存 在 
RA bE R (对 应 地 有 се R) 使 得 ab = 0 (对 应 地 有 са = 0), а wA RAF, 如 果 它 同时 
为 左 零 因子 和 右 零 因子 , 则 称 RR 为 有 零 因 子 环 . 

2 A3 ЕЖ Z/6Z 中 的 零 因 子 . 

EX 10.1.3 设 忆 是 有 单位 元 ln ИЖ. R 中 元 а 称 为 左 着 元 (对 应 地 有 右 逆 元 ) , 如 
果 存 在 元 bE В (对 应 地 有 сє R) 使 得 ab = 1R (对 应 地 有 ca = 1n). 这 时 ,0 (对 应 地 有 с) 
叫做 а th BETERA 左 逆 ). a 称 为 Ял, 如 果 它 同时 为 左 逆 元 和 右 逆 元 . 

工 和 5 是 环 Z/6Z ФМ лі. 


BI 10.1.4 Ma(Z) = {( ай: | Гавеа 4) эден АА ЛЖ 
e d 


位 元 和 零 因 子 的 非 交 换 环 . 
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(1) M>(Z) 对 于 矩阵 加 法 
a b 4 a b \ (а-а + 
cl di о Ф са +c 由 十 加 
构成 一 个 交换 加 群 . 


лә (© Jii ‚ вак-(: “С 2) 
0 0 са са -с -а 


(2) M2(Z) УР: 
а b [е b \ | аа +9162 а +0105 
с d с d> стаз + Фусо со + dd> 
ч ә i i к 1 0 
满足 结合 律 和 分 配 律 , 有 单位 元 [ бє ) 


(3) 有 零 因 子 和 非 交换 
оо) (oo) foo+o1 оо+оо\ [оо 
10 10 1-0--0-1 1-0--0-0 00/” 
то) (оо) (оо оо\ [1то\ (оо 
10 ЛЕ. 00/” ТЕ 10 20]. 


因此 , Ma(Z) 是 一 个 有 单位 元 和 零 因子 的 非 交换 环 . 


10.13 #50 
希望 一 些 环 具 有 整数 环 Z 的 一 些 性 质 , 即 整 环 . 后 面 会 对 整 环 作 进 一 步 的 讨论 . 
定义 10.1.4 设 尽 是 一 个 交换 环 . ik R 2 SESK, 如 果 R 中 有 单位 元 , 但 没有 零 因 子 . 
整数 环 Z 是 一 个 整 环 . 
性 质 10.1.1 设 尽 是 整 环 , B| RR 中 有 消去 律 成 立 , 即 当 c 关 0, c.a= c. bB, H a=b. 
证 当 c.a=c:b 时 ,有 


c(a—b)=0. 
因为 R 是 整 环 , 无 零 因子 , 所 以 a 一 b= 0. 结论 成 立 . 证 毕 . 


例 10.1.5 ZAAR Z[X] 是 一 个 整 环 . 

易 知 Z[X] 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 ( 例 10.1.2). 现在 只 需 说 明 Z[X] 中 无 零 因子 . 
设 (т) = алт" + ---+ ат +40, а, #0, g(z)= baz" +... + biz +b, bm #0, 
假设 


(1-9) (2) = cnHmzntm 十 cnhm_izntm 1 十 十 ctz 二 co 一 0， 
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其 中 c= У а, 0 < k < n +m, 即 
+1=® 


Cn+m = апт, Cntm-1 = anbm-1+ ап—16т, "5, Co = aobo, 


则 сут = anbm = 0. 因为 Z 是 整 环 , 所 以 有 an = 0 EÈ bm = 0, 矛盾 . 

进一步 , 希望 一 些 环 具有 有 理 数 集 Q 的 一 些 性 质 (如 非 零 元 集 是 交换 乘 群 ), 即 域 . 后 面 
会 对 域 作 进一步 的 讨论 . 

定义 10.1.5 ЖАЖЖ K 为 一 个 域 , 如 果 К 中 有 单位 元 , 且 每 个 非 零 元 都 是 可 逆 元 ， 
BP K 对 于 加 法 构成 一 个 交换 群 , K* = K N {о} 对 于 乘法 构成 一 个 交换 群 . 


10.1.4 ”交换 环 上 的 整除 


最 后 , 希望 整数 环 的 整除 性 也 可 以 应 用 到 环 上 . 

定义 10.1.6 Ж АЖЖ, a, b € R, b Z 0. 如 果 一 个 元 素 сє R 4545 a = cb, 
就 称 b 整除 a 或 者 a Ь Ж, ЗЕ Ь |а. 这 时 ,把 b 叫做 a 的 因子 ,把 a 叫做 5 的 售 元 . 

如 果 b, є 都 不 是 单位 元 , 就 5 称 为 a 的 真 因子 . 

R 中 的 元 素 p 称 为 不 可 约 元 或 素 元 , ШЖ p 不 是 单位 元 , 且 没 有 真 因子 . 也 就 是 说 , 如 
ЯНЬ b, сє RIE p= cb, WJ b sÀ с 一定 是 单位 元 . 

两 个 元 素 a, be R 称 为 相伴 的 , 如 果 存 在 可 逆 元 u € R 使 得 a = ub. 

相伴 元 a, b 具有 相同 的 不 可 约 性 . 

整数 环 Z 中 的 不 可 约 元 就 是 素数 . 

多 项 式 环 Q 中 的 不 可 约 元 就 是 不 可 约 多 项 式 . 

Ж Z[V= 引 = (a +bV/=5 |а, b € Z) 的 元 素 2, 3, /—5, 1+ /=5, 6+ V=5 都 是 不 可 约 
元 , 但 5, 41, 7+ /—5 都 是 可 约 元 . 事实 上 ， 


5-У-5.(-У-5), 41 = (6 + //—5)(6 — VvV-5), 7+ /—5 = (1 + /—5)(2 一 V 二 5). 


01 10.1.6 HMR 21/1] = (a +b/—1 | a, be Z) 是 一 个 整 环 . 
(1) Z[v—1] 对 于 加 法 


(а+5/-1 Ф (c+ 4//—1) = (a + с) + (b+ d)V-1 
构成 一 个 交换 加 群 . 
EIH 0, а+ьу 1 的 负 元 为 -(а+ bv) = (—a) + (—b)V—1. 
(2) Z[V—1] 对 于 乘法 
(а--5У/-1) ® (с + 4//—1) = (ac — bd) + (ad + be)V—1 


满足 结合 律 和 分 配 律 , 还 满足 交换 律 , 有 单位 元 1. 
(8) 2, 2+ УТ Жи, 3 = (2+ ут) (2 - ус) 是 可 约 元 . 
(4) 无 零 因子 . 事实 上 , 若 a +b то 为 零 因 子 , 则 存在 非 零 元 c+ аут 使 得 


(а +bV—1) ә (e + d/—1) = (ac — bd) + (ad + bc)V—1 = 0, 
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从 而 ace — bd = 0, ad + be = 0, 进而 aè = c(bd) = d(—ad), а(с? + Ф) = 0. 故 a=0, b= 0. 
矛盾 . 

因此 , Z[V—1] 是 一 个 整 环 . 

(5) TÆT а+6у-1 Я 1, —1, У-1,-у-І. 

进一步 , 可 在 Z[V—1] Нба-ағьу-і(  іла-а-Ь/-1) 的 模 


|а = («-а)!/? = уа? + Ë. 
则 有 三 角 不 等 式 |a + B| < [01 + |8| 以 及 а = 0 的 充 要 条 件 是 la| = 0. 


10.2 AA 

本 节 讨 论 两 个 环 之 间 的 关系 . 

定义 10.2.1 设 R, В 是 两 个 环 . 称 映射 f: R 一; Е 为 环 同 态 , 如 果 f 满足 以 下 
条 件 : 

(1) 对 任意 的 a, be R, 有 f(a+b)= f(a) + f(b); 

(ii) 对 任意 的 a, be R, Æ f(ab) = f(a)f(b). 

如 果 了 是 一 对 一 的 , 则 称 了 为 单 同 态 ; 如 果 是 满 的 , 则 称 了 为 满 同 态 ; 如 果 了 是 一 一 
对 应 的 , 则 称 f 为 同 构 . 

定义 10.2.2 iW R, В 是 两 个 环 . ЖАУ R НН, 如 果 存 在 一 个 R Ф| R 的 同 构 . 


10.3 ”特征 及 素 域 
本 节 给 出 最 小 的 域 的 表述 . 
先 给 出 特征 的 表述 . 
定义 10.3.1 ЖЕЖ Л. 如 果 存 在 一 个 最 小 正 整数 р 使 得 对 任意 a € R, 都 有 


pa=a+---+a=0, 
саа пагра А. 


Pp 个 a 


则 称 环 尽 的 特征 为 p. 如 果 不 存在 这 样 的 正 整数 , 则 称 环 R 的 特征 为 0. 

定理 10.3.1 WRR KK 的 特征 不 为 零 , 则 其 特征 必 为 素数 . 

证 ИВ К 的 特征 为 p. WR p 不 是 素数 , 则 存在 整数 < pi, ро < p, 使 得 p = р-ро. 
从 而 ， 

(р11к) (р21к) = (pi po)1K = 0. 

因为 域 K ERAT, 所 以 plr = 0 ЕЁ plg = 0. 这 与 特征 p 的 最 小 性 矛盾 . 证 毕 . 

定理 10.3.2 设 民 是 有 单位 元 的 交换 环 . 如 果 环 R 的 特征 是 p, 则 

(1) 对 任意 a, be R, 有 

(a+b) = aP +b. 


(п) ЖЕНЯ Жо: а + aP Z Ë F| £. 
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证 (1) 根据 定理 10.1.2, 有 
р-і 1 
2 p! е 
(a+b)? И" к 
ND NO Ж (р, Кр 一!) =1, MT p| p- шы Ж. 这 样 , 由 R 的 特征 р 为 素 
数 , 得 到 Не рту" вы = 0. 因此 , (1) 成 立 . 
(п) 根据 (1), 有 
o(a +b) = (a +b)P = а? + = o(a)o(b), 
o(a:b)= (a:b)? = а? - P = o(a) a(b). 
因此 , о: a = az 是 自 同 态 . 证 毕 . 
定理 10.3.3 设 p 是 一 个 素数 , f(T) = алт" +: + arz + ao 是 整 系数 多 项 式 , 则 
Ма)? = Қа”) (mod p). 
证 ER F, КІЛ F,[z] Е, 应 用 定理 10.3.2 № Fermat 小 定理 (定理 2.4.2), 有 
Ба) = (а)? (2")? +--+ (ау)Р(т)Р + (ао)? 
ал(ж?)" +- - -+ ai(zP) + ao 
= Қа”) (mod р). 


证 毕 . 
定义 10.3.2 Ж Ri (K1) 是 环 R (5 K) 的 非 空子 集 . 如 果 对 于 环 R (GA K) 的 运算 ， 
R. (Ку) 也 构成 一 个 环 ( 域 ), 则 В, ( K1) 叫做 R bh FIR (К 的 子 域 ). 
定义 10.3.3 一 个 域 叫做 素 域 , 如 果 它 不 含 真子 域 . 
01 10.3.1 有 理 数 域 Q ZER. Fp = Z/pZ 是 素 域 . 
定理 10.3.4 Ж F -AR Ж 正 的 特征 为 0, 则 下 有 一 个 与 Q 同 构 的 素 域 . 如 果 
F 的 特征 为 p, 则 F #— 45 F, 同 构 的 素 域 . 


104 ”分 式 域 

从 整数 集 Z 构造 出 分 式 域 有 理 数 集 Q 是 经 典 和 重要 的 方法 , 运用 该 方法 从 整 环 构造 出 
对 应 的 分 式 域 . 

域 的 构造 方式 之 一 如 下 . 

定理 1041 ЖАД. A Е=АхА*. ВЕ ЕХХХА R: 


(а,5)В(с,4) 如 果 ad = be, 
N| RÈ EHNA, РЖ 
(1) KAH: 对 任意 (a,b) € E, Ж (а, b)R(a,b). 
(11) 对 称 性 : 如 果 (a, b)R(c, d), WJ (c, а) (а,Ь). 
(11) 传递 性 : 如 果 (а, b)R(c, d) 和 (c,d)R(e, f), 71 (a,b)R(e, f). 
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证 (1) 对 任意 (a,b) ЕЕ, Я ab = ba, 所 以 (a,b)R(a,b). 
(11) # (a,b)R(e,d), 由 定义 , 有 ad = be, 进而 由 交换 性 , 有 cb = da. 因此 , (с, d)R(a, Б). 
(iii) W (a,b)R(c,d), (e,d)R(e, f), НЕХ, Я аа = be, cf = de, 进而 有 


adf = (bc)f = ае) № d(af —be)=0. 


因为 d 是 整 环 4 中 的 非 零 元 , 所 以 a f = be. 因此 , (a,b)R(e, f). 证 毕 . 
设 (a,b) € E, iË $ = Cian) = ((e,d) | € E,(e,d)R(a,b)) Ж (a,b) 的 等 价 类 . 
ЖАП, 

= Солу = {(0,4) | Е Е,(0,4)Р(0,1)), 


0 
1 
1 = Can = 4,4) | € E, (4, dR, D), 


以 及 对 任意 d А*, 有 Ее 

а 
ga ~ Саа) = Сар = т 
1A 
а 


现在 以 5 为 元 素 构 造 新 的 集 
E/R= {$ | (a,b) € E}. 


定理 10.4.2 ЖАД, E = Ax А*. 假设 马上 有 关系 R: (a,b)R(c,d) 如 果 ad = be. 
再 设 商 集 E/R Z (a,b) 的 等 价 类 组 成 的 集合 . 
则 对 于 E/R 上 定义 加 法 和 乘法 如 下 : 


а с ad 十 bc 
ъа- Сы? 
“ж. 
bd bd 
E/R 构成 一 个 域 . 
证 首先 证 明 E/R 是 一 个 交换 加 群 . 
(1) E/R 结合 律 . 对 任意 了 ,5 $ € E/R, 有 
а с е айғ-іс e _ (ad+bc)f + (bd)e a(df)+b(cf + de) а C$ 
(2+4) +7- a + у 5 $+ (4+1). 


(2) E/R Я 3 56 + 


a = а -а 

= fpu -= = —. 
б) S e ву йл 1 == 

a —а а-5-ь-(-а) 0 — а (-а)-5-%-а 0 

b b b-b 1" b b 5-5 


Pal 


(4) E/R 交换 律 . 对 任 


= 
А 


其 次 证 明 (Е/В)* = (E/R)N (2) 是 一 个 交换 乘 群 


(5) (E/R) 结合 律 . ЯНВ 5, 2, 7 € (E/R), A 


7—00) — н) (27). 


(6) (E/R)* 有 单位 元 T 


а. 6 
81-5 


(8) (E/R)* 交换 律 . 对 任意 Z, $ e (E/R)*, 有 


ас са 


= = 
b d ы а 


е 
ало 
сіз 


因此 , E/R 构成 一 个 域 . 证 毕 . 
定理 10.4.2 中 的 域 E/R 叫做 整 环 A 的 分 式 域 . 
例 10.4.1 取 4=2Z, 则 2 是 一 个 整 环 , 从 而 有 分 式 域 , 叫做 Z 的 有 理 数 域 , 记 为 О. 
加 法 和 乘法 运算 为 


a c ad+bc ас ас 

ta ы pa m 
1,2 15432 13 12 1-2 2 
375 3-5 15 35 


3.5 15° 
例 10.4.2 ЖА = 2/р2, $F p AEZ, 则 А 是 一 个 整 环 , 从 而 有 分 式 域 , 叫做 Z/pZ 
的 p 710, 记 为 F, X GF(p). 


实际 上 , 有 F, = Z/pZ. 对 于 ЕЕ, H bg pZ, МИ p ДЪ. 根据 广义 欧 几 里 得 除法 , 存 
在 整数 s, t 使 得 s-b+t-p=1, s-b=1 (шой р). 因此 ， 


s-a 


г стр = 8:96 Z/nZ. 
р=7,а=4, b=5, 3-5+(—2)-7=1. 
4 3-4 


=3-4=5 € 2/72. 
5 3-5 ее) 
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例 10.4.3 设 天 是 一 个 域 , 则 A = Kje] 是 一 个 整 环 , 从 而 有 分 式 域 , 叫做 Kz] 的 多 
项 式 分 式 域 , 记 为 K (z), PP 


K(z) = = 700), s(z) e Kl), (ж) # o} . 


g(z) 
加 法 和 乘法 运算 为 
Ла), f(z) _ Лк) (т) (г) (z) fle) /(а) Ae) hle) 
g(z) go(z) 91(т) go (z) ” (z) Ф(а) (=) (=) 
10.5 “理想 和 商 环 
10.5.1 “理想 


ЕВ ЛЖ, ВМТ, Г ВЕНЕ, 从 而 有 商 群 R/T = {a+I |a € R). 
人 们 自然 希望 R/T 构成 一 个 环 . 为 此 , 要 对 子 环 工作 进一步 的 要 求 , 即 要 求 I 为 理想 . 

定义 10.5.1 设 民 是 一 个 环 ,T È RPR. IRA Rih ЛЕН В, ХЕ ге Я 
任意 的 aE I, ЖЖ гаЕ I IRA В, 如 果 对 任意 的 rE R 4648505 a € 了 都 有 
ar ET. I 42 RR 的 理想 , 如 果 民 同 时 为 左 理想 和 右 理 想 . 

例 10.5.1 {0} № R ЖЖ 民 的 理想 ,叫做 R и Л. 

定理 10.5.1 Ж R óE Z+ £ I ХЕ (对 应 地 有 右 ) 理想 的 充 要 条 件 是 : 

(1) 对 任意 的 a,beT, ЖЖ а-ЬЕГ. 

(П) 对 任意 的 тє R PIHE GI a cI, ЖЖ гаЕГ (对 应 地 有 ar € D. 

证 必要 性 是 显然 的 . 证 明 充 分 性 . 

H (1) 知 ,了 是 R 的 子 群 . 

再 由 (ii) 立即 知道 了 对 乘法 封闭 , 且 作 为 环 R 的 子 集 满足 环 的 条 件 , 因而 工 是 子 环 . 同 


ІМ, 了 也 满足 理想 的 条 件 , 故 工 是 В 的 理想 . 证 毕 . 
考虑 多 个 理想 的 交集 . 
定理 10.5.2 Я (A;);e; 是 环 民 中 的 一 族 (£) 理想 , 则 (|А) 也 是 一 个 (Ж) 理想 . 
jeJ 
证 (1) 对 任意 的 a, be (|А, 有 a, be Ау, j € J. ИЛ А, В Ш, ЕДІН 
jeJ 
10.5.1, 有 a 一 be Ау, j € 进而 ,a 一 be (|А). 
jeJ 
(її) 对 任意 的 re В 和 对 任意 的 ae [Т] Ау, ff a є Ау, j € J. МЛ А, B: R М, М 
jeJ 
据 定理 10.5.1, 有 ra € Aj, j € J. ЖІ, тає П. 
јЄЈ 
根据 定理 10.5.1, 8 A; 是 R 的 一 个 理想 . 证 毕 . 
jeJ 


根据 定理 10.5.2, 人 们 可 给 出 一 个 非 空子 集 X 生成 一 个 理想 的 表述 , 即 包含 X 的 最 小 
理想 . 

EX 10.5.2 Ж X ЖЖ Ва —A R. АДА 是 环 R p X НИЯ (д) 理 
想 , Пл 称 为 由 XERE (£) 理想 , 记 为 (X). 


jeJ 
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X 中 的 元 素 叫 做 理想 (X) 的 生成 元 . WR X = {a1,… ,an}, 则 理想 (X) 记 为 (a1,… ав), 
称 为 有 限 生成 的 . 由 一 个 元 素 生 成 的 理想 (a) 叫做 主 理想 . 

下 面 给 出 < X > 中 元 素 的 显示 表示 . 

定理 10.5.3 设 民 是 交换 环 ,a € R, X c R. 则 

(1) 主 理想 (a) 为 


(а) = {rarer tnat лен r, 8, ть 8: Е R, те N, nez}. 

іі 
(її) 如 果 RA 3452 1R 时 , 则 

(а) = | Уан si € R, men}. 

Ei 

(11) 如 果 a Æ R PS ( 即 对 任意 re R, # ra=ar), WJ 
(a)={ra+na|rE€R, пє 2). 

(iv) Ва = {га | r € R) (对 应 的 有 aR= (ar | r € R} ) È R Фед (对 应 地 有 右 ) 理 


想 . 如 果 尺 有 单位 元 , 则 a € Ra, a € aR. 
Ж (1) © 


т 
СЭ 8, т, 8: € В, m e N, nez}, 


i=1 


则 工 是 一 个 包含 а 的 理想 . 事实 上 , 对 任意 


mı ma 
a = та+ат +та+ У riasa аҙ = па+ат +та+ Утаа er, 
іі ісі 


以 及 reRR, 有 


mi m2 
а — а = (ri — r2)a +a (ri — то) + (ni — nə)a + Y ruas + ЖЕРЛІ” eh 


i=1 i=1 


mi 
тау = (гт1 )а + гат! + (пл т)а + У (rria)asui el, 


і-і 


ar 一 rilar 十 a(rir) 十 ni(ar) +Y пла (sn г) Е Г, 
ігі 
因此 , Т 是 包含 а 的 理想 . 
再 设 A; 是 包含 a 的 任意 理想 , 则 对 任意 


ai=ra+ar+na+ riasi € I, r, 8, т, 85 ЄР, m € N, n € Z, 
t1 
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因为 А; 是 理想 , 所 以 ra,ar',riasına € Ну, Aii 


m 
ai=ra+ar+na+Y rias € Áj, 
= 


BII C Aj, 1С [| А). 因此 ,了 是 由 a 生成 的 理想 . 
j 
(H) 如 果 RAŽ Ir, WA 
та-таің, ar =1рат, па= (nla)a. 


因此 , (ii) 成 立 . 
(11) ШЖ. a 在 R 的 中 心 , WA 


m m 
ат’ -т/а, > Tias; = > Tisi | а. 
ігі ігі 


因此 , Gii) 成 立 . 
由 (ii) 和 (їп) 即 可 得 到 (iv). 证 毕 . 
环 R 岂 做 主 理想 环 , 如 果 RR 的 所 有 理想 都 是 主 理想 . 
定理 10.5.4 整 环 Z 是 主 理 想 环 , 且 理 想 了 = (a) 的 表达 式 为 


I= (а) = {sa | s € Z}. 


证 设 工 是 2 中 的 一 个 非 零 理想 . 24 b e I BF, A 0 =05ЕГМ —b = (—1)b Е Г. 因此 ， 
工 中 有 正 整数 存在 . 设 a 是 工 中 的 最 小 正 整数 , №] I = (а) = {sa | s € Z). 事实 上 , 对 任意 
be 存在 整数 в, r 使 得 


b=sa+r, 0<т<а. 


这 样 , 由 be 了 及 (—s)ae Г, 8E] г=а+ (-з)а € I. fH r <a ИЖ a R: ТИВ МЕЖ. 
FELL, г = 0, b= sa € (а), 从 而 IC (а). 又 显然 有 (a) C L. ШГ = (a), 2 是 主 理想 环 . 证 毕 . 

推论 W I = (a) ЖӨЖ Z 中 的 理想 , 则 整数 be 了 的 充 要 条 件 是 a |b. 

证 必要 性 . É b e I = (а), 则 存在 整数 s IE b= sa, 因此 ,a | b. 

充分 性 . 设 a | b, 则 存在 整数 s 使 得 b= sa, 因此 , b € = (a). 证 毕 . 

例 10.5.2 RI[X] 是 主 理想 环 . 

证 明 参 见 定理 11.6.1. 

BJ 10.5.3 2Z[V= 引 不 是 主 理想 环 . 

下 面 考虑 理想 的 运算 . 

设 尺 是 一 个 环 . A, B 是 R { (7) 理想 , 则 

H X = {а+6 | a€ А, Ьє В} 生成 的 (£) 理想 , 称 为 (£) 理想 А, В 的 和 理想 , 记 作 
A+B. 

H X = {ab | a € А, b € В} 生成 的 ( 左 ) 理想 , 称 为 理想 A, B 的 积 理想 , 记 作 А-В, М 
记 为 4B. 
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进一步 , ЖЕ ЛЖ. Ау, А», >, А1, An 是 环 R BJ (2с) 理想 , 则 可 递归 定义 : 

由 А) +42 十 … 十 4 1, А, 生成 的 理想 , ЖА Аі, Ао, … ，41, An 的 和 理想 , 记 作 
41 十 4 十 … 十 4 + Ал. 

由 Ar- A2: … Аша, An 生成 的 理想 , Ж А, Ао, <>, Аа 1, An 的 积 理想 , 记 作 
Жі Арысы Au yas, 

定理 10.5.5 ЖА, B, СЖЖ R ih (£) 理想 , 则 

(i) А-В-(ағ5|аеА, be В}. 


ШАРЫ bj €B, sen}, 
f= 


Gü) (A+ B)+C = A+ (B +C). 

(iv) (AB)C = ABC = A(BO). 

证 (1) И I=—=(a+b|a eA, БЕ В}. 先 证 明了 是 (£) 理想 .对 任意 w, v € I АЖ 
r € R, {FTE а, ое A, bi, bo € B ffl u = aí + bi, ü= а +. ЯМА, В h (£) 理想 ， 
ЖИА а-а, ra E€ A K bi — bz, rbi € B, 从 而 


u— v= (a — a2) + (bı — Б) ЕГ, ти= (тај) + (т) Є. 
WOI A R W (Жж) 理想 . EA, I EBE {а+Ь|ає А, be В} 的 最 小 理想 . 故 A+ B= I. 
ШЕРОИ b; € B, sen}, 先 证 明 J 是 (Ze) 理想 . 对 任意 v € J 
ж 


+t 
以 及 re R Еа € A, ЄВ, 1<i<s+t 118 и = È азы, u= Y азу, 因为 A, В 
j=1 ғы 
是 (Æ) 理想 , 所 以 (—a;), ra; € A, 1 < ; < s+t, 从 而 


8 8-4 
u- u= ajbi + E (—a;)b; € J 
j=1 j=s+1 


s 
ru 一 > (ra;)b; €J, 


j=1 
WJ È R ÜU (Ze) 理想 . 
进一步 , 对 于 包含 (ab|a € А, be В} 的 任 一 理想 Ak, На, € A, bj € В, 得 到 a; b; e J, 
又 Ar 是 理想 , 所 以 4 二 Жа) А, JC Ау. 这 说 明 , AB = J. 
3-і 


Gii) 对 于 任意 的 we А-В, c € C, 存在 ae A, be B, 19 u= a+ b, 从 而 
u+c=(a+b) +e=a+(b+ce) е A+ (B+O). 


因此 , (A+ B+ C c A+ (B+ O). 
同样 可 得 , А+ (B+ C) C (A+ В) +С, (А+ В)+С = A+ (B +O). 
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(iv) 对 于 任意 的 we AB, ce C, 存在 aj € А, b; € B, 1< j < s, 使 得 w= ууа, 
ісі 
从 而 
ис = > ь) є= Уса, (b; с) е А(ВС). 
ӛ-і 


Же 
因此 , (АВ)С с А(ВС). 
同样 可 得 , А(ВС) с (АВС, tk (AB)C = А(ВС). 证 毕 . 
例 10.5.4 ЖА = (а), B = (b) ЖЖ Z 的 两 个 理想 .证 明 : 


А+В = ((а,5)), АВ = (ab), 


其 中 (a,b) 是 整数 a, b 的 最 大 公 因 数 . 
证 (1) 根据 定理 10.5.5 和 定理 10.5.4, 有 


A+B= {sat+tb|s, t€ Z). 


根据 广义 欧 几 里 得 除法 , 可 找到 整数 so, to 使 得 зоа + 06 = (a,b), МИ, (a,b) € A+ В. 

又 根据 整数 的 性 质 , 由 (a,b) | a, (a,b) | b 可 推 得 : 对 任意 整数 s. t, 有 (а,Ь) | sa+tb， 
因此 , (a,b) 是 A+B 中 最 小 正 整数 . 

故 A+ В = ((а,5)). 

(2) 根据 定理 10.5.5 和 定理 10.5.4, 有 


А 
a Уныыел bj € B, sen} = manire) 
j=1 
证 毕 . 
定理 10.5.6 ìt 41，42，.… ,An, B, САЖ R bh (£) 理想 , Л] 
(i) А +А2+:-- А, = {а +02 +- ал |а € А, 1<і<п) 是 (2) 理想 . 


ШАРА 1<i<n,1<j<s, кемуі) 
ј=1 


理想 . 
(11) В(А + A2 + --- + An) = ВА! + ВА + + ВА), 
(A1 + Аз +-+ + А„)С = A10 + A20 +--+ + А.С. 
证 对 nn 用 数学 归纳 法 . "4 n= 2 时 , 由 定理 10.5.6, 定理 成 立 . 
假设 n 一 1 时 , 定理 成 立 . 
对 于 n, 有 
(1) А: + 42+... +A, ФА, = (A1 + A2 +: + An) + А„ 是 (£) 理想 . 
(11) A142- - А„_1А„ -(А1Аә--А,-а) А, 是 (Ze) 理想 . 
Gii) 
B(Ai + A2+---+An-1 tAn) = B(A +4A2+--- + An-1) + BAn 
= BA, +BA+---+BAn-1 +BAn, 
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(Аз + Аз +---+ Алһ-1+ Аһ)С = AC + (A2 +--+ An- + Аһ)С 
= AíC+ АС +---+ Аһ-1С + АС. 


证 毕 . 
10.5.2 В 


下 面 考虑 商 环 R/T 的 构造 . 
定理 10.5.7 设 民 是 一 个 环 ,T 是 民 的 一 个 理想 , 则 R/T 对 于 加 法 运算 


(а + Г) + (6+ Г) = (а+&)+1 


和 来 法 运算 
(а--1)(5--1)-а%-І 
构成 一 个 环 . 当 R X Z23383 PHAN, R/T 也 是 交换 环 或 有 单位 元 . 
证 首先 说 明 加 法 和 乘法 的 定义 是 合理 的 , 即 运算 的 定义 不 依赖 于 代表 元 的 选择 . 
因为 工 是 环 R 的 一 个 理想 , 所 以 工 是 (R,+) 的 一 个 正规 子 群 . 因此 , 所 定义 的 加 法 运 
算是 合理 的 . 
再 考虑 乘法 运算 定义 的 合理 性 . 设 ai +T= а +1, 6+1=6 +1, WA 


а = а +т, b =b +то, ті, т Є Г. 
因为 工 是 理想 , 所 以 ribo, azro, тіто Є Г. ММ, 
aibi + I = (a2 + r1)(b2 + гә) + I = а2 о + ri b2 + ато + ri то + Í = а2 bə + I. 
因此 , 所 定义 的 乘法 运算 是 合理 的 . 
其 次 , ЕЛ 中 有 结合 律 . 事实 上 , 对 任意 а+ I b+I,e+I € R/I, 有 
(a+ D(b+D(e+1I) = (а+ (6с) +1) = а(ьс) 1 
= (аМс-1І 
= ((а+1)(6+1))(с+ D 
再 次 , ЕЛ 有 分 配 律 . 事实 上 , 对 任意 a +I b+ I e + I € В/І, 有 
(а--1)(5--Г)(е-І)) = (а+1)((6с) +1) = а(ьс) +1 
= (а0)с+І 
= ((а+1)(0+1))(с+ D 
最 后 , 当 RR 为 交换 环 , 且 有 单位 元 1R 时 , 对 任意 a + I b+ I В/Т, 有 


(а + Г) (6+ Г) =аЬ+1=Ьа+1 = (6+ Г) (а+ Г), 


(а+1)(18 +1) =а1в+Г=а, (1в-+Г(а+1) =1ва+Г=а+ 1. 


故 R/T 构成 环 , 且 当 R 是 交换 环 或 有 单位 元 时 , R/T 也 是 交换 环 或 有 单位 元 . ”证 毕 . 
定理 10.5.7 中 的 环 R/T 叫做 R KF I BJ SSK. 
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10.5.3” 环 同 态 分 解 定理 
下 面 给 出 同 态 分 解 定理 . 
定理 10.5.8 设 了 是 环 尺 到 环 R 的 同 态 , 则 下 的 核 ker(f) 是 民 的 理想 . 反 过 来 ,如 果 
ІЖ R 633248, 则 映射 
s:R — ВЛ 
а кә a+I 
是 核 为 了 的 同 态 . 
证 Им RR 到 环 Ри 的 同 态 , 则 对 任意 a, be ker(f), r € R, 有 
f(a-b) = f(a) - f@) =0 
以 及 
га) = Кг) Ка) = /(т)-0=0, (ат) = Ка) г) =0.Х(г) =0, 
从 而 a 一 b, ra,ar € Кег(/). 因此 , Кег(/) № R 的 理想 . 
反 过 来 , 作 映 射 
8:В — R/I 
а — a+I 
MU s 是 同 态 . 事实 上 , 对 任意 a, be R, 有 
s(a+b)=(a+b)+I=(a+I)+(b+I)=.s(a)+ s(b), 
8(а5) =ab+ = (а + I)(b+ Г) = s(a)s(b). 
此 外 , 对 任意 (a + D) e R/ 有 原 像 为 a, i s 为 R 到 R/T 的 满 同 态 . 进一步 ， 
Еег(в)-(а|а-І-іІ,аеВ)-4а|аев|1)-і. 
证 毕 . 
映射 s: R 一 R/T 称 为 R 到 R/T 自然 同 态 . 
定理 10.5.9 ( 同 态 分 解 ) 设 f AR RER R 的 同 态 , 则 存在 唯一 的 R/ker(f) 到 像 子 
Ж f(R) 的 同 构 了 :a 十 ker(f) — Да) 使 得 f= 二 io 了 os, 其 中 s 是 环 民 到 商 环 hR/ker(f) 的 
自然 同 态 , i :cr 一 c 是 f(R) 到 R 的 恒 等 同 态 , 即 有 以 下 的 交换 图 10.1. 
в L в 
s] T£ 
R/ke(f) — fR) 
图 10.1 交换 图 


证 根据 定理 10.5.8, Кег(/) 是 环 R 的 理想 , 所 以 存在 商 环 R/ker(f). 现在 要 证 明 : 
了 :a+ker(j) => f(a) 
是 R/ker( f) 到 像 子 环 f(R) 的 同 构 . 
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首先 ,了 是 R/ker(f) 到 (В) 的 同 态 . 事实 上 , 对 任意 的 a+ker(f), b+ker(f) е R/ker(f), 
(а + ker(f))(b+ ker(f)) = f((ab) + ker(f)) = f(ab) = f(a)f(b) 
=f(a+ ker(f))f(b+ ker(f)). 
НАХ, 了 是 一 对 一 的 . 事实 上 , 若 a + ker(f) € ker(f), 使 得 
Жа + ker(f)) = f(a) =0', 
则 有 a € ker(f) АЖ a + ker(f) = ker( f). 
最 后 , 了 是 满 同 态 的 .事实 上 , 对 任意 се ДВ), 存在 a є R 使 得 Қа) = с. ЖІП, 
f(a + ker(f)) = f(a) = с, Ш a + ker(f) 是 e 的 像 源 . 
因此 , 了 是 同 构 的 , 并 且 有 f =iofos 事实 上 , 对 任意 ce В, 有 
(io F os)(a) = i(F(s(a))) = (Т(а + ker(f))) = i(f (a)) = f(a). 
此 外 ,了 是 唯一 的 . 事实 上 , 假如 还 有 同 构 а: R/ker(f) — f(R) 使 得 f = io go s, 则 对 
任意 a + ker(f) € R/ker(f), 有 
g(a + ker(f)) = i(g(s(a))) = (io go s)(a) = f(a) = Қа--Кег(/)). 
因此 , g = f. 证 毕 . 


10.6 жн 
本 节 将 讨论 素 理想 . 
先 研究 整 环 Z 中 由 素数 生成 的 理想 及 其 具有 的 性 质 . 
假设 p 是 素数 , 则 当 整 数 a, b 满足 p| ab у, 一定 有 pla 或 p|b. 
根据 定理 10.5.4 及 其 推论 , 上述 表述 可 用 理想 表述 为 


车 (aD)c(p), 则 (a)c(p) 或 (0) c (p) 


$i ab € (р), Мае (р) EÈ b € (p). 


EX 10.6.1 ЖР AK R 652248. РЖЯ Ri) ЖИН, 如 果 P Z R, 且 对 任意 理想 
А,В, АВСР, # Ac P À, ВСР. 

定理 10.6.1 iZ P ЖЮ В. wR P Z R, НЕФ а, ЕЕ, 5 ab e P H, ж 
ae P AX be P, 1 Р Ж ЖЕҢ. 反 过 来 , wR Р 是 素 理想 , Н RR 是 交换 环 , 则 上 述 结 论 也 

证 ”必要 性 . 如 果 理想 A, В 使 得 AB c P, АСР MIELZ ас A, ag P. 对 任意 元 
# be В, 根据 假设 , 从 ape AB c P K a Z РЗ beP. 这 说 明 , ВСР. 因此 ,P 是 
素 理想 . 

反 过 来 , 设 P 是 素 理想 , 则 对 任意 的 a,b e R, WE abe P, 有 (a)(b) = (ab) c P. 根据 
素 理想 的 定义 , 有 (a) c РЕ (b) c P. 由 此 得 到 ,ae P beP. 证 毕 . 
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Я 10.6.1 任意 整 环 的 零 理想 是 素 理想 . 

例 10.6.2 it p ZZ, B| P = (p) = nZ Ж Z 的 素 理想 . 

证 对 任意 的 整数 a, b, Ят ab e P= (р), W| p| ab. ЖЕН 1.4.2, fi pla ER p | b. 由 
此 得 到 , а c P ЕЙ be Р. 根据 定理 10.6.1, P = (p) = pZ jÈ Z 的 素 理想 . 证 毕 . 

定理 10.6.2 设 RR 是 有 单位 元 ln #0 的 交换 环 , 则 理想 P 是 素 理想 的 充 要 条 件 是 商 
Ж R/P 是 整 环 . 

证 因为 环 R 有 单位 元 1R Z 0, 所 以 R/P 有 单位 元 1+ Р ЖЖ 0к+Р= P. 又 因 
为 P 是 素 理想 , 所 以 lr+P Z P. 

现在 说 明 В/Р 无 零 因 子 . 事实 上 , #1 (a+P)(b+P)=P, 则 ab+P=P. 因此 ,abe P. 
但 尸 是 交换 环 R 的 素 理想 ,根据 定理 10.6.1, E a € P 或 be P, B a+P = P E b+P = P 
是 R/P 的 零 元 , 故 商 环 В/Р 是 整 环 . 

反 过 来 , 对 任意 的 a,b e R, 满足 ab e P, WA (a + P)(b + P) =ab+ P = P. 因为 商 环 
R/P 是 整 环 , 没有 零 因 子 , 所 以 a+ P = P sÀ b+ P = P. 由 此 得 到 ,ae PP 或 be Р, № 
ЗН 10.6.1, 理想 P 是 素 理想 . 证 毕 . 

EX 10.6.2 设 M 是 环 民 的 (д) 理想 . МЖ» ЕЯ RA (ж) 理想 ,如果 M Z R, 
且 对 任意 的 理想 N, 使 得 McCNCR, 有 N=M 或 N=R. 

定理 10.6.3 Ж RR 是 有 单位 元 ln Z 0 HERR, ШАХ (ж) 理想 总 是 存在 的 . 事实 
+, R 的 每 个 (Ж) 理想 (Z R) 都 包含 在 一 个 极 大 (д) 理想 中 . 

证 设 A 是 RR 的 任 一 理想 ,并 且 AZ R, > 


S={B|B ЖЕ ШЕН, НАсВЖВ). 


5 显然 是 非 空 的 , 依 包含 关系 作成 一 个 偏 序 集 , 取 S 的 任 一 非 空 有 序 子 集 工 = {H; | ie Г}, 
$ H = Uir Hi, 则 五 是 RR 的 理想 .又 有 A c H, CH, AIHER H: + R, B 1g Hi, 有 
1g H. 所 以 H Z R,H € S. WR H e L 的 上 界 , 即 5 的 任 一 非 空 有 序 子 集 均 有 上 界 , 由 
Zorn 引 理 知 , S 有 极 大 元 H', 这 一 极 大 元 即 为 R 的 一 个 极 大 理想 , H A c H. 证 毕 . 

ЖЕ 10.64 整 环 Z 中 的 每 个 素 理想 都 是 极 大 理想 . 

证 设 己 是 Z 中 的 素 理想 , 则 P = (р), 其 中 p 是 素数 . 

E M 是 真 包含 P 的 理想 , 则 存在 元 素 a e M N P. 因此 , 有 p Да, ЖІП (a,p) =1. № 
据 广义 欧 几 里 得 除法 , 可 找到 整数 в, t 使 得 sa+tp=1. 由 此 得 到 1e M 以 及 M = Z. 因 
Jt, P 是 极 大 理想 . 证 毕 . 

定理 10.6.5 设 民 是 一 个 有 单位 元 Ir Z 0 的 环 , 则 Р 的 每 个 极 大 理想 是 素 理想 . 

证 iZ ab e M, {Н a @ M. 因为 (a) + M 是 严格 包含 M 的 理想 ,所 以 (a) + M = R. 又 
H 1r € R, 所 以 存在 se В, тє М, 1n = sa+m. №, b= 1n:b=sab+mbe М. 
此 , M 是 素 理 想 . 证 毕 . 

定理 10.6.6 ВХЛ ЕЛ Ir #0 的 交换 环 , M В, p| M 是 极 
大 理想 的 充 要 条 件 是 商 环 R/M 是 一 个 域 . 

证 必要 性 . 设 M 是 极 大 理想 , 则 对 任意 a € RAM, Hi (a) + M 是 RR 中 的 理想 , WE 
得 (a) + M = R. 因为 1€ R, 所 以 存在 re R, тє М, 使 得 1 = a -r +m, 从 而 有 
(a+ M)(r+ M)=1+M, BI R/M 中 任 一 非 零 元 都 有 逆 , Ай R/M 是 域 . 


EH PH 
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充分 性 . 对 于 元 a e RN M, A a + M 是 R/M 中 的 非 零 元 , 而 R/M 是 一 个 域 , 所 以 存 
fE r+ M,, 使 得 (e+M)(r+M)=1. 由 此 , (a) + M =R, i M È R RARR WEE. 

定理 10.6.7 设 尽 是 一 个 有 单位 元 ln Z 0 的 交换 环 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(i) RR 是 一 个 域 . 

(її) RR 没有 真理 想 . 

Gi) 0 是 R RARA. 

(iv) 每 个 非 零 环 同 态 R> В 是 单 同 态 . 

证 (i)= (ii). ГАШ. 4; I ZO, WA a € I, a Z 0. 因为 RR 是 域 ,所 以 a 
是 可 逆 元 , 存在 re R, 使 得 ra = 1. 因此 , 1= ra e I, І = В. 这 说 明 RR 中 没有 真理 想 . 

(її) = (iii). H (ii), 真 包 含 0 的 理想 只 有 R, 这 说 明 0 是 极 大 理想 . 

(11) = (iv). 2 f: R> R 是 非 零 的 环 同 态 , 则 ker(f) Z R EUA 0 的 理想 , 0 是 极 大 
理想 , 所 以 ker(f) = 0, BI f 是 单 同 态 . 

(iv) = (1). # Я ЖЕ, 则 存在 非 零 的 不 可 逆 元 а, 因此 , 理想 工 = (a) 是 真理 想 , 从 
而 В 3] R/T 的 自然 同 态 s: R> R/T 不 是 单 同 态 , 矛盾 , 因此 R 是 域 . 证 毕 . 


107 习题 
1) 设 R 是 有 单位 元 e ЮЖ. 证 明 可 逆 元 所 组 成 的 集合 R* = {a | a € R， 存 在 a' є 
Е а-а = а .a= е} 对 于 乘法 构成 一 个 群 . 
(2) 设 RR 是 有 单位 元 e 的 环 . 证 明 R 中 的 可 北 元 不 是 零 因子 . 
3) B R ÆI. ЖААК, WR R 中 的 每 个 元 素 ae R 都 满足 а? = 1. 证 明 : 布尔 环 
R 是 交换 环 . 
(4) 证 明 : 非 零 有 限 整 环 是 一 个 域 . 
5) РАЖ. R PRZ a ЖОН, 如 果 存 在 正 整数 m 使 得 а" = 0. 证 明 : № R 是 交 
换 环 时 , EELK a M b HA atb WERF. 
(6) 证 明 集 合 Z[V 习 = {a 十 bV3 | a,b є Z) 对 于 通常 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 整 环 . 
т) 证 明 集合 Z[V 引 = {fe+bV3| a,b e Z) 对 于 通常 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 整 环 . 
(8) 证 明 集 合 ZIV 引 = {a 十 bV5 | a,b € Z) 对 于 通常 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 整 环 . 
(9) 设 D 是 无 平方 因数 的 整数 . 证 明 集合 Z[VD] = (a +bVD | a,b € Z) 对 于 通常 的 加 法 
和 乘法 构成 一 个 整 环 . 
(10) В ХЕ, n > 2, W R E n MEERE Mn(R) 对 于 和 矩阵 的 加 法 和 乘法 构成 
一 个 非 交换 环 . 
(Ш) # H = (a+b.i+e-j+d-El|abedeRBR), хи? =? = P 
-рь?Е-і--Ы2 下 .7 二 7 了 二 i. 是 一 个 非 交换 环 . 
(12) 证 明 集 合 ОГ] = {a 十 bV2 | a,b e Q) 对 于 通常 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 域 . 
(13) 证 明 集 合 Q[V3] = {a 十 bV3 | a,b e О} 对 于 通常 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 域 . 
(14) 证 明 集 合 QIV 引 = {a + bv5 | a,b € Q} 对 于 通常 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 域 . 
(15) % D 是 无 平方 因数 的 整数 . 证 明 集合 ОР] = (a +bVD | a,b € Q) 对 于 通常 的 加 法 
和 乘法 构成 一 个 域 . 


--і,і-і-Е- 
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(16) 证 明 集合 QIV2+ УЗ] = {а+ 62 + с\/3 + 4\6 | a,b,c,d € Q} 对 于 通常 的 加 法 和 乘法 
构成 一 个 域 . 


思考 题 

(1) Ж R 涉及 几 种 运算 , 对 各 自 的 条 件 要 求 是 什么 ? 

(2) 举例 讨论 有 零 因子 的 环 R, WEBER, Es m 剩余 类 环 Z/mZ, 多 项 式 环 7/т7[т]. 

(3) 整 环 R 为 什么 需求 满足 无 零 因 子 条 件 , 试 讨论 整数 环 Z, 高 斯 整数 环 ZV], 多 项 式 环 
7242) 和 О. 

(4) 在 主 理想 Z 中 , 利用 理想 来 表述 整数 的 整除 、 素 数 、 最 大 公 因 数 . 


(5) 多 项 式 环 От] 是 主 理 项 环 吗 ? 如 何 描述 不 可 约 多 项 式 、 多 项 式 整除 及 多 项 式 的 最 大 公 
因 式 ? 
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111 多项式 整 环 

本 节 考 虑 多 项 式 环 . 因为 多 项 式 理论 和 方法 在 信息 安全 和 密码 学 中 有 重要 的 应 用 , 特别 
是 有 限 域 的 构造 , 所 以 关注 多 项 式 更 多 的 性 质 . 

设 RERI, zx 为 变量 , 则 R ЕР 


авт" +... +amr+a, шев 


的 元 素 称 为 尺 上 的 多 项 式 . 

设 f(z) = аат” +... + aiz + ao, an Z 0 是 整 环 RR 上 的 多 项 式 , 则 称 多 项 式 f(z) 的 次 
数 为 n, 记 为 deg f = n. 

例 11.1.1 2[Х] 中 的 2z 十 3 ЖЖЯ 1, z2 + 2z + 3 的 次 数 为 2, zt + 1 的 次 数 为 4， 
2z8 十 z4 十 z3 十 Z 十 1 的 次 数 为 8. 

设 整 环 尺 上 的 全 体 多 项 式 组 成 的 集合 


ВХ] = (f(z) = anz +... ал +a | «ЕВ, 0<i<n, ne N). (11.1) 
首先 , 定义 RIX] 上 的 加 法 . 设 
f(z) = алт” +an-11™! +.. ат ао, g(£) = вл" + bn 12" l+... biz + bo, 
定义 Қа) 和 g(x) 的 加 法 为 
(f + g)(z) = (аһ + Б)" + (an—1 + Ва) 2" + --- (аз + bi)z + (ao + bo), (11.2) 


MU RIX] 中 的 零 元 为 0, f(z) 的 负 元 为 (—/)() = (—аһ)х" + --- + (—ai)z + (—ao). 
НАХ, 定义 RIX] 上 的 乘法 . 设 


f(z) = ала" 十 an lz 十 … 十 al7z 十 ao а, #0, 


g(z) = Ба" + ит" +... + biz + bo, bm Z 0, 


ЖУ f(x) 和 g(z) 的 乘法 为 
(fg)(z) = cami „сна? l +... om оф, (11.3) 
其 中 
ск = > ау = agbo + ак_1Ь + --- + адь + aobk, 0 < k < n+m, (114) 
i+j=k, 0Si<n, 0<j<m 
ШІ 
Cntm = алф, cnHm-1 一 anbm-1 十 on-lbm `, Ck= У) бу, >>>, Co = aobo, 
i+j=k 


MU RIX] 中 的 单位 元 为 1. 
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定理 11.1.1 Ж RIz] 是 整 环 R 上 的 多 项 式 环 符 合式 (111). 则 对 于 多 项 式 的 加 法 
A (11.2) 以 及 多 项 式 的 乘法 式 (11.3), В] 是 一 个 整 环 . 
证 Ям, ВХ] 对 于 多 项 式 的 加 法 式 (11.2) 是 一 个 交换 加 群 . 具有 结合 律 , 零 多 项 式 是 
零 元 0, EHR f 的 负 元 是 (— f), 也 有 交换 律 . 
RIX] 对 于 多 项 式 的 加 法 式 (11.3), 具有 结合 律 , Ir 是 单位 元 Lre 也 有 交换 律 . 此 外 ， 
Ва) 无 零 因 子 . 事实 上 , 设 
J(z)=a,z"+- Taza а, #0, (х) = Ба" +: +0 + 60, bm 0, 
使 得 
(f ` g)(z) = сата" 十 cnHm-lzntm +... + сүт + со = 0, 
НР с = X аі, 0 < k<n+m, Ш 
i+j=k 
Cntm = апбт, Cntm-1 = @абт—1 + an-ibm,***, Co = aobo, 
Ш cn+m = anbm = 0. 因为 R Е, 所 以 有 an =0 或 bm =0, 了 矛盾. 故 RIz] 是 一 个 整 环 . 
证 毕 . 
例 11.1.2 Я (х) =zŠ +14 + z2 + z +1, g(z) =z71+z+1 € Ра], W| 
/(@) + g(z) = 27+ 26 +14 + 22, 


f(az)g(z) = 1 +r" +r? +r? аб рб qt +2941. 
FRE, 


(26 +24 +22 4+1. (27+2+0= 213 +211 +29 618 z7 
+7 +25 +23 +12 + 
+х8 +24 +r? +5 +1 
= ара рата дш ома 


11.2 ”多 项 式 整除 与 不 可 约 多 项 式 

本 节 考 虑 多 项 式 的 整除 性 . 

定义 11.2.1 设 Қа), g(z) ЖЖ RR 上 的 任意 两 个 多 项 式 , 其 中 g(z) Z 0. 如 果 存 在 一 
个 多 项 式 а(т) 使 得 等 式 

Ма)-«(«)- (ж) (11.5) 

RÈ, 就 称 g(z) 整除 f(z) 或 者 f(z) Ж g(z) 整除 , 记 作 g(x) | Га). 这 时 ,把 g(z) 叫做 а) 
的 AR, 把 f(z) 叫做 g(z) 的 А. 否则 , 就 称 g(z) 不 能 整除 Қа) 或 者 f(z) 不 能 被 g(z) 
整除 , 记 作 g(z) Д Қа). 

例 11.2.1 2[Х] %%9 2+3 | 222 +35 ‚2? +1| 24-1. 

多 项 式 整除 具有 传递 性 , 即 
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定理 11.2.1 设 Қт), g(z), Қа) ЖЖЖ ВЕН МХ, 其 中 g(z) Z 0, Қа) Z 0. Ж 
(ш) | Ка), Қа) | 9(2), МІ h(z) | Га). 
证 设 g(z) | f(z)，h(z) | g(z), 根据 整除 的 定义 , 分 别 存在 多 项 式 qi (z), (а) 使 得 


F(=) = (z): g(z), 49(2) = (а). Қа). 
因此 , 有 
f(z) = ni (z) - 9(2) = qı (z) : (qa (z) - g(z)) = q(z) - Мг). 
因为 q(z) = ф(х) : ф(х) 是 多 项 式 , 所 以 根据 整除 的 定义 , 有 Қа) | f (a). ШЕ. 
在 多 项 式 f(x), g(z) 的 线性 组 合 中 , 整除 的 性 质 是 保持 的 . 


定理 11.2.2 设 Қа), g(z), Мт) #0 RER R EZAR. 若 h(z) | Қа), Қа) | а(а), 
则 对 任意 多 项 式 s(x), Қа), 有 


Ма) | s(x) - f(z) + Қа)-а(т). 
证 设 h(z) | Қа), Қа) | g(z), 那么 存在 两 个 多 项 式 qi(z), qz(z) 分 别 使 得 
Ма)-а(а)- Қт), g(z) = ф(х): Қа). 


因此 ， 


s(x) - Қа)“ (z). gz) = s(z)(q((z):h(z))-+ t(z)(qə(z):h(z)) 
(s(x) - Чи (2) + t(x) - qə(z)) - Қа). 


因为 s(z) - ф(х) + t(z) - qa (z) 是 多 项 式 , 所 以 s(z) - f(z) + t(z) ` glx) # Мт) 整除， 证 毕 . 

前 面 考虑 了 多 项 式 整除 和 因 式 , 现在 考虑 对 于 乘法 的 次 数 最 小 的 多 项 式 , 也 就 是 不 能 继 
续 分 解 的 多 项 式 , 即 下 面 的 不 可 约 多 项 式 . 

定义 11.2.2 Ж f(z) 是 整 环 尺 上 的 非常 数 多 项 式 . 如 果 除 了 显然 因 式 1 和 f(e) 外 ， 
f(z) 没有 其 他 非常 数 因 式 , Жа, Ба) 就 叫做 不 可 约 多 项 式 , 否则 , f(z) 叫做 合式 . 

多 项 式 是 否 可 约 与 所 在 的 环 或 域 相 关 . 

例 11.2.2 多 项 式 zz 十 1 7] 中 是 不 可 约 的 , 但 在 Fz[z] 中 是 可 约 的 . 

Ë) 11.2.3 £ Foje] 中 的 4 次 以 下 的 不 可 约 多 项 式 和 可 约 多 项 式 . 


次 数 | 不 可 约 多 项 式 可 约 多 项 式 
1 |т,ш-1 
2 |т%?+т+1 а?, 2241= (+1), 22 += 


3 [аЗ +z+1, zi +22 +1 | 13, 23 +1= (2+1)(22 +=+1), z +=, 
а? фа? т, 13 т? кт +1 = (2+1) (22 +1) 


4 |#+z+1, 2442341, | 24, 2441, zt iz, т 22, rttr’, zt + 22 +1, 
2+3 +12 4+:+1 А +z, 2 十 za 十 z， т* +z3 +1, rttr, 


аё +:%-+т+1, 24-23 +r? +l, 3-13 г 


下 面 要 证 明 域 K 上 的 每 个 可 约 多 项 式 必 有 不 可 约 因 式 . 
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定理 11.2.3 设 f(z) 是 域 K 上 的 兄 次 可 约 多 项 式 , p(z) 是 Қа) 的 次 数 最 小 的 非常 数 
НХ, Л] p(z) 一 定 是 不 可 约 多 项 式 , Н deg p < Jaeg ғ 

证 反 证 法 .如 果 р(х) 是 可 约 多 项 式 , 则 存在 多 项 式 g(z)，1 < deg q(z) < п, 使 得 
q(z) | р(х). 但 p(x) | Ба), 根据 多 项 式 整除 的 传递 性 (定理 11.21), 有 q(x) | Қа). 这 与 p(z) 
是 Қа) 的 次 数 最 小 的 非常 数 因 式 矛 盾 . 所 以 , pa) 是 不 可 约 多 项 式 . 

因为 f(z) 是 可 约 多 项 式 , 所 以 存在 多 项 式 户 (z) 使 得 


Ха) = fi(z): p(z), 1< deg p < deg Л < n. 


因此 , deg p < n/2. ШЕ. 
Ж 由 定理 11.2.3 可 知 , 不 可 约 多 项 式 为 乘法 的 最 小 单元 . 
根据 定理 11.2.3, 可 约 多 项 式 Қа) 的 次 数 最 小 的 非常 数 因 式 为 不 可 约 多 项 式 , Н. дер p < 
(deg /)/2. 由 此 , 立即 得 到 一 个 判断 多 项 式 是 否 为 不 可 约 多 项 式 的 法 则 . 
定理 11.2.4 Ж f(z) RRK 上 的 多 项 式 . 如 果 对 所 有 的 不 可 约 多 项 式 p(z)，deg p < 
24 f, 都 有 р(х) Í Қа), 则 f(z) 一 定 是 不 可 约 多 项 式 . 


11.3 多项式 欧 几 里 得 除法 
本 节 考 虑 多 项 式 欧 几 里 得 除法 . 
定理 11.3.1 设 у(х) = anzn 十 an_lizn-1 十 … 十 aiz 十 a0,g(Z) = "+: Ва Б 是 
ЖЖ ВЕЛ МХ, 则 一 定 存在 多 项 式 а(х) 和 r(z) 使 得 
f(z) = q(x) - 9(т) +т(х), degr < deg g. (11.6) 


证 对 Ба) 的 次 数 degf = п 作 数学 归纳 法 . 

(1) 如 果 аеру < degg, 则 取 q(x) = 0, r(z) = f(z). 结论 成 立 . 
(11) 设 degf > degg. 假设 结论 对 degf < n 的 多 项 式 成 立 . 
对 于 degf = n > degg, 有 


F(z) — anz™ ™.g(z) 


= (аһ-1 – аһһы-1) Ft 


这 说 明 f(z) — an zn m. g(x) 是 次 数 < n — 1 的 多 项 式 . 对 其 运用 归纳 假设 或 情形 ( i ), 存在 
整 系数 多 项 式 q1(z) 和 ri(z) 使 得 


J(z)— aÚ g". g(x) = q(x) - g(z)+ ri(z), deg ri(z) < deg 9(2). 


因此 , q(z) = az" + (г), r(z) = ri(z) 为 所 求 . 


根据 数学 归纳 法 原理 , 结论 是 成 立 的 . 证 毕 . 
定义 11.3.1 A (11.6) 中 的 q(z) 叫做 f(z) 被 g(z) 除 所 得 的 不 完全 商 , r(z) 叫做 Қа) 
被 g(z) 除 所 得 的 余 式 . 


定理 11.3.1 叫做 多 项 式 欧 几 里 得 除法 . 
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推论 1 i f(z) = алт" Ба lizn 1 二 … 二 az 十 ao 是 整 环 R ERED, a e R, WJ 
一 定 存 在 多 项 式 (т) 和 常数 e = Қа) 使 得 


f(z) = q(z) - (z — a) + f(a). 
证 根据 定理 113.1, 对 于 f(z),g(z) = z — a € RIz], FELH qla), r(x) 使 得 
f(z) = 9(2) .9g(z)+r(z)， degr < deg g. 
因为 deg g = 1, deg r < deg g, ТІ deg r = 0, r(z) = сє R, WA 
f(z)=q(z)- (z —a) + e. 


特别 地 , HZ z =а, A c= Да). 证 毕 . 
推论 2 W f(z) = ant” + anar"! +--+ ar tao 是 整 环 RR 上 的 多 项 式 , ае В, WJ 
Zz 一 a | f(x) 的 充 要 条 件 是 f(a) = 0. 
证 根据 推论 1, 存在 qlz) є RIz], 使 得 
Ха) = q(2) : (z — a) + Қа). 
因此 , z 一 a | Қа) 的 充 要 条 件 是 f(a) = 0. 证 毕 . 
定理 11.3.1 所 论述 的 是 整 环 上 的 多 项 式 除法 , 因此 须 对 除 式 g(z) 作 首 项 系数 为 1 的 要 
Ж. 对 于 域 上 的 多 项 式 , 就 不 用 作 要 求 . 为 便于 应 用 , 给 出 以 下 表述 . 
定理 11.3.2 设 


/(ж) = алт" + аһ ла" lj... ат + ao g(z) = baz" +. + biz + bo, bx Z 0 
是 域 K 上 的 两 个 多 项 式 , 则 一 定 存 在 多 项 式 а(х), т(т) € K [z] 使 得 
f(az)=q(z):g(z)+r(a), degr < deg g. (11.7) 
证 对 f(z) 的 次 数 degf = 作 数学 归纳 法 . 
(1) 如 果 degf < degg, WIR q(z) = 0, r(z) = (а). 结论 成 立 . 
(11) 设 degf > degg. 假设 结论 对 degf < n 的 多 项 式 成 立 . 
对 于 degf = n > degg, 有 
(а) — (an 61)" m - g(z) 
= (аһ-1 – аһ: b;lba-i)z"-1 +... + (an—m — aa Бо)" + апт" m-l +... + ao. 
这 说 明 f(z)— (an bpi) m - g(x) 是 次 数 < n 一 1 的 多 项 式 . 对 其 运用 归纳 假设 或 情形 ( i )， 
存在 多 项 式 q (z), ri(z) € K[z] 使 得 
Ла) — (an 651)" (а) = qı (2) - g(z) + т1(®), deg ri(z) < deg g(z). 


因此 , q(z) = an - 5512" + gi (z), r(z) = ri(z) 为 所 求 . 
根据 数学 归纳 法 原理 , 结论 是 成 立 的 . 证 毕 . 
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Я! 11.3.1 设 Ба) 上 多 项 式 
f(z) = 213 +r + 19 paqa аб ай +2 +1, gla) = 18 qataq zl, 
Ж qla) 和 r(x) 使 得 
f(z) = а(ж)- g(z) +т(т), degr < deg g. 
ы 逐次 消除 最 高 次 项 ， 


ro(z) = f(z)—z5.g(z) = тИ +14 +2341, 


rı(z) = то(2) —2*.9(т) = 2741641. 


因此 , q(z) = 25 +13, г(т) = 27 + zŠ +1. 

根据 多 项 式 整 除 的 定义 和 定理 11.3.2, 有 

定理 11.3.3 Я f(x), g(z) АЖ K 上 的 多 项 式 , 则 f(z) 被 g(z) 整除 的 充 要 条 件 是 
f(z) 被 g(z) 除 所 得 余 式 为 0. 

根据 定理 11.3.3 和 定理 11.2.4, 可 以 有 效 地 判断 一 个 多 项 式 是 否 为 不 可 约 多 项 式 . 

例 11.3.2 Ж Ра] 上 有 多 项 式 f(z) = х5 кті +r +r, EA (а) 是 不 可 约 多 项 式 . 

ЖЕ 只 需 对 次 数 < 4 的 不 可 约 多 项 式 p(z): т, z+ 1, 22 +т+1, z3 十 z 十 1 z3 十 z2 十 1 
24--т-1, 24 +23 +1, z4 十 z3 十 z2 十 zZ 十 1, ЕЖ р(х) | Қа) 是 否 成 立 的 判断 . 


Ға) = (27 +23 +12 +1):= + 1; 
Ба) = (шт'+х%+15+хт*%+х%-„т)-(хт+1) + 1, 
Қа) = (ze 十 z5 十 z3).(z2 十 Z 十 1) + 2+1, 
Қа) = (25 +r? +r? +1). (23 +т+1) + т; 
Jü). = (25 +24 +13). (23 +22 +1) + 了 十 1， 
Ға) = (人 
Ба) = (= +23 +a? +е+1). (04 +а3+1) + 22-22, 
Ба) = (+= +1): (2423 +т+т+1) + аза”, 
故 f(z) 是 不 可 约 多 项 式 . 证 毕 . 


类 似 于 整数 中 的 最 大 公 因数 和 最 小 公 倍 数 , 可 以 给 出 多 项 式 环 RIz] 中 的 最 大 公 因 式 和 
最 小 公 售 式 . 

设 Қа), д(2) е R[x], d(x) € RIz] 叫做 Қа), 9(2) 的 最 大 公 因 式 , ШЖ 

(1) d(a) | f(z), a(z) | g(x). 

(2) # Ма) | Қа), Һа) | а(т), W h(z) | d(z). 

Қа), g(z) 的 最 大 公 因 式 记 作 (а), е(«))- 

当 考 虑 域 к 上 的 最 大 公 因 式 时 , 约定 其 最 高 次 项 系数 为 1, 则 最 大 公 因 式 是 唯一 的 . 

Қа) 与 g(z) 叫做 互 素 (或 ER) №, 如 果 它 们 的 最 大 公 因 式 (f(z),g(z)) =1. 
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设 Қа), g(z) € RIz], Р(х) є В 叫做 Қа), g(x) 的 最 小 公 倍 式 , 如 果 

(1) f(z)| D(z), g(z) | D(z). 

(2) 若 flz) | Қа), 9() | D(z), W D(z) | h(x). 

Қа), g(z) 的 最 小 公 倍 式 记 作 [f(z),g(z)]. 

当 考 虑 域 K 上 的 最 小 公 倍 式 时 , 约定 其 最 高 次 项 系数 为 1, 则 最 小 公 倍 式 是 唯一 的 . 
定理 11.3.4 % f(z), g(z), Ма) 是 域 K 上 的 三 个 非 零 多 项 式 . 如 果 


(=) = q(z) .9(z) + Қа), 


其 中 g(z) АЖ К 上 的 多 项 式 , 则 (f(z),g(z)) = (g(z),h(z)). 
证 її d(z) = (f(z),g(z)), 4'(ж) = (g(z),h(z)), W (а) | f (z), d(z) | g(x). 进而 


а) | f(z) + (—q(z)) - 9(=) = h(z), 


因此 , d(x) 是 g(z), h(z) 的 公 因 式 , d(z) | 4(т). 
同 理 , Ф(а) 是 Қа), g(z) 的 公 因 式 , d'(x) | (а). 
因此 , d(z) = d'(z), 定理 成 立 . 证 毕 . 
多 项 式 广义 欧 几 里 得 除法 
设 Ға), g(z) ÆR K 上 的 多 项 式 , degg > 1. 记 7_2(z) = (т), r_-i(z) = g(z). 反复 运 
用 多 项 式 欧 几 里 得 除法 (定理 11.3.2), 有 


7-2(z) = 40(т) -т-1(2) + то(2), 0< deg ro < deg т-1, 
7-1i(z) = gi(z) :ro(z) + ri(z), 0 < deg rı < deg то, 
ro(z) = ga(z) :ri(z) + т2(т), 0< deg ra < deg ri, 
rı(z) = q(x) -т2(т) + тз(т), 0< deg rs < deg r2, (18) 
ты-а(() = qk-i(z):rk-2(z) + rk-i(z), 0< deg ть-1 < deg 7-2, 
т.-ә(() = qk(z):rk-i(z) + rk(z), 0 < deg rk < deg rk-1, 
TE-1(T) = Ф-н(Ф)-ть(>) + rk+(z), deg ты = 0. 


经 过 有 限 步骤 , 必然 存在 k+ 1 使 得 rk+i(z) = 0, 这 是 因为 
0 = deg тьфу < deg ть < deg ть_1 < --- < deg ri < deg то < deg т_ = deg g, 


Н. дер g 是 有 限 正 整数 . 
定理 11.3.5 设 f(z), g(z) 是 域 K 上 的 多 项 式 , deg g 2 1, 则 


(f(z),g(z)) = ra (z), 
其 中 mk(z) 是 多 项 式 广义 欧 几 里 得 除法 中 最 后 一 个 非 零 余 式 . 
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证 应 用 定理 11.3.4, 有 


(f(a),g(z)) = (r-o(z),r-i(z)) 
= (r-i(z),ro(z)) 
= (ro(z),ri(z)) 


= (rk-2(z),rk-i(z)) 
= (rk-i(z),rk(z)) 
= (ть(т),0). 
= та(а). 
从 多 项 式 广义 欧 几 里 得 除法 中 逐次 消去 ть (z), ть-ә(г), <> ,ri(z), ro(z), 可 找到 多 项 
IÙ s(x), (а) 使 得 
s(z) - f(z) + (т) - (ж) = (F(z), 9(7)). 
定理 11.3.6 Я Қт), g(z) АЖК 上 的 多 项 式 , M 
sk(Z) . f(z) + ta (2)  9(2) = (f(a),g(z)), 
对 于 了 二 0, 1, 2, … ,这 里 sj, tj 归纳 地 定义 为 


1 Е sa()=0, s()= (6089) si) в), рызы (19) 


t_ə(z)=0, t-i(z)= 1, t;(z) = (—чу(т))-%у—1(ж) + tj-2(2), 


其 中 gle) Х Х (118) 中 的 不 完全 商 . 
证 只 需 证 明 : 对 于 j= 一 2, 一 1, 0, 1, k, 


уба) Қа) + (z) абв) = гу(т), (11.10) 
EP r; (z) = (ва) ` ту-а(т) + туа (в) 是 式 (11.8) 中 的 余 式 . 因为 (f(z),g(z)) = re, 所 以 
sr- f(z) + ts -9(2) = (f(z),g(z)). 


对 j 作 数 学 归纳 法 来 证 明 式 (11.10). 
= —2 时 , 有 s_2(z) =1, t_2(z) = 0, 以 及 


ч. 


8—2(2) - f(z) + t—ə(z) - g(z) = Қа) = r-2(2). 
结论 对 于 了 = —2 成 立 . 
j= -—1 时 ,  8—1(2) = 0, #1(2) = 1, 以 及 


8—1(т) - f(z) +t-1(7). g(z) = g(z) = т-1(т). 


结论 对 于 了 = 一 1 成立 . 
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假设 结论 对 于 —2 <] < 一 1 成立, ШІ 


s;(z) - f(z) + t; (z) - g(z) = ту(ш). 


对 于 7 了 =k, 有 


rk (z) = (—qa(z)) - ть-1 (£) “-ть-о(а). 


利用 归纳 假设 , 得 到 


ть(т) = (—4(т))(вк-ц (=) - (т) +1 (т)) 9(z) + 


= sk(z)- f(z) + 


(sk-2(Z) - f(z) + tk-2(2)) - g(z) 


((—а(2)) - зк-1(2) + sk=2(z)) f(z) + ((—qk(2)):tk-i(z)+ tk-ə2(z)):g(z) 


tk(z) - g(x) 


因此 , 结论 对 于 了 = k 成 立 . 根据 数学 归纳 法 原理 , 35 (11.9) 对 所 有 的 了 Жоғ. 这 就 完成 了 


证 明 . 
例 11.3.3 Я Ба] 中 有 


Ха) = 1 +r! +29 +r? + 16 +15 кт ка Hl, g(z) = ат чату, 


ЖАҚ s(x), Қа) 使 得 


s(x) - Қа) + Из) - g(z) = (F(z), 9(2)). 


№ 运用 广义 多 项 式 欧 几 里 得 除法 , 有 
f(z) = qo(z)- g(z) + ro(z),-— ф(х) = z5 + 23, 
g(z) = ф(х) .ro(z) 十 ri(z)， 91(2) = z + 1, 
ro(z) = qə(z) - т1(2) + т2(т), Ф(г)-т-1, 
ri(z) = qa(z) - rə(z) + ra (z), (2) = т, 
72 (z) = qa(2z) - ra(z) + ra (z), (т) = 22, 


从 而 


т4(т) = qa(e):(qa(z)-rə(z)+ri(z))+ тә(т) 


ro(z) = z? + zŠ + 1, 
ri(z) = 26 +24 + z3, 
ra(z) = z5 + z3 +1, 
ra(z) = z3 + z, 


та(т) = 1. 


= (а? +1): (go (z) - ri(z) + ro(z)) + qa (z) - ri (z) 
= (zt+z3+z2+z+1):(Q(z)-ro(z)+ g(z)) + (z3 + 1) - ro(z) 


= (£ +13). (qo(z) - g(z) + f(z)) + (24 +z3 +x? + z + 1) : (г) 
= (05 +13). [ (2) + (210 +16 + 14 +13 +r? 4 z+ 1): 9(2). 


因此 , s(x) = 25 +23, t(x) = 210 + 16 +t +r? 12 + z + 1. 
ЖЕ 11.37 Яро RAK E $ ñ <3& K z] 中 的 不 可 约 多 项 式 , 则 当 多 项 式 a(zx), Қа) 


满足 p(z) | (т) .b(z) 时 ,有 p(z) | a(z), 或 p(z) | (=). 
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证 假设 p(z) | а(х) 不 成 立 , W (a(z),p(z)) = 1. 根据 多 项 式 广义 欧 几 里 得 除法 (定理 
11.3.6), 可 找到 多 项 式 s(x), (а) 使 得 


s(x) - a(x) + t(x) - p(x) = 1. 
两 端 同 乘 b(z), 有 s(x) - (a(x) - b(z)) + (t(z) - s(z)) р(х) = Қа). 因此 ， 
p(z) | s(z) : (a(x) - b(z)) + (t(x) - s(z)) - p(z) = Ба). 


11.4 多 项 式 同 余 


本 节 考 虑 域 K 上 多 项 式 环 K [z] 中 的 多 项 式 同 余 . 
定义 1141 给 定 K[X] 中 一 个 首 一 多 项 式 m(z)， 两 个 多 项 式 f(x), а(а) 叫做 模 
m(z) 同 余 , 如 果 m(z) | Га) — g(x), 记 作 


f(a) = g(z) (mod m(z)). 


否则 , 叫做 模 m(z) ЖЕ, 记 作 Қа) # g(z) (mod m(z)). 
下 面 考 虑 多 项 式 同 余 的 性 质 . 
定理 1141 Ж m(z) АЖК 上 的 多 项 式 , W| а(х), b(z) € K |z] 使 得 


а(х) = b(z) (mod m(z)) 
的 充 要 条 件 是 存在 多 项 式 s(z) 使 得 
а(х) = b(z) + s(x) - m(x). 
证 WR а(т) = b(z) (mod m(z)), 则 根据 多 项 式 同 余 的 定义 , 有 
тх) | a(z) — Қа). 
又 根据 多 项 式 整除 的 定义 , 存在 一 个 多 项 式 s(z) 使 得 a(z) — Қа) = s(x) : m(z), t 
а(х) = b(z) + s(z) - m(x). 
反 过 来 , 如 果 存 在 一 个 多 项 式 s(z) 使 得 а(т) = b(z)+ s(z)-m(z), WA 
a(z) — b(z) = s(z) : m(x). 
根据 多 项 式 整除 的 定义 , 有 
тх) | а(х) — Қа). 
再 根据 多 项 式 同 余 的 定义 , 得 到 
а(х) = Мт) (mod т(т)). 


ШЕ. 


模 多 项 式 同 余 具有 等 价 关系 的 性 质 . 
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定理 11.4.2 Ж m(z) АКК 上 的 多 项 式 , 则 模 多 项 式 ma) 同 余 是 等 价 关 系 , РР 
(1) ( 自 反 性 ) 对 任 一 多 项 式 a(x), a(x) = a(x) (mod m(z)). 
(2) (对 称 性 ) Ж а(х) = Қа) (mod т(т)), Я] b(z) = a(x) (mod m(z)). 


(3) (传递 性 ) Ж а(х) = b(z) (mod m(z)), b(z) = с(т) (mod m(z)), Я] a(x) = с(х) (mod m(z)). 


证 运用 定理 11.4.1 来 给 出 证 明 . 
(1) (ARH) 对 任 一 多 项 式 a(x), 有 a(z) = а(х) + 0 - m(a), 所 以 


а(х) = а(х) (mod m(z)). 
(2) (对 称 性 ) 若 a(z) = Қа) (mod m(z)), 则 存在 多 项 式 s(z) 使 得 
а(х) = b(z) + s(x) - пит), 
从 而 有 
b(z) = a(x) + (—s(z)) - m(x). 
因此 ， 
Кт) = a(x) (mod m(z)). 


(3) (传递 性 ) 若 a(x) = b(z) (mod m(z)), b(z) = с(г) (mod m(z)), 则 分 别 存在 多 项 式 
81(2), sə(z) 使 得 


a(z) = b(x) + 81(т).т(т), b(z) = с(т) + sə(z)-m(z), 
从 而 
а(х) = e(z) + (si(z) + sə(z)) - m(x). 
因为 si(z) + sz(z) 是 整数 , 所 以 
a(z) = e(z) (mod m(z)). 


模 多 项 式 同 余 有 运算 性 质 . 
定理 11.4.3 Ж m(z) 是 域 K LASTA, a(z), a(x), bi(z), (2) 是 4 个 多 项 式 . 
如 果 
а1(т) = bi(z) (mod т(х)), аэ(т) = ӛг(т) (mod m(z)), 


则 
(i) а(х) + а(х) = bí(z)+ bəL(z) (mod m(z)); 
(1) а1(2) - а2(2) = b1 (z) -65(т) (mod m(z)). 
ME 依 题 设 , 根据 定理 11.4.1 , 分 别 存在 多 项 式 si(z)，s2(z) 使 得 


a(z) = (т) + 81(2). m(x), — а2(т) = bə(z) + sə(z) т(а), 
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从 而 


ав) адв) = Бш) + (т) + (з(ж) + s2(2)) ` тц), 
а(а)-ат) = Биш) (2) + (s(z)-m(2))-bə (z) + bi(z) - (8202) та) 
+(st(z) т(а)) (9 (2) - т(а)) 
= (к) (в) + (si (z) + во (в) + si(z) - sə(z) -m(a)) тш). (交换 性 ) 


因为 si(z) + sə(z), si(z)+ sə(z) + si(z) - sə (z) - m(x) 都 是 多 项 式 , 所 以 根据 定理 11.41, 有 
aji(z) + ao(z) = bi(z) + b2(z) (mod т(х)) 


及 
ai(z) а(х) = bi(z) - bx (z) (mod m(z)), 
即 定理 成 立 . ШЕ. 
根据 定理 11.3.1, 任 一 多 项 式 Қа) 都 与 其 被 m(z) 除 的 余 式 r(z) 模 m(z) R, 该 余 式 
r(x) 叫做 f(z) 模 m(z) 的 最 小 余 式 , H (f(a) (mod m(z))). 
В р(х) 是 K [X] 中 的 多 项 式 , W (p(z)) = {f(z) | (=) е K [z], p(z) | f(z)} ë K X] 中 
的 理想 . 由 此 得 到 商 环 R/(p(z)). 该 商 环 上 的 运算 法 则 为 
加 法 : 
Қа) + 9(ж) = ((f + g)(z) (mod p(z))). (11.11) 
乘法 : 


F(=): (ж) = ((fg)(z) (mod p(z))). (11.12) 
定理 1144 设 K 是 一 个 域 , p(z) 是 K [X] 中 的 不 可 约 多 项 式 , 则 商 环 K [X]/(p(z)) 
对 于 加 法 运算 式 (11.11) 和 乘法 式 (11.12) 运算 法 则 构成 一 个 域 . 
证 只 需 证 明 KK[X]/(p(z)) 中 的 非 零 元 f(z) (mod p(z)) 为 可 逆 元 ， 事 实 上 ,对 于 满 
А. f(x) # 0 (mod p(z)) 的 多 项 式 Қа), 有 (f(z),p(z)) = 1. 根据 定理 11.3.6 ,存在 多 项 式 
(т), t(x) 使 得 


s(z): Қа)--Қа)-р(г)- 1. 
从 而 
8(т)/(т) = 1 (mod р(г)). 

这 说 明 Қа) (mod p(z)) HTJ, s(x) (mod p(z)) 为 其 逆 元 . 证 毕 . 

下 面 三 个 例子 将 用 于 AKS 算法 的 证 明 . 

ËJ 11.4.1 设 n 是 正 整 数 ,S 是 有 单位 元 环 ВИТА 设 pl) 是 ВЕ Ж, ЖА 
p(z) | р(х"). 如 果 在 多 项 式 环 RIz] Ф, 对 所 有 的 be 5, 都 有 

(z + b)" = z" + b (mod р(т)), 

Я ЕЖА k > 0, 都 有 


(z+ b) ==" +b (mod p(z)). 
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证 对 大 作 数 学 归纳 法 . 
k=0 时 , 结论 显然 成 立 . 
k=1 时 , 就 是 假设 条 件 
(z + 0)" = т" + b (mod p(z)), 
结论 成 立 . 
假设 k 时 , 结论 成 立 , 即 
(z+ ы ==" +b (mod p(z)). 
两 端 作 n 次 方 , 有 „ 
(z+ в" = (а"* + 5) (mod p(z)). 
根据 假设 , 用 zn" 代替 z, 有 
(= + b)" = (Gai жіті +b (moa р(х" )) А 
但 由 假设 , 有 р(х) | р(а”), 进而 
pE”) | pE), ++: ра" ) |р"). 
因此 , ple) | ва”), 
(z + b)" = (y +b=r"" +b (mod p(7)). 
故 т 
(z+ Бу"! = (=") Ча" +ь (mod p(z)). 
这 就 是 说 , Р k+1 结论 成 立 . 根据 数学 归纳 法 原理 , 结论 对 任意 的 大 > 1 成 立 . 证 毕 . 
例 11.4.2 Жпт>2 是 整数 ,5S 是 环 R = Z/nZ 的 子 集 . 如 果 在 多 项 式 环 RIz] Ф, 对 


所 有 的 be S, ЖЖ 
(z + b)" = 2" + b (mod z" — 1), 


则 对 任意 整数 大 > 0, 都 有 
(z +b)” = z" + b (mod z" — 1). 
证 在 例 11.4.1 PIR p(z) = z" — 1 即 得 结论 . 证 毕 . 
例 11.4.3 iË n,m,r > 2 是 整数 . № m = n (mod г), 则 对 任意 多 项 式 g(x), 有 
902") = g(x") (mod =” — 1). 
证 ЖИ m > n. МУЖ т = п (mod г), 所 以 存在 整数 大 > 0 4} т = Е.т +n. 
к= о 时 , 结论 显然 成 立 . Е, i да) = Ў ba", М 


N N 
ge™) — аа") = у `һт"((а")® — 1) = (z — 1) аиа) ат + D. 
і-0 і-0 


因此 , 结论 成 立 . 证 毕 . 
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115 本 原 多 项 式 
本 节 考 虑 Fp 上 的 不 可 约 多 项 式 p(z), 及 其 所 生成 的 有 限 域 . 
定理 11.5.1 设 卫 是 素数 . 设 p(z) 是 Fp[X] 中 的 n 次 不 可 约 多 项 式 , 则 
F,[X]/(p(z)) = {аи l+... +ar+ao | a; € Fp}, 


ЭЛЕН ТУСА 
证 根据 定理 1144, F,[X]/(p(z)) 构成 一 个 域 , 且 元 素 形 式 为 


asi" 1 十 十 az 十 a00， а € Fp. 


因为 |Fpl = p, 所 以 |Ер| = р". 证 毕 . 
ËJ 11.5.1 设 p(z)=23 十 Z4 十 Z3 十 Z 十 1 Ж РХ) 中 的 8 次 不 可 约 多 项 式 , 有 


Ез = ВХ] (8 + т* + 2% +z +1)= (ата +++ aym + | а € {0,1}. 
对 于 f(£) = 26 +z3 4+1 9(т) = 15 +22 +z + 16 БХ), 有 
f(z) + (ж) = zŠ + z + z? + z2 (mod р(2)), 


f(z) - g(z) = zŠ + z3 + 1 (mod p(z)). 
进一步 , р(х) 是 БХ] 中 的 n 次 不 可 约 多 项 式 . 考察 序列 {т® (mod p(z))}ke 的 
因为 序列 (а% (mod p(z))}keN 中 不 同 元 素 个 数 为 p" 一 1 的 个 数 , 因此 存在 k, 1 使 得 


zË = z! (mod р(т)). 


ЖЮ k > 1, WA 
же! = 1 (mod p(z)). 


EX 11.5.1 Ж рЖЖЖ, /() Ж РХ) 中 的 多 项 式 , 则 使 得 
ze=1 (mod /f(z)) 


成 立 的 最 小 正 整数 e 叫做 Қа) Ж Е, 上 的 指数 , 记 作 ord,(f(z)). 

如 果 ord,(f(z)) = p" — 1, 则 称 f(z) 为 Е, 上 的 本 原 多 项 式 . 

Ж n 次 多 项 式 f(z) 在 F, 上 的 指数 ordp(f(z)) 实际 上 是 F, 上 序列 и = іш = 
xë (шой f(z)) | k > 1) 的 最 小 周期 p(u(f(z))) (参见 定义 B.0.1), В. plu(f(z))) <р"-1. 使 
得 p(u(f(z))) =p — 1 п 次 多 项 式 为 本 原 多 项 式 . 进一步 , 当 f(z) 是 不 可 约 多 项 式 时, 该 
最 小 周期 p(u(f(a))) 是 р" 一 1 的 因子 . 

定理 11.5.2 设 p 是 素数 , f(z), g(z) 是 Е, 上 的 多 项 式 , M 

(1) Ж 4 4 14 =1 (mod f(z)), М ord,(f(z)) | d. 

(11) 如 果 g(x) | Ба), 则 

ordp(g(z)) | ord,(f(z))- 
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(ій) 如 果 (f(z),g(z)) = 1, 7 
оға (/(т)- g(z)) = [ord,(f(z)),ord,(g(z))] - 
(iv) 如 果 (а) 是 F, LPi n & ZT 95 $ Ж] Ç, WJ 
ordp(f(7)) | р" — 1. 
证 (1) e= ord,(f(z)). # e Да, 根据 欧 几 里 得 除法 (定理 1.1.10), 存在 整数 s, т 
Ш а=з-е+г, 0 < r< e. *4 rZ 0 Bf, A 
т" = zr"(z°)° =zf = 1 (mod /(т)). 
这 与 e 的 最 小 性 矛盾 . 
(11) $ e=ord,(f(z)), е = ord,(g(z)). 根据 定义 , 有 
т° = 1 (mod /(т)). 
又 g(z) | f(z), 所 以 
z° = 1 (mod g(7)). 
因此 , e | е. 
Gii) Ф е = ога (/(х)), е = ord,(g(z)), е" = ord,(f(z)-g(z)). ЕН (11) Ħ e | e”, e | e”, 


根据 定理 1.4.5, 有 [e, e] | е”. 
又 由 


zeel = ws = 1 (mod f(z)), zeel = axa = 1 (mod g(z)), 
得 到 
zeel = 1 (mod /(а)- g(z)). 
从 而 , e” | [е,е/], 故 
оға,(/(т)- g(z)) = [ord,(f(z)),ord,(g(z))] . 
(іу) 根据 定理 11.5.1, Fy[X](f(z)) 中 有 p" 一 1 个 元 素 
a(z), аз(т), “:-, Gpn—2(z), ар"-1(2), 
H. 
т-а((г), т-аг(т),>--, z ayn_2(z), T+ ар». 1(г) 
是 这 些 元 素 的 一 个 置换 , 因此 有 
(z ay (z))(z - а2(т)) (zam-li(z)) = a1 (x) - a2(x) ---@р"-1(т) (mod f(z)). 
变形 得 到 
(a1(2) - aa(z) --apn-1(2)) (277—1) = 0 (mod Гг). 
ЯР ((ал (z) a2(z).…apn-1(z)) ,f(z)) = 1, 所 以 
zP -1=1 (mod /(т)). 
最 后 , 由 (1) 得 到 ordp(f(z)) | р" — 1. 证 毕 . 
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EH 11.5.3 设 p 是 素数 , f(z) 是 F, 上 的 本 原 多 项 式 , N) f(z) 是 Е 上 的 不 可 约 多 项 式 . 

证 # f(z) 是 F, 上 的 可 约 多 项 式 , 则 存在 非常 数 多 项 式 户 (z)， 户 (z) 使 得 f(z) = 
Л(а)- fÚ (z). 不 妨 设 (Л(г),Р(а))-1. 4 п = deg f(z), nı = deg f,(z), nə = deg fo(z). 
根据 定理 11.5.2, 有 


ога, (Қт) = [ord,(fi(z)),ord,(fə(z))] < (p™ — 1)(р" — 1) < (pi t"2 — 1). 


这 与 f(z) 是 本 原 多 项 式 矛 盾 . 定理 成 立 . 证 毕 . 
类 似 于 模 р 原 根 的 判别 方法 (定理 5.2.2), 也 有 F, 上 本 原 元 多 项 式 的 判别 方法 . 
定理 11.5.4 设 p 是 素数 ,n 正 整数 , f(z) Ж Fp[X] 中 的 n 次 多 项 式 . 如 果 
(1)тР"—1=1 (mod /(т)). 
(її) 对 于 р" 一 1 的 所 有 不 同 素 因数 是 а, >, ds 


аа” q a (yy = (11.13) 


Я] (а) 是 n 次 本 原 多 项 式 . 
证 令 e= ordp(f(z)). 由 假设 条 件 (i), 有 e|p" 一 1. 如 果 e< р" – 1, ДИЕ 


жа 使 得 gj | = l 即 


шш =и:ф, È Pue. 
进而 К 
Z = (ш°)" = 1 (mod /(т)). 

与 假设 (5.13) FJA. 证 毕 . 

例 11.5.2 在 F,[X] 中 的 不 可 约 多 项 式 和 本 原 多 项 式 . 

2 次 多 项 式 r? +z + 1 是 本 原 多 项 式 . 

3 次 多 项 式 r? +z + 1, z3 +r? + 1 都 是 本 原 多 项 式 . 

4 次 多 项 式 zt+z 二 1 zt 十 z3 十 1 都 是 本 原 多 项 式 , 但 不 可 约 多 项 式 2 年 23 十 22 十 Z 十 1 
不 是 本 原 多 项 式 (ordp(f(z)) = 5). 

5 次 多 项 式 z5 +12 +1, 25 +23 +1, zŠ фаза + z+ 1, zŠ + Zt + 22 + z + 1, 
аа наз 52-1, 25 +21 + 23 +22 +1 都 是 本 原 多 项 式 . 

6 次 多 项 式 ze +z + 1, 16+15+1, 16 +f +13 Z+ 1, 26 十 2Z5 十 22 十 Z 十 1 都 是 本 原 
多 项 式 , 但 不 可 约 多 项 式 26 + 23 +1 不 是 本 原 多 项 式 (ord,(f(z)) = 9). 

J 11.5.3 证 明 : f(z) = 58 + 24 +r +r +l R ВХ] 中 的 本 原 多 项 式 . 

№ 因为 n= 8, 2" – 1 = 255 = 3.5.17, ЖАЖА а = 17, ф = 5, 4 = 3. 进而 ， 
(2 一 1)/9 = 15, (2" – 1)/ф = 51, (2" – 1)/ = 85. 根据 定理 11.5.4, 只 需 验 证 (11.13), 即 
2255 模 f(z) 是 否 同 余 于 1 和 015, 051, 285 模 f(z) 是 否 都 不 同 余 于 1. 


т?55 三 1, 215 = z5 +12 +m, 


151 = z3 qz, 185 = т’ + 16 +14 т? +т (mod f(z)), 


故 f(z) 是 本 原 多 项 式 . 证 毕 . 
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例 11.5.4 证 明 : f(z) = 28 +t +r +r +l ЖА ЫХ] 中 的 本 原 多 项 式 . 

№ 因为 n= 8, 2" —1 = 255 = 3.5.17, ЖАЖА а = 17, 42 = 5, аз = 3. 进而 ， 
(27 一 了])/gq1 二 15，(27 一 1)/gq2 = 51, (2" — 1)/4 = 85. 根据 定理 11.5.4, 只 需 验 证 (11.13), BI 
z255 模 Қа) 是 否 同 余 于 1 和 z15 г51 z85 模 f(z) 是 否 都 不 同 余 于 1. 


1295 =], 115 = 15 +18 +12 +т+1, 


251 =1, s= +15 +14 +23 +12 +1 (mod /(т)), 
故 f(z) 不 是 本 原 多 项 式 . 证 毕 . 
11.6 ”多 项 式 理想 
定理 11.6.1 ЖК 上 多 项 式 环 K [z] 是 主 理想 环 , B 3248 Г = (a(z)) 的 表达 式 为 
I = (a(z)) = (s(z) - a(z) | (т) € Кг). 


证 设 I 是 K[z] 中 的 一 个 非 零 理 想 , 则 存在 非 零 多 项 式 b(z) є Т. W а(х) 是 工 中 的 次 
数 最 小 的 多 项 式 , №] I = (a(z)) = {s(x) - a(x) | (=) € K[z]}. 事实 上 , 对 任意 b(z) € Г, 存在 
多 项 式 s(x), r(x) 使 得 


b(z)= s(z)-a(z)+r(z), 0< deg r(x) < deg а(х). 


这 样 , 由 b(z) e I K [—s(z)] : a(x) Е I, 得 到 r(z) = b(z) + [-8(2)] - a(x) € I. 5 а(х) 是 I 
中 次 数 最 小 的 多 项 式 矛 盾 . 因此 , r(z) = 0, b(z) = s(z)-a(z) € (a(z)). МІ I c (a(z)). 又 显 


然 有 (a(z)) C I, 故 工 = (a(z)), K [z] 是 主 理想 环 . 证 毕 . 

推论 W I = (a(z)) 是 多 项 式 环 Кг 中 的 理想 , 则 多 项 式 Ба) € I 的 充 要 条 件 是 
а(х) | b(z). 

证 必要 性 . i Қа) € I = (a(z)), 则 存在 多 项 式 s(z) 使 得 Ыт) = s(z)-a(z), 因此 ， 
а(х) | b(z). 

充分 性 . 设 а(т) | Ыт), 则 存在 多 项 式 s(z) 使 得 Mz) = s(z)-a(z), 因此 , (т) € I = (a(z)). 


定理 11.6.2 Ж K|z] 是 域 K 上 的 多 项 式 环 . 如 果 р(х) Ж Кш 中 的 不 可 约 多 项 式 , N 
理想 P = (p(z)) 是 素 理想 . 

证 И КЕ] 中 的 多 项 式 a(z), (т) 使 得 а(х) (х) Е P, W р(х) | а(х): Қа). 根据 定 
理 11.3.7, 有 р(х) | а(х) 或 p(z) | b(z), 从 而 а(х) € P # b(z) ЕР. 这 说 明 P = (p(z)) ЕЖ 
理想 . 证 毕 . 
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定义 11.7.1 ЖЖК 上 的 多 项 式 


Ха) = алт" + апаа" 1 +... + arz + ao, g(z) = baz" + --- + biz + bo, 
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则 称 行列 式 
Un а бә 0 0 
0 аһ äni 9 0 0 
š : ч m 
0 0 0 al а 0 行 
0 0 0 а; 
"знч (11.14) 
бы, баз: m 0 0 0 
0 В Һа ооо 
. . š n 
行 
0 0 0 - b b 0 
0 0 0 b ы bo 


为 多 项 式 f(x), g(z) 的 结 式 , 记 作 R(f,g). 


这 里 , 行列 式 的 前 m 行 是 多 项 式 Қа) 的 系数 aa，an-1，an-2，…- 


‚ a2, Gi, ao 分 别 


ВАЎ O, 1, =, m 一 1 得 到 的 , 其 他 项 以 0 补充 . 行列 式 的 后 n 行 是 多 项 式 g(z) 的 系数 


bm, бт-1, бт—2, -> , b2, bi, bo 分 别 移 位 0, 1, ---, n 一 1 得 到 的 , 其 他 项 以 0 补充 . 


例如 , 设 域 K 上 f(z) = arz + аза? + арт? + arz + ao, g(z) = 6323 + bəz2 + biz + bo, 则 


R(f,g9)=| bs 


| 11.7.1 Я f(z)=z3 +1, g(z) = +z + 1 是 域 F, 上 的 多 项 式 , 则 


0 а аз 
b2 bi bo 
bs bz bi 
0 bs b 
0 0 bs 


ao 0 
а а 


а a 


= ын оо 
= =° о н 
нее 


0 

0 

40 
ооо 
0 
0 
加 
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解 
10010 10010 
01001 01001 ïi ii 
R(f,)=|1 1 1 0 0|=|0 1 1 1 0|=|1 1 1|=0. 
оттто її Ü і11 
0.0 1 1 1 ооз 1 1 
例 11.7.2 Ж f(z) = арх? + arz + а, 9(2) = biz + bo АЖ K AZAA, N 
аз al 40 
R(f,g)=| br bo 0 | = а + aob? — arbobi. (11.15) 
0 b № 
设 域 K 上 的 多 项 式 
f(z) = аһа” + аһ -lzn + ап 92"? +... + ада? + ат + ao, 
则 称 
f'(z) = manzn 1 十 人 一 1)an lizn 2 十 人 一 2)aon 27" 3 十 … 十 2a27 十 al (11.16) 
为 f(z) 的 导 式 . 
定义 11.7.2 ЖЖК 上 的 多 项 式 
f(T) = ала” 十 an lzn 1 十 an m" 2 十 … 十 a272 十 alz 十 ao0) 
则 称 f(z) 与 其 导 式 Га) 的 结 式 шығ)» Қа) 的 判别 式 , 记 作 A(f), 即 
an ал-1 ал-2 оо 
0 аһ ал-1 0 оо 
0 0 0 al a 0 
0 0 
АД) = ели (11.17) 
nan (п- 1)аһ-1 (п—2)ал—2 0 оо 
0 пав (n — 1)ал-1 0 оо 
0 0 0 2а2 ai 0 
0 0 0 Заз 2аә al 


306 мии 多 项 式 环 


$] 11.7.3 Ж f(z) =ar? +br +e R K LISAA, $= f'(z) = 2az + b, Я] Қа) 
的 判别 式 A(f) = а(4ас — b2). 


a b с a b е 
А(})=| 2 b о|=|0 -b -2c | = ab + 4a2c— За? = а(4ас — b). (11.18) 
0 2a b 0 2a b 


这 里 先 将 第 一 行 的 (—2) 倍加 到 第 二 行 , 再 作 计算 . 
例 11.7.4 Ж f(z)=az3+bz+c 是 域 K 上 的 多 项 式 , 导 式 у(х) = Зал? + b, WJ Қа) 
的 判别 式 A(f) = a? (4b? + 27ac2). 


a 0 b с0 a 0 b с 0 
0а O. Ë € 0а 0 5 с 
А()-|% 0 b 001|-|00 -2 -3e о |=а2(4 + 27ас?). (1119) 
0 3а 050 00 0 -2 -3c 
0 0 за Ob 00 за 0 b 


这 里 先 将 第 一 行 的 (—3) 倍加 到 第 三 行 , 再 将 第 二 行 的 (—3) 倍加 到 第 四 行 , 最 后 作 计算 . 
定理 11.7.1 HAR K 上 的 n 次 多 项 式 f(z) = алт" + anr"! +--+ алх + ад 和 
m 次 多 项 式 g(z) 二 bmz™m 十 … 十 biz 十 bo, 则 存在 多 项 式 


s(x), Қт) Є Zlao, at ,an, bo, 0," , bm]lz], 


使 得 
в(т). f(z) + t(x) - g(x) = R(f, д). (11.20) 
证 对 Қа), g(z) 的 结 式 作 计算 , ӘЛІН п+ m — 1 Я z ТАЈ ntm Я, 第 
n 十 m 一 2 ЯМ z2 倍加 到 第 n +m 列 ,……… ,Жағ-т-) 列 的 т? ВИШНЯ п+т #й,...... у 
第 一 列 的 rtm- 倍加 到 第 n + т 列 , 得 到 
ап ani an2 << 0 0 а"-!. (а) 
0 аа аға << 0 0 г". Қа) 
0 0 0 -- а а т. Қа) 
лт о == їн) (11.21) 
à, был шо... 0 0 271! - g(z) 
O Ш bma + 0 0 zn-2.g(z) 
0 0 0 с. bi bo т. g(z) 
0 0 0 -- b b g(x) 


再 对 第 m + т (Е Laplace 展开 , 整理 得 到 з(х), Қа) 使 得 式 (11.20) 成 立 . 证 毕 . 
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定理 11.7.2 HARK Lijn KAA [ (т) =a,z"+a, iz" 1 十 十 alz 十 ao # m 
次 多 项 式 g(z) = 2": 62-60. 如 果 Қа), g(z) ЕЖЕ 中 分 别 有 根 ол, oo, +, an 
和 Bi, В», ---, Вт, M f(z) 与 g(z) 的 结 式 R(f,g) 满足 


R(f,9) = а | I В). (11.22) 
і-іі-і 
推论 1 W f(z), ga) 是 域 玉 上 的 多 项 式 , 则 (т) 和 ga) 有 公 因 式 的 充 要 条 件 是 Ға) 
与 g(z) 的 结 式 R(f,g) = 0. 
推论 2 设 f(z), ga) 是 域 к 上 的 多 项 式 , W f(z) 和 g(z) 互 质 的 充 要 条 件 是 f(z) 与 
g(z) 的 结 式 R(f,g) Z 0. 


118 “习题 
(1) ÉZ а(х), Қа) EROR Fp 上 的 多 项 式 , 试 计算 a(z) + b(z) 和 а(х) :bz) 及 a(z). 
O р= 7. а(х) = zŠ + 5z5 + 414 + 3z3 + z + 3, b(z) = 16 + 325 + 514 + 623 +22 +1. 
@р=5. а(х) = zŠ + 5z5 + 414 + 313 + z + 3, b(z) = zŠ + 325 + 524 + 623 +25 +1. 
Ө р= 2. а(х) = zŠ + 5z5 + 414 + 313 + z + 3, b(z) = 16 + 325 + 524 + 623 +25 +1. 
(2) W а(х), (а) EROR Fp 上 的 多 项 式 , 试 计算 s(x), (а) 使 得 
s(x) - a(x) ` t(x) - b(z) = (a(z),b(z)). 
Фр=7. а(х) = zŠ + 5z5 + 424 + 3z3 + z + 3, b(z) = zŠ + 3z5 + 524 + 623 +25 +1. 
@ p= 5. а(х) = zŠ + 5z5 + 414 + 3z3 + z + 3, b(z) = zŠ + 3z5 + 5z + 6z3 +25 + 1. 
@ p=2. а(х) = zŠ + 5z5 + 414 + 3z3 + z + 3, b(z) = zŠ + 3z5 + 5x4 + 6z3 +25 + 1. 
(3) W а(х), (а) 是 数 域 Fo 上 的 多 项 式 , 试 计算 s(x), (а) 使 得 
я(т)-а(т)-Қт)-Қа)- (a(z),b(z)). 
Ф@ а(х) = 22 += +1, bz) = 18 +24 +z3 ы 1. 
© а(х) = 13 += +1, bz) = 18 + 24 +r? +z +1. 
Ө а(х) ==“ += +1, 02) = 18 + 24 +z) += +1. 
(4) W a(x), Қа) 是 数 域 F, 上 的 多 项 式 , 试 计 算 s(x), t(z) 使 得 
s(x) - a(x) - t(x) bz) = (a(z),b(z)). 
Ф@ а(х) = 12 +2 +1, Ц т) = 18+ 24 +2? +2? +1. 
© а(х) = х5 +z +1, Ык) = 28 +14 +2? +2? +1. 
© а(х) = =7 +z +1, В =) = 28 +24 +2? +2? +1. 
(5) # a(x), Қа) 是 数 域 F, 上 的 多 项 式 , 试 计 算 它 们 的 最 大 公 因 式 (a(z),b(z)). 
© а(х) = 215 +1,b(z) =z8 十 z4 十 z3 十 z 十 工 . 
@a(z)=z7+1,b(z) =z8 + 14 +r? + z + 1. 
(6) № а(х), (а) ЖМ F, 上 的 多 项 式 , 试 计算 它们 的 最 大 公 因 式 (a(z),b(z)). 
Ф а(х) = 215 +1, b(z) = zŠ +z + 23 + z2 + 1. 
© a(z) = z? +1, b(z) = 28 + 24 +r? + z2 + 1. 
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(7) É а(х), b(z) ERUR F, 上 的 多 项 式 , 试 计算 它们 的 最 大 公 因 式 (а(х), 0(2)). 
O a(z) = 1255 +1, b(z) = 216 +25 +r? +r? +1. 
© а(х) = z127 +1, b(z) = т16 + 15 + z3 + z2 + 1. 
Ө а(х) = 163 +1, b(z) = т16 + 15 + z3 +12 +1. 
@ a(z) = 231 +1, b(z) = 216 +125 +13 +12 +1. 
(8) % а(х), b(z) ЕЖ Fo 上 的 多 项 式 , ИЯ (г), Қа) 使 得 
s(x) - a(x) - t(x) - b(z) = (а(т),(=)). 
O a(x) = 23 +z +1, b(z) = 216 + z5 +23 +r? + 1. 
©) a(x) = 15 +z +1, b(z) = 216 + 58 +13 +r? + 1. 
© a(x) = 18 + 14 +13 +r +1, (т) = 216 +25 +r? +12 + 1. 
@ a(x) = zŠ + 14 + 13 + 12 +1, b(z) = z16 + z5 + z3 + 22 + 1. 
(9) 证 明 f(z) = 28 +z! +r 0+1 ЛЖ F, 上 的 不 可 约 多 项 式 , 从 而 Ros = F,[z]/(f(z)) 
是 一 个 域 . 
(10) 设 a(x) = 26 +24 +z2 +z +1, Ыт) = 27 +z +1. 在 Ros = Е„[т]/(х® + 4 +z3 +z +1) 
中 计算 a(x) + Қа), a(z):b(z), a(z)2, а(г)”!, b(z)-1. 
(11) 证 明 f(z) = 28 +24 +23 +221 是 数 域 Б, 上 的 本 原 多 项 式 , 从 而 Ro = F,[z]/(f(2z)) 
是 一 个 域 . 
12) Ë а(х) = 26 +11 +z2 +z +1, Из) = 17 +z +1. 在 Ros = F,|[z]/(z° +z! +23 +22 +1) 
中 计算 а(х) + Қа), a(z):b(z), a(z)2, а(х), b(z)-1. 
13) 证 明 f(z) = 21625-23221 EROR Р 上 的 不 可 约 多 项 式 , 从 而 Ros = F,[z]/(f(z)) 
是 一 个 域 . 
14) iZ a(z) = zs 十 z4 十 z2 十 z 二 1) b(z) = z7+z+1. 在 В» = F,[z]/(z1Š +z5 +23 +22 +1) 
中 计算 a(z) + Қа), a(z):b(z), а(т)?, а(х), b(z)-1. 


思考 题 

1) 数 域 К 上 的 多 项 式 集合 кш 中 的 多 项 式 , 对 于 乘法 运算 , 其 极 小 多 项 式 (不 能 分 解 为 
两 个 次 数 更 小 的 多 项 式 的 乘积 ) 是 什么 ? 这 样 的 极 小 多 项 式 是 唯一 的 吗 ? 用 何 种 表示 可 
说 明 它 们 的 唯一 性 ? 

(2) 如 何 判断 域 K 上 的 多 项 式 f(a) 为 不 可 约 多 项 式 ? 

(3) 编程 实现 多 项 式 欧 几 里 得 除法 , 并 可 判断 多 项 式 a(z) 是 否 被 非 零 多 项 式 Қа) 整除 . 

(4) 编程 实现 判断 域 Б, 上 的 多 项 式 Қа) 为 不 可 约 多 项 式 的 算法 , 可 求 出 8 次 以 内 的 全 部 

不 可 约 多 项 式 . 

(5) 编程 实现 求 域 F, 上 的 两 个 多 项 式 f(z),g(z) 的 最 大 公 因 式 的 算法 , 并 可 计算 出 域 F E 
次 数 不 大 于 200 的 两 个 多 项 式 f(z),g(z) 的 最 大 公 因 式 . 

(6) 编程 实现 计算 域 Kp 上 的 多 项 式 的 Bézout ( 贝 祖 ) 等 式 的 算法 , 即 对 于 两 个 多 项 式 a(z), b(z), 
可 计算 出 多 项 式 s(z), Қа) 使 得 


s(x) - a(x) + t(x) - Қа) = (a(z),b(z)). 
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本 章 , 继续 讨论 域 的 结构 , 特别 是 Galois 域 . 
121 УЖ 


1211 HARIK 

首先 , 从 集合 的 包含 关系 的 角度 来 讨论 域 的 性 质 . 

定义 12.1.1 设 书 是 一 个 域 . 如 果 K Ж ЕТЖ, Uik FA K 的 扩 域 . 

ËJ 12.1.1 有 理 数 域 Q 是 实数 域 R 和 复数 域 C 的 子 域 . 复数 域 C 是 实数 域 R. 的 扩 
域 . 实数 域 R 是 有 理 数 域 Q 的 扩 域 . 

例 12.1.2 Е» = Е [1] /(18 +2 +23 +241) Z F 的 扩 域 . 

其 次 , 从 线性 空间 的 角度 来 讨论 域 的 性 质 . 

ЩЕ: К 的 扩 域 , 则 1p = 1к. 而 且 , F 可 作为 K 上 的 线性 空间 . 事实 上 , 对 任意 
QBeF,keK, 有 

а-Век, К-аЕК. 


Я [F : K] 表示 FF EK 上 线性 空间 的 维 数 . MFA K 的 有 限 维 扩 域 或 无 限 维 扩 
域 , 如 果 [F : K] 是 有 限 或 无 限 的 . 

定理 12.1.1 H E Z F PR, F ЖК 80473, М 

[E : K] = [E : F|[F : K]. 

如 果 («ре & ЕЕК ЕЯ ЖЖ, (реу ЕЖЕ LARK, W| {о B; егде Ж Е Ж 
K 上 的 基底 . 

证 首先 , 证 明 {м Bijjierjey Ж Е ТЕ К 上 的 生成 元 . 事实 上 , 对 任意 сє Е, 根据 
(6;);e; Ж E E F ERIEK, 存在 bj € F, je J 使 得 

c=} bjb; 
jEJ 

再 根据 {aijier 是 正在 K 上 的 基底 ,存在 age К, ¿€ 09 


b; = Уа; Gi. 


іі 


从 而 ， 


=> ( aya) = у азу Qi Ву. 
ЧЕТ 


jEJ iel, jeJ 


其 次 , 证 明 {о Ву}нєгдєл 在 К 上 线性 无 关 . 事实 上 , 若 存 在 ау € K, icl jeJ 使 得 


У) ив, =0 或 (Ун) во 


1ЄІ,јЄЈ jeJ \ієг 
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IJ J ajai € P, Н {Ву} ел Ж E fE F БК, 所 以 


icl 
Dayo =0, j € J. 
ЧЕТ 
又 因为 aj € К, 以 及 («Реле F fE K 上 的 基底 , 得 到 
аҙ-Ф, ЄТЄ. 


因此 , 有 
[E : K] = [E : F|[F : K]. 

推论 PQ E k: K 的 有 限 扩 域 的 充 要 条 件 是 EE 是 下 的 有 限 扩 域 , 以 及 F 是 KK 的 有 限 
扩 域 . 

例 12.1.3 实数 域 R 是 有 理 数 域 Q 的 扩 域 , 复数 域 C 是 实数 域 R 的 扩 域 . 

例 12.1.4 数 域 Q(V 引 是 Q 的 有 限 扩张 , B [Q(V2): Q] = 2. 

最 后 , 讨论 域 的 子 域 的 生成 . 

定理 12.1.2 А (E;);ej АЖ F (对 应 地 有 环 R ) 中 的 一 族 子 域 (对 应 地 有 子 环 ), М 
Пи 也 是 一 个 子 域 (对 应 地 有 子 环 ). 


jeJ 
证 ФЕ-(Е, ЖЕН 813, E 是 一 个 交换 加 法 群 , ІШЕ = Г] E; 是 一 个 交换 
jeJ jeJ 
ЖЕН (КИМ E 也 满足 子 环 的 乘法 运算 条 件 ), 因此 , E 是 域 P 的 子 域 (对 应 地 有 子 环 ). 


证 毕 . 

W F 是 一 个 域 , X c F, 则 包含 X 的 所 有 子 域 (对 应 地 有 子 环 ) 的 交集 仍 是 包含 X 的 
子 域 , 叫做 由 X 生成 的 子 域 (对 应 地 有 子 环 ). ШЖ F 是 K ГИЯ X c F, ДН K ÚX 
生成 的 子 域 (对 应 地 有 子 环 ) 叫做 X 在 К 上 生成 的 子 域 (对 应 地 有 子 环 ), 记 为 K(X) (对 
应 地 有 K[X]. 注意 到 KX] 是 一 个 整 环 . 

ШЖ X = {ш, ua), ШЕТ K(X) (对 应 地 有 子 环 K[X]) WH K(w1,… ,un) 
(对 应 地 有 Kfu, а). 域 K (u, ,un) 叫做 F 的 有 限 扩张 . ШЖ X = {и}, ЛІ K (u) 
称 为 K 的 单 扩 张 . 

下 面 给 出 域 中 元 素 的 表示 . 

定理 12.1.3 jË F È K ИА и, Wi, … ua € P, ИЖ X c F, NJ 

(1) УЖ Кш 由 形 为 Ди 的 元 素 组 成 , 其 中 了 是 系数 在 五 的 多 项 式 (ИХ f e Ка). 

(її) FR Kfu,- ,Un] 由 形 为 (ш, Un) 的 元 素 组 成 , 其 中 了 是 系数 在 K 的 n 元 
多 项 式 (就 是 f e K[z1,… ,zn]). 

Gii) FR K[X] 由 形 为 f(u,- ,Un) 的 元 素 组 成 , 其 中 neN, ш, ---, Un ЄХ, fË 
系数 在 К 的 nn 元 多 项 式 (就 是 f e K[z1,… ,zn]). 


(iv) FA K(u) 由 形 为 да 的 元 素 组 成 , 其 中 f, g € Kl), g(u) #0. 
(V) #8 Кб, yun) ну Дата) ай ЖІ g € Ки, anh 


(ш, ут) Z 0. 
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(М) PRK (u, уш) 由 形 为 机 的 元 素 组 成 ,其 中 ne N, f, g € Klen а), 


(и, 

uno ЕХ, 9(ш, ,Un) Z 0. 

(уй) 对 每 个 ve K(X) (对 应 地 有 K[X]), 存在 一 个 有 限 子 集 X' СХ, 使 得 v €E K(X') 
(对 应 地 有 K[X). 

证 (i) 令 

Е = {а + ми +----+ ати" | m eN, u€ K). (12.1) 
易 知 , Е 是 一 个 整 环 . 又 对 任意 a c E, 有 
a 一 ao 十 atu 十 … 十 +amm， теМ, а є К. 


因为 u, a; € КМ, 所 以 ш Е КМ, аи Е Км. 从 而 a € КІШ 以 及 Ec Ku), М 
Khu] = E. 
(її) $ 


Е= | У. Gi. ub ub | ai... ia € 中 (12.2) 
易 知 , Е 是 一 个 整 环 . 又 对 任意 a e E, 有 


= 1: i 
a= > Ааш шт, а „ЄК. 
йуз 


0 ш, +, Un, Qi Є Кш, ушл], ИА ий, ++, шт, aa. © Kfu, un], 
Gas еніп € Кш, ua]. 从 而 a Е КІш,--,ш-| UE E c Klu,- un], ІШ 
Klui,:… ua] = E. 

(її) + 


E= | у) а.а елі | пе Nu ,un € Х,а. а, € к} š (12.3) 
Сея 


УХ, Е 是 一 个 整 环 . 又 对 任意 o € Е, 有 


一 і, 
а= У) а-аа cum, а-а. € K. 
Ly sin 


ш, >) їл, а, Є K[X], ӨТ шї, --- ‚ шг, ан, © K[X], ar. „ш! ешт € 
K[X]. 从 而 a € K[X] 以 及 Ec K[X], ik K[X] = E. 


(iv) Ф 
= Іш т т. т и 
g- {19 | f(z), 9(=) е K [z], а( #0}. (12.4) 
ЯЗ, Е 是 一 个 子 域 . 又 对 任意 o є Е, 有 
a= 7%. 
g(u) 


根据 (i), 有 Қа), glu) € K (u), ML a € K (u) ИЖ E C K (u), М K (u) = E. 
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(У) ® 
к-(Дшысаш) | екін ар Е 
易 知 , E 是 一 个 子 域 . 又 对 任意 a € E, Ч 
_ f(u- ua) 
а (ш, un). 


根据 (ii), 有 (ша, ua), glui, Un) Є К(и,--- уш), Дає К(ш,- ,un) 以 及 
Ес К(ш,-- un), W К(ш, ча) = Е. 


(мі) + 
к= (аы) | пєМ№, wu ,un ЄХ, f, ge Ка, ,zn], gu шо). 
ЕСЕЛЕЙ ;Ul Un ‚Л ЕЕ ау 
(12.6) 
易 知 , Е 是 一 个 子 域 . 又 对 任意 a € E, 有 
Рша, un) 
а дш) 


根据 (11), 有 f(u: ua), g(ui,: ua) Е K(X), 所 以 a € K(X) ЦА E c K(X), W 
K(X)= E. 证 毕 . 


12.1.2 ” 域 的 代数 扩张 


本 节 , 从 多 项 式 的 根 的 角度 来 讨论 扩 域 . 

定义 12.1.2 ЖРА ЛЕК, K 是 包含 ВЛ ЕД K 的 一 个 扩 域 . 

(1) F 的 元 素 и 称 为 整 环 R 上 的 代数 数 ， 如 果 存 在 一 个 非 零 多 项 式 f є В 使 得 
Ки) =0. 

(2) F HAR u 称 为 整 环 В ИК, 如 果 存 在 一 个 非 零 的 首 一 多 项 式 f є Rje] 
使 得 f(u) = 0. 

(3) F 的 元 素 u WAER RR 上 的 超越 数 , 如 果 不 存 在 任何 非 零 多项式 R1 Ди) = 0. 

进一步 , 当 K 是 整 环 R 的 分 式 域 时 , 人 们 有 时 就 称 K 上 的 代数 数 和 超越 数 . 这 时 , 与 
代数 相关 的 多 项 式 就 可 以 要 求 其 是 首 一 多 项 式 . F 称 为 K 的 代数 扩张 , 如 果 F 的 每 个 元 
素 都 是 K 上 的 代数 数 . FP 称 为 К 上 的 超越 扩张 , 如 果 F 中 至 少 有 一 个 元 素 是 K 上 的 超 
越 数 . 

易 知 , 对 于 ve K, 有 是 一 次 多 项 式 f(z) =r -u € K[z] 的 根 , 因此 ,w 是 K 上 的 代 
数 数 . 

例 12.1.5 (1) u= V2 是 整数 环 Z 上 的 代数 整数 , 因为 有 首 一 多 项 式 


Га) = (= V2)(z + У2) = z? —2 e Ziz] 
使 得 f(u) = 0. 0(У2) 是 代数 扩张 . 
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1+5 


5 是 整数 环 Z 上 的 代数 整数 ， 因为 有 首 一 多 项 式 


Ха) = (196) (128) z2— z —1 € 26] 


使 得 f(w) = 0. Q (s 5%) 是 代数 扩张 
ІІ 12.1.6 (i) ИЯ w=— 3.14159265... 是 有 理 数 域 Q 上 的 超越 数 . 
(ii) 自然 对 数 底 e = 2.71828182... 是 有 理 数 域 Q 上 的 超越 数 . 
(11) 2 是 有 理 数 域 Q 上 的 超越 数 . 
ел РА . 
(iv) > ән 是 有 理 数 域 Q 上 的 超越 数 . 
下 面 建立 多 项 式 环 和 多 项 式 分 式 域 与 域 扩张 之 间 的 关系 . 
设 下 是 KK И, иЄ F, 则 可 以 构造 Kfe] 到 K [u] 一 个 同 态 . 


@и= 


е: Кі] — КМ 
Ма) кэ h(u) 


且 上 述 环 同 态 可 拓展 为 K (z) 到 K (u) 一 个 域 同 态 . 


p: K(z) — К(и) 
ма), м) 
glz) glu) 
根据 环 同 态 分 解 定理 , 有 同 构 
Ф: 天 四 /ker(p) — КІШ 


其 中 Кег(р) = (h(z) | € K [z], h(u) = 0). 

分 两 种 情况 讨论 . 

(lu 是 K 上 的 超越 数 . 这 时 , ker(p) = {0}. 因此 , р 是 环 同 构 , 也 是 域 同 构 , 即 有 定理 
12.1.4. 

(2) u 是 K ERREZ. 这 时 , Кег(ф) Z {0} 是 素 理 想 . 因为 K [z] 是 主 理想 环 , 所 以 存 
在 次 数 最 小 的 首 一 不 可 约 多 项 式 Қа) 使 得 ker(y) = (f(z)), 即 引 理 12.1.1. 

定理 12.1.4 ЖЖ F Z К Ў, ue F Ж K LARAK, 则 存在 一 个 在 K 上 为 恒 
等 映射 的 域 同 构 K(u) = K (a). 

引 理 12.1.1 ХЕЯЖК hR, uc FÈK LAURAA, EE K 上 的 首 
一 不 可 约 多 项 式 Қа) 使 得 f(u) = 0. 

借助 引 理 , 可 以 建立 代数 数 与 多 项 式 的 对 应 关系 . 

定义 12.1.3 ЖЕ ŽA K ИУ u e F Z K 上 的 代数 数 . 引 理 中 的 首 一 不 可 约 多 
项 式 Ба) ЖЯи 的 定义 多 项 式 (或 极 小 多 项 式 或 不 可 约 多 项 式 ). и 在 K 上 的 次 数 定义 
为 u 的 定义 多 项 式 Қа) 的 次 数 deg f. u 的 定义 多 项 式 Қа) 的 其 他 根 叫 做 u 的 HHR. 
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例 12.1.7 V3 在 Q 上 的 定义 多 项 式 是 f(z) =r — 2, 次 数 为 2, ЖИА» — 2. 

下 面 考虑 由 代数 数 生成 的 域 . 

定理 12.1.5 H F RAK ЧУ ue F Z К 上 的 代数 数 , 则 

(1) K(u) = КШ. 

(H) K(u) = K|z]/f(z) ,其 中 f(z) € K|z] 是 4 的 定义 多 项 式 , п = deg f. 

(iii) [K(u): K] =n. 

(іу) (L,u,u2,... ЖК 上 向 量 空间 K (u) 9 ЖЖ. 

(v) Klu) 的 每 个 元 素 可 唯一 地 表示 为 go 十 alu 十 … 十 an_1u"!1, a € К. 

证 и 的 定义 多 项 式 为 flz),m = дер f. 

(i) 对 任意 МӘ e кш), д) # 0, 有 多 项 式 gtz) 与 f(z) ИЖ. 根据 多 项 式 广义 欧 几 
里 得 除法 (定理 11.3.6), 存在 s(x), (а) € K [z] 使 得 


s(z) g(z) + (ж). f(z) = 1. 
Мы, s(u)g(u) = 1. 因此 ， 


Ми) _ s(u) - h(u) 
9(и)  s(u): g(u) 


= s(u) - h(u) € K [u], 


К(и) c К[и]. 这 说 明 , К (u) = K [u]. 
Gi) 考虑 K[z] 到 K [u] 的 映射 


ф: (ж) => 9(и). 


易 知 , о 是 满 的 环 同 态 . 根据 定理 10.5.9, 有 K[z]/ker(y) = К(и), 但 Кег(ф) = (f), 故 结论 
成 立 . 
(iv) 对 任意 g(z) € K [z], 根据 多 项 式 欧 几 里 得 除法 (定理 11.3.1), 存在 q(z), r(z) е K[z] 
使 得 
9(т) = а(х): Қа) +т(т), 0 < дерт < deg f. 


因此 , glu) = r(u). 这 说 明 , (1,ш,42,.--,и"-1) 是 K (u) 的 生成 元 . 

又 因为 Қа) 是 使 得 fu) = 0 的 次 数 最 小 的 多 项 式 , 所 以 {1, u, u, им} fE K 上 
线性 无 关 . 因此 , (1,ш,42,. ,an-1} 是 K 上 向 量 空间 K (u) 的 基底 . 

Gii) 和 (v) 由 可 (iv) 得 到 . 证 毕 . 

Я! 1218 JAA r? 一 z 一 1 是 Q 上 的 不 可 约 多 项 式 . 

Я! 12.1.9 多 项 式 13-31-12 0 上 的 不 可 约 多 项 式 . 

下 面 的 定理 将 从 域 的 同 构 扩 充 到 扩 域 的 同 构 . 

Жо: K — І ЯН. 对 于 Қа)- алт" + anr"! +: az + ao € Kz], i 


o (f)(z) = о(аһ)2" + в (а, 1)" l +--- + о(а)® + o (ao), 


DA f 和 o (f) 同 为 可 约 或 不 可 约 多 项 式 . 
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定理 1216 йо: К -ГАЖЕЖ и Ж K 的 菜 一 扩 域 中 的 元 素 ,v 是 工 的 菜 一 扩 
域 中 的 元 素 . 假设 

(i) ww 是 KK 上 的 超越 元 ,v 是 工 上 的 超越 元 ,或 者 

(i) u 是 KK 上 的 代数 数 ,的 定义 多 项 式 为 feE K[z],v 是 多 项 式 о(/) є а] 的 根 , Л 
с 可 扩充 为 扩 域 K (u) 到 L(v) 的 同 构 р, УЖ ив] о = yp(w). 

证 考虑 К(и) 到 工 (v) 的 映射 


Ма) ahl) 

9(и) a(g)(v) 
ЖА p Æ K(u) #| Шә) 的 同 构 , НА фк = o, plu) = u. 事实 上 , 只 需 说 明 р 是 一 对 一 
的 . 车 o(h)(v) = 0, 根据 假设 条 件 , 在 情形 (i), 有 о(һ) = 0, 从 而 h = 0. RÉ (ii), 有 
o(f) | o (h), 从 而 f | h, h(u) = 0. 定理 成 立 . ШЕ. 
定理 12.1.7 i E f F RRIK HFA, uc EAA u € F. M| ито Ж-Ж 

HFAA лек 的 根 当 且 仅 当 存在 一 个 К 的 同 构 K (u) = Го), Д u tka v. 

证 HZ o = dg 为 K 上 的 恒 等 变 换 ,o 是 K 到 自身 的 同 构 , Н. o (f) = f. 应 用 定理 


12.1.6 即 得 到 定理 12.1.7. 证 毕 . 
定理 12.1.8 Ж K 是 一 个 域 , f e Ki] 是 次 数 为 n 的 多 项 式 , 则 存在 K 的 单 扩 域 
F = K(u) 使 得 


(i)ueF ZX f Ж. 

(її) [K(u) : K] < n, 等 式 成 立 当 且 仅 当 у Ж K[z] 中 的 不 可 约 多 项 式 . 

证 不 妨 设 f e K[z] 是 不 可 约 多 项 式 , 根据 定理 11.4.4, 商 环 K[z]/f 是 一 个 域 . 考虑 
к] 到 K[z]/f = F 的 自然 同 态 


8: g(x) 一 (g(x) (mod /(т))). 


易 知 , |к 是 K 到 s(K) 的 同 构 , H. F 8(К) 的 扩 域 . 对 于 z e Ка], Ф u= s(x), 有 
Е=К(и) № Ки) = 0. (i) 成 立 . 从 定理 12.1.5 即 可 推出 (让 ) . 证 毕 . 

推论 设 KK 是 一 个 域 ,fe K[z] 是 次 数 为 n 的 不 可 约 多 项 式 . В а Ба) КИН, Ша 
在 KK 上 生成 的 域 为 FF=K(a), Н [K(o) : K] = n. 


12.2 Galois 基本 定理 


1221 KK- 同 构 


本 小 节 先 讨论 K- 同 构 及 其 性 质 . 
定义 12.2.1 iZ E # F Z K 的 扩 域 .一 个 非 零 映射 o: 轧 一 玉 叫做 К- 5, wR о 
是 一 个 域 同 态 , B о £ 扩 上 为 恒 等 映射 . 特别 地 , Ж o 是 一 个 域 同 构 时 , с 叫做 K- 同 构 . 
ж к-не K- 同 构 都 要 求 K 中 的 元 素 是 不 变 元 , 即 在 同 态 或 同 构 映射 下 保持 不 变 . 
-个 自 同 构 o: F — F Ik K- ARH, ШЖ о 是 K- 同 构 . F 的 所 有 K- 自 同 构 组 成 
WFE F 在 К ER MRE (Galois) 群 , 记 为 Ашк. 
ЕФ Е: K c E c F, EH F ТЕ E ERME (Galois) 群 AutgF. 
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定理 12.21 ЖРА K FA, f e K [z]. еЖивеЕ Ж f 65348, о € АшкЕ, WJ д(и) 
也 是 Ж. 
证 iZ f(z)=a,z"+- +s +a є К|]. HF ue F K оєАшкЕ, A 


д (1(и)) = о(ал)о(и)" + ::- + o(aj)o(u)+ o(ao) 
= ало(и)" + ---+а10(и) + ao 
= Ј(о(и)). 
因此 , 24 f(w) = 0, 有 f(o(u)) = 0. 定理 成 立 . 证 毕 . 
为 了 更 清楚 地 描述 Galois 基本 定理 关于 有 限 域 的 中 间 域 与 其 Galois 群 的 子 群 之 间 的 关 
系 , 引进 以 下 符号 . 
B F i К 的 扩 域 , E 是 中 间 域 , 设 五 是 G=AutkF МУ. 定义 
ЦН) = {v € F | o(v) =v, c € H} (12.7) 
和 
A(E) = (c € АщкЕ | o(u) =u, u € E}. (12.8) 
ЦН) 是 由 下 中 在 子 群 五 的 自 同 构 下 保持 不 变 的 元 素 组 成 的 集合 .下面 的 定理 12.2.2( 1) 
将 证 明 ЦН) 是 扩 域 F 的 中 间 域 . 易 知 ， 
I(G)=K, I((e)) =F. 
A(E) 是 由 G = АшкЕ 中 使 得 中 间 域 E 中 的 元 素 保持 不 变 的 自 同 构 组 成 的 集合 . КІШ 
的 定理 12.2.2(11) 将 证 明 (Н) 是 АшкЕ BJ TE. 易 知 ， 
А(Е) = {е}, А(К)=С. 
定理 1222 ХЕХ K HPA, Е ФИАН Ж АшкЕ 的 子 群 , 则 
(1) ЦН) 是 扩 域 F 的 中 间 域 . 
(ii) А(Е) 是 АшкЕ 的 子 群 . 
证 (1) Ф 先 证 明 ЦН) 是 F МУЖ. 事实 上 , 对 任意 a,b € КН), 以 及 对 任意 o c H, 有 
a(a— b) = o(a) —o(b) =a — b, 
所 以 , a— b € КН). 又 
o(ab) = о(а)о(Ь) = ab, 
所 以 ab € КН). 
© ЦН) 有 单位 元 为 e. 事实 上 , 对 任意 oe H, 有 о(е) = e. 
© 最 后 证 明 ГН) 中 的 非 零 元 都 是 可 逆 元 . 事实 上 , 对 于 КН) 中 任 一 非 零 元 a, 以 及 对 
任意 o c H, 9 


ao(a 1) = o(a)o(a 1) = o(aa 1) = (e) = e 


以 及 
ola-ba=cola-bola) = o(a la) = o(e) = e. 


所 以 o(a!) =at, a~ € ЦН). 
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因此 , I(H) 是 F МУЖ. 
(її) 要 证 A(E) 是 АшкЕ 的 子 群 . 事实 上 , 对 任意 o,r е А(Е), 有 
(от) (и) = o (r 1(z(u))) -а(и)-и, иЄ Е. 
因此 , от! є А(Е). ШЕ. 


中 间 域 (H) 叫做 五 在 五 中 的 不 变 域 . 
进一步 讨论 不 变 域 的 性 质 . 


引 理 12.21 F Ж K i, E, Ei, E> 是 中 间 域 . Н, Hi, Н Ж С=АщкЕ th 


F, 则 
(1) ДС) = К, I({e}) =F. 
(1) А(Р) = (e), А(К) = G. 
Gii) # Н, < H>, М ЦН!) > ЦН;)). 
(iv) # Е, c E>, 则 А(Е,) > ЖЕ»). 
(У) Н<А(КН)). 
(vi) E c ЦА(Е)). 
(уі) ЦН) = ЦА(КН))). 
(мі) А(Е) = А(ЦА(Е))). 
(ix) # Е = ЦА(Е)) , | Н=А(Е) £ E = ЦН), В H = A(I(H)). 
(x) # H = A(I(H)) , B| E = I(H) Е Н = А(Е), В. Е = ЦА(Е)). 
证 根据 定义 , 直接 得 到 (i), (11). 
Gii) 设 Н, < H>, 则 对 任意 的 ve I(H2), 有 
ol(v)=v, ос «Нә, 
当然 有 
ou) =, c€ H 
因此 , v € I(H1), ЦНә)с ГН). 
(iv) 设 E) c Ez, 则 对 任意 的 oe А(Е»), 有 


o(v)=v, v€ E, 


当然 有 


о(0) =, VE 五. 


因此 , o € А(Е!), А(Е») < А(Е\). 
(У) 对 任意 的 oe 五, 以 及 任意 ve ЦН), 有 


o(v)=v, те(Н), 


这 意味 着 о e A(I(H)), H c А(Т(Н)). 
(vi) 对 任意 的 ve E, 以 及 任意 o € А(Е), 有 


o(v)=v, сє А(Е), 


这 意味 着 u Є ЦА(Е)), Е c ЦЖЕ)). 
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(Vü) h (v) 和 (11) 推出 
Т(А(Т(Н))) c ЦН). 
而 在 (vi) 中 取 E = I(H), 得 
ЦН) с І(А(І(Н))). 
Ж ГСН) = (A(I(H))). 
(мі) 由 (vi) 和 (iv) 推出 


A(I(A(E))) < АЕ). 
ІШЕ (У) 中 取 H = А(Е), 得 
А(Е) < А(ЦА(Е))), 

М А(Е) = А(ЦЖЕ))). 证 毕 . 

定义 12.2.2 ЖЕХ K УА. F "H K- 的 Galois 扩张 ,如果 Galois # АшкР 
的 不 变 域 是 K. 

对 于 中 间 域 互 : K cE c F, F ШМ E- J Galois 扩张 , 如果 Galois IË AutgF 的 不 
变 域 是 E. 

1 

e 设 域 F Æ К 的 Galois 扩张 , 则 对 于 任意 的 ve FAX К, FE o в АшкЕ 使 得 
o(u) Z и. 

e 设 域 F h E J Galois 扩张 , 则 对 于 任意 的 u € FA E, FE o € AutgF 使 得 
o(u) Z u. 

注 2 ЖЕ, Ш АЕ), 进而 得 IT(A(E)), 它 使 得 A(E) = Auti(a(g))F. ІЗІ, 


А(Е) = AutgF «= I(A(E)) = E. 


这 意味 着 , ЕЛІ Galois 子 群 AutgF 的 充 要 条 件 是 I(A(E)) = E. 
Жз ЖЕН < G, и ЦН), 进而 得 A(I(H)), 它 使 得 A(I(H)) = Autem F, 因此 ， 


H = AutruF «= А(КН)) = H. 


这 意味 着 , H Ae EAS ЦН) 上 Galois FE Auty F 的 充 要 条 件 是 A(I(H)) =H. 
中 间 域 E 叫做 闭 的 , 如 果 Е = I(A(E)). 

例如 , K 和 FF 都 是 闭 域 . 

子 群 H 叫做 闭 的 , 如 果 H = А(ЦН)). 

例如 , {e} 和 G 都 是 闭 子 群 . 

此 外 , 由 引 理 12.2.1, 得 


Е = ЦА(Е)) = H = A(I(H)). 


根据 引 理 12.2.1(vi) ЖІ (уй), 可 推出 : 
定理 12.2.3 设 已 是 下 的 扩 域 , 则 在 这 个 扩张 的 闭 中 间 域 与 其 Galois # С = AutkF 
的 闭 子 群 之 间 存 在 一 一 对 应 的 映射 : 


Е — А(Е) = AutgF. 
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定理 12.2.1 可 以 推广 为 : 
定理 12.2.4 j F Z K 65438, E Z F Ф, f e E|z]. R u € F Ж f ЖЖ, 
о € ЖЕ), X) o(u) 也 是 f ЧЕ. 
证 1% f(z)=a,z" + --- Бат +a Є Е]. ЯТ u € F K c € A(E), Ч 
o(f(u)) = о(аһ)о(ш)” + --- + о(а)о(и) + o(ao) = ano (u)" + --- + aio (и) + ao = f(o(u)). 
因此 , 当 f(w) = 0, 有 /(с(и)) = 0. 定理 成 立 . Ш, 
12.2.2 Galois 基本 定理 概述 
现在 给 出 Galois 基本 定理 . 
定理 12.2.5 (Galois 理论 的 基本 定理 ) 如 果 Е Ж K 的 有 限 维 Galois 扩张 , 则 在 所 有 
中 间 扩 域 集 到 Galois # Ашк 的 所 有 子 群集 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 的 映射 
Е А(Е) = AutgF (12.9) 
使 得 : 
(i) РЕЛИЗЕ Lih Galois Ж. 
(i) 两 个 中 间 域 E, c E 的 相关 维 数 [E> : Еу] ТЯ А(Е!) > А(Е) 的 相关 
指标 [A(E1) : A(E2)], 特别 地 , Autz F 有 阶 [F : K]. 
Gii) P I E Æ K 上 的 Galois 域 当 且 仅 当 对 应 的 子 群 A(E) = АшеЕ Ж G = АшкЕ 
的 正规 子 群 , 在 这 个 情况 下 , G/A(E) ( 同 构 意义 下 ) Ж E Æ K 上 的 Galois # АшкЕ. 
在 给 出 Galois 基本 定理 的 证 明之 前 , 先 讨论 几 个 引 理 . 
引 理 12.2.2 ХЕХ K hi, Ei, E> 是 中 间 域 , Н E, СЕ. 如 果 [E : Е] 有 
限 , 则 
[А(Е.) : А(Е2)] < [E> : E.]. (12.10) 
特别 地 , 如 果 [F : К] 有 限 , |АшкЕ| < [F : К]. 
证 对 n= [В : Ей 用 数学 归纳 法 . п = 1 时 , 命题 显然 成 立 . n > 1 时 , 假设 命题 对 所 
F i< n 都 成 立 . 取 u € En, ug E 因为 [E> : Ei] AR, 所 以 ww 是 Е, 上 的 代数 元 , u 的 定 
义 多 项 式 f(x) є Е. [5] 具有 次 数 k > 1. 考虑 以 下 的 中 间 域 及 相应 的 子 群 : 
E c ЕЦ) с Р 
1 1 1 
ЖЕ) > ЖЕ(ш)) > ЖЕ) 
分 两 种 情形 . Æ k < n, 则 1 < n/k < п. 根据 归纳 假设 ,有 
[А(Е1) : А(Е1(и))] < [E2 : Ei (u)], [A(E1(u)) : А(Е2)] < [E2 : Ei (u)]. 
从 而 
[A(E1): A(E2)] < [A(E1): A(E1(u))] [А(Е(и)): A(E2)] 
< [Е»: E)(u)]|[E) (и): E1] 
< [E>: Е\(и)]. 
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F к = n, WJ [E> : E) (u)] = 1, WA E = Еү(и). 根据 定理 12.2.4, 可 以 构造 一 个 商 集 
A(E1)/A(E2) 到 了 在 下 中 的 根 集 Roots(f)p = {v € F | (и) = 0) 的 映射 : 


g@: o: A(Es) — о(и) 
p 是 一 对 一 的 . 事实 上 , 若 
Plo1A(E2)) = е(оэА(Ез)), 


MJ от (и) = 0э(и). 从而, oz о1(и) = w，03101 е A(Bi(w)) = А(Ез). 由 此 得 到 or A(E5) = 
озА(Е)). 
因为 p 是 一 对 一 的 , 所 以 |А(Е1)/А(Е2)| < |Вооїз(/)ь|. 而 |Вооів(/)р| < n, йй 


[A(E1) : А(Е>)] = |A(E1)/A(E2)| < n = [E> : Eil. 
特别 地 , > E, = K, Eo = F, Я 
|Ачёк Е | = [AutkF : {e}] = [А(К) : A(F) < [F : K]. 


ШЕ. 
引 理 1223 ik F Z K hy. ў Н, Н Ж С = AutkF $, В Hi < Но. 如 
Ж [M : Hi] 有 限 , 则 
КН!) : I(H2)] < [H> : Ни]. (12.11) 
证 反 证 法 . i [H : Hi] = n, [I(H1)) : I(H>)] > п, 则 存在 wiyw2y… , Un, ил € КН!), 
它们 在 Г(Н2) 上 线性 无 关 . it Нә/Ні 中 的 代表 元 为 o1 € Н1,09,-- ,on. (ЕЕ БЕ п +1 
元 的 п 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 : 


о1(ш) £1 + ou2) T2 +- -- + 01(Un) En t+ ounti) n41 = 0 


оз(ш)ті + 02(из) тә + -` + O2(Un) En + 02(Un+1) тп = 0 (1212) 


On(u1) т +On(U2) тә + -- + On (Un) En + On(Un+1) тан = 0 
因为 未 知 变量 个 数 n 十 1 大 于 方程 个 数 n,， УДАРЕ & 适当 改变 
o1,02，,… ,on 的 排序 , 可 设 在 所 有 非 零 解 中 ,， 有 一 组 解 £ = (a1,a2,… ,an,an+1)， 使 得 其 
不 为 零 的 分 量 ui 的 个 数 最 少 . 不 妨 设 


& = (41,42, --- ,4-,0,:-- ,0), 


其 中 (аі =1, а, #0, 2 << r). 
ME, 构造 一 个 r e Но, 使 得 


& = (т(а1),т(а2), --- ,т(ағ),0,:-- ,0) 


ДЕЗ (12.12) 的 解 , 满足 r(az) Z аз. 
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因为 o, € Ни, Ц о1(ш) =u, 1<i<n+1. НА (12.12) 的 第 一 个 方程 ,有 
ал + изаз +--+ + Urar = 0. 


因为 wua,… ,umanHeT(B) Æ КН2) 上 线性 无 关 , 所 以 必 有 一 个 а, g Т(Н»). (不妨 设 
为 ao, 若 必 要 就 交换 ил, шо, >> уча, чаъ 的 次 序 ) 这 样 , 就 存在 Е Нә, 使 得 7(a2) Z аз. 
现在 考虑 线性 方程 组 : 


то1(ш) 21 + то1(и2) T2 + --- + то1 (ип) тп + TOi(un+1)Zn+1 = 0 


таз (ил) £1 + тоо(из) T2 + `: + TO2(Un) En + TO2(un+1) тан = 0 (12.13) 


Ton (ui) zl 十 Tan(ua) za 十 … 十 Tan(un)zn 十 Tan(un+l)zn+tl 二 0 


М» & = (a1,a2,… ,ar,0,… ,0) 是 式 (12.12) 的 解 , 所 以 б = (т(ал),т(аз),--- ‚т(а»), 
0,… ,0) 是 式 (12.13) 的 解 . 

注意 到 , т е H> ІМ, тол, T02, ‚то 也 是 Нә/Ні 中 的 代表 元 . 这 样 , 对 于 1 < k < n, 
Ж ток = о„т'/, т' € Hi. 从 而 , ЇН т'(ш) = и, 1<ј<п+1, 得 到 


Tok(u;) = от (uj) = оч, (из). 


而 0%,,0%5:,04, 是 01,02,… ,on 的 一 个 排列 , 所 以 方程 组 (12.13) 15 y (12.12) 等 价 . 
ІНІН, & 也 是 式 (12.12) 的 解 . 从 而 ， 


ê — £1 = (0,7 (a2) — a2, +- ,T(ar) — ar, 0,- - ,0) 


是 式 (12.12) 的 解 . 这 与 £ 的 非 零 分 量 个 数 最 少 的 选取 矛盾 , 故 [I(H))) : 1(Ho)] < [H> : Hi]. 
证 毕 . 
引 理 12.2.4 j F Ж K Ў Е, E> APR, Н E, c Е. # Hi, H>. 是 
G = AutkF 的 子 群 , 且 Hi < Нә, 则 
(1) Ei 是 闭 的 且 [E2 : Ei] 有 限 , 那么 Е 是 闭 的 , B. [А(Е) : A(E2)] = [E2 : E.]. 
(її) # Hi 是 闭 的 , Н [Ho : Hi] AFR, 那么 H> 是 闭 的 , E [I(H1)) : I(H2)] = [H> : Hi]. 
(Hi) # F Ж K 的 有 限 维 Galois 扩张 , 那么 每 个 中 间 域 和 其 Galois 子 群 都 是 闭 的 , Н. 
АшкЕ A [F : K]. 
证 (i)i E, 是 闭 的 , ШІН E, = ЦА(Е!)), E> c Т(А(Е»)), 根据 引 理 12.2.2 和 引 理 
12.2.3, 有 


[E2 : E1] [(А(Е>)) : Ел] = H(A(E2)) : (А(Е1))) 


[A(E1) : A(E2)] < [E> : Ез]. 


A A 


从 而 , [Г(А(Е»)) : E2] = I (A(E>)) : E1]/[E2 : E1] =1, I(A(E2)) = E2, 以 及 


(ЖЕТ): A(E2)] = [E2 : E1]. 
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(11) 设 Ау 是 闭 的 , WA H, = A(I(H))), H> с А(Т(Н›)), 根据 引 理 12.2.2 和 引 理 
12.2.3, 有 
[H>: Hi] [A(I(H>)) : Hi] = [А(Т(Н»)) : А(КН!))] 


< 
< ШВ): КН») < [H> : Ни. 
从 而 , [А(Г(Н?)) : Н) = [А(КН?)) : Н ИДН : Hı] = 1, А((Нә))- H>, 以 及 


U(H1)) : (НЭ) = [H> : Bi]. 


(11) 6 E 是 中 间 域 . 因为 是 KK 的 有 限 维 Galois 扩张 , 所 以 [E : K] 是 有 限 的 . 而 下 
在 K 上 是 Galois 的 , 因此 , К 是 闭 的 . 由 (i ) ЁШ Е ЖИМ, Н [A(K): А(Е)] = [E : К]. 
特别 地 , "4 E = ЕЕ, 


|AutkF| = [АшкЕ : {е}] = [А(К) : A(F)] = [F : K] 


是 有 限 的 . 从 而 AutkF 的 每 个 子 群 H 是 有 限 的 . 因为 (e) ЖИ, 由 Gi) 得 到 H 也 是 
闭 的 . 证 毕 . 

U F je K 的 扩 域 , 至 是 中 间 域 . 称 Е (对 于 К 和 F) 是 稳定 的 , 如 果 每 个 K- 自 同 构 
оєАшкЕ fE E БИШЕ E Е НЯ. 

5138 12.25 ЖЕЖ K 65438. 

(i) E RIZA PIPOR, ЖА А(Е) = AutgF Я Galois Ж АшкЕ 的 正规 子 群 ; 

(ii) # H Z АшкЕ МЕМЛ, ЖАН 的 不 变 域 ЦН) 是 稳定 的 中 间 扩 域 . 

证 (1) u € Е, сє АшқҒ. 根据 E WJEGEFE, f olu) є E, ЖІП, 对 于 每 个 
те ЖЕ), Ж (то)(и) = т(о(ш)) = о(и). 因此 , 对 于 任意 的 o е AutkF ‚т є А(Е), 以 及 
uc Е, # 


(< lro)(u) = o -1(ro(u)) = o \(в(и)) = u. 


从 而 , ото € ЖЕ). А(Е) 是 АшкЕ 的 正规 子 群 . 

(П) Ж H Æ АшкЕ 的 正规 子 群 , 那么 对 任意 的 TE H,o eAutkF , Ч otro € H. 
因此 , 对 于 任意 的 we ЦН), 有 о-іто(ш) = u. 从 而 , т(о(и)) = о(ш), i о(ш) е ЦН), ЦН) 
是 稳定 的 中 间 扩 域 . 证 毕 . 

引 理 12.2.6 Ж F Ж К 的 Galois 扩 域 , 且 巴 是 稳定 的 中 间 扩 域 , 则 E &Ж% K 8 
Galois 扩张 . 

证 ХГРиЕБ\К, НЕ k: K fJ Galois 扩 域 , 知 存在 o Е АшкЕ,  о(и) Z и. 但 
E REW, 从 而 ole € АшкЕ, 使 得 o(w) # u. 因此 , E 也 是 K 的 Galois 扩张 .证 毕 . 

5138 1227 # F ЖК 的 某 个 扩 域 , E АФЖ, B E Z K 的 代数 扩张 和 
Galois 扩张 , ЖА Е (ВТ ЕЯ K ) 是 稳定 的 . 

Ж 假设 条 件 : E ЖК 的 代数 扩张 , 是 不 可 缺少 的 . 

证 W uc E, ДЕК ж и 的 定义 多 项 式 . $ ш =u, u, us Е f fE E 
中 的 不 同 的 根 , Шот < deg f = п. 如果 те АшкЕ, №] іш, ио, --, ur} 在 下 的 
Ë (т(ш), т(из), <<. т(и„)} 是 {u шо, 5, uz) 的 一 个 置换 ， 从 而 , Е 中 的 多 项 式 
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g(z) = (z —ui)(z 一 w2)… (z — ur) fE т 的 作用 下 保持 不 变 . 因为 , E fE К ЕЖ Galois 扩张 ， 
所 以 g(x) е K [z]. 

H u = u 是 g(x) 的 根 , 得 到 f | g. 因为 g 是 首 一 多 项 式 , Н deg g < deg f, 所 以 f = g, 
f 的 所 有 根 是 两 两 不 同 的 , 且 都 落 在 E 中 . 

现在 , 对 于 oe АшкЕ, A о(и) 是 了 的 根 , 从 而 o(u) ЕЕ. МИ, Е (XF FA K ) 
是 稳定 的 . 证 毕 . 

ЫРАК Й, Е 是 稳定 的 中 间 扩 域 . К-НІНЕІ те Ашк Е 叫做 可 拓展 到 Е, 如 
RE o € АщкЕ , 9 ole = r. 易 知 , 可 拓展 的 K- 自 同 构 全体 所 组 成 的 集合 是 Aut F 
的 子 群 . 特别 地 , 当 Е 稳定 时 , А(Е) = AutgF 是 G = АшкЕ 的 正规 子 群 , 从 而 可 以 定义 
商 群 G/A(E). 

引 理 12.2.8 j F Ж K 的 扩 域 , E RRR PIIR, 那么 商 群 AutkF/AutgF В 
构 于 可 拓展 到 F 6) EAMA KK- 自 同 构 所 组 成 的 群 . 

证 因为 是 稳定 的 中 间 扩 域 ,所 以 映射 pq :ao 一 ole 是 AutkF F) АщкЕ. 显然 , 像 

合 是 可 拓展 到 Е 的 K- 自 同 构 所 构成 的 群 , 而 核 是 AutgF . 因此 , 商 群 Ак F/AutgF 

同 构 于 可 拓展 到 F 的 的 所 有 K- 自 同 构 所 组 成 的 群 . 证 毕 . 


12.2.3 ”基本 定理 之 证 明 


Galois 基本 定理 之 证 明 : 考虑 FF 的 中 间 扩 域 集 到 Galois 群 AutkF 的 所 有 子 群集 之 间 
的 映射 p: E — ЖЕ). 根据 引 理 12.2.1, 有 


КСЕСЦА(Е)) СЕ. 


Н. Т(А(Е)) = Е 的 充 要 条 件 是 Н = А(Е) 满足 A(I(H)) = H. 这 表明 (定理 12.2.3): 闭 的 中 
间 扩 域 和 闭 的 Galois 子 群 之 问 存在 着 一 个 一 一 对 应 的 关系 . 
又 考虑 关系 式 
КСЕ! c E> c F. 


Ж (51% 12.2.2) 
[А(К): A(E1)] < [E1 : K], [A(E1) : A(E2)] < [E2 : E1]. 


因为 K 是 闭 的 , H. Ei 在 K 上 是 有 限 维 的 (因为 F 是 有 限 维 的 ), 所 以 E, 是 闭 的 , 根据 引 
HE 12.2.4, 所 有 的 中 间 域 (包括 E>) 和 子 群 都 是 闭 的 , 这 说 明 映 射 ф 是 一 一 对 应 的 . ШІН, F 
Ж ЕЙ Galois 扩张 , 并 且 有 [А(Е,) : A(E2)] = [E> : E.]. 

必要 性 . ВАХ E £ K 的 Galois 扩张 . 因为 F 是 有 限 维 的 , 所 以 根据 [F : К] =n, X} 
任意 u € F, 都 有 (lk,u,u2,... , ип} 成 一 线性 相关 组 这 一 事实 , 即 可 知 五 是 К 的 代数 扩 
ЖК. 根据 引 理 12.2.7, Е 是 稳定 的 , 即 每 个 K 自 同 构 o € АшкЕ 在 E ЕНІМ la 是 
E 到 自身 的 同 构 , ШІ ole Е АшкЕ. 由 引 理 12.2.5 (1), A(E) = AutgF fÉ АшкЕ 中 是 正 
规 的 . 

充分 性 . 假设 ЖЕ) 在 АшкЕ 中 正规 , 那么 ЦА(Е)) 是 一 个 稳定 中 间 域 ( 引 理 12.2.5 
(11). 但 所 有 中 间 域 都 是 闭 的 , 因此 E = Т(А(Е)) 是 一 个 稳定 中 间 域 , 再 由 引 理 12.2.6, 得 到 
Е ë К 的 Galois Ж. 
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假设 中 间 域 E Æ K 的 Galois 扩张 , (从 而 А(Е) 在 АшкЕ 中 正规 ), 因为 Е ЖІ ЖЕ) 
都 是 闭 的 , H T(G) = K (ЕК 的 Galois 77%), 由 引 理 12.2.4 得 到 


IG/A(E)| = [G : А(Е)] = [I(A(E)) : Т(С)] = [E : K]. 


由 引 理 12.2.8, С/А(Е) = AutkF/AutgF 和 Autk 的 某 个 阶 为 [E : K] 的 子 群 同 
构 , 但 基本 定理 的 (i) 表明 |АшкЕ| = [E : К] (因为 E Я К 的 Galois 扩张 ), 这 说 明 
G/A(E) = АщкЕ. 证 毕 . 


12.3 ”可 分 域 、 代 数 闭 包 


12.31 ”可 分 域 


定义 12.3.1 i£ K 是 一 个 域 , feE K[z] 是 次 数 之 1 的 多 项 式 . K 的 一 个 扩 域 F 
多 项 式 f 在 K 上 的 分 裂 域 , wR f £ F|z] 中 可 分 解 , 即 


Ле) = a(z — ше — u2) -= (z — un), 


EF = K(u, ,Un)) ЖФ аЕК, u, un Ж] # F Ф. 

W S 是 K|a] 中 一 些 次 数 > 1 的 多 项 式 组 成 的 集合 . К 的 一 个 扩 域 F 叫做 多 项 式 集 
E SEK 上 的 分 裂 域 , 如 果 S 中 的 每 个 多 项 式 f 在 Еа 中 可 分 解 , B. F HH S 中 的 所 有 
多 项 式 的 根 在 K 上 生成 . 

例 12.3.1 设 z? 一 z # F, 的 分 裂 域 就 是 Fp- 

证 因为 在 F， 上 有 xz? 一 z=z(z 一 1)…[z 一 (p 一 1)]. 

例 12.3.2 设 马 是 gq 元 有 限 域 , 其 素 域 是 Fp, Я zq — z Е. Й E. 

定理 12.31 Ж K 是 一 个 域 , f € Kje] 的 次 数 为 n > 1, 则 存在 太一 个 分 裂 域 
F [F : K] < n!. 

证 对 n= deg f ТЕГІН. 

WR n = 1, ШЖ ЕЛЕК БАЯН, W| F = K 是 分 裂 域 . 

WR n > 1, f EK 上 不 能 分 解 , 设 ge Klz] 是 了 的 次 数 大 于 1 的 不 可 约 因 式 . ИМЕ 
fE K 的 一 个 简单 扩张 K(w) 使 得 是 g 的 根 , Н. [K(w) : К] = deg g > 1. 因此 , fE К(и)[2] 
中 有 分 解 式 f(z) = (z — u)h(z), 其 中 deg В = n 一 1. 由 归纳 假设 , 存在 一 个 hh 在 K(u) 上 
的 维 数 < (n 一 1)! 的 分 裂 域 F. ЯМ, F 在 K 上 的 次 数 [F : К] = [F : K(u)|[K (u) : К] 
< (n — 1)!çn = n!. 证 毕 . 


12.3.2 ”代数 闭 包 


下 面 讨论 不 能 进行 代数 扩张 的 域 , 也 是 一 个 在 该 域 上 的 多 项 式 总 有 解 的 域 . 
定理 12.3.2 在 域 F HAFREN: 

(1) 每 个 非常 数 多 项 式 f e Ff] £ F PAR. 

(її) 每 个 非常 数 多 项 式 f e Flz] 在 F 中 可 分 解 . 

(1) 每 个 不 可 约 多 项 式 f e F|z] 的 次 数 为 1. 

(iv) 不 存在 F 的 代数 扩张 (除了 F 以 外 ). 
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证 (i)#E(i) 3} f НАЙ deg f = 作 数 学 归纳 法 . 

n =1 时 , f(z) 为 一 次 多 项 式 , 结论 成 立 . 

假设 结论 对 次 数 < n 一 1 的 多 项 式 成 立 . 

对 于 非 零 n> 2 次 多 项 式 Қа) 由 (i), f(z) Æ F PAIR т = а. 根据 定理 12.3.1 ZHE 
№ 2, Ч z-a | f(z), 或 f(z) = fu(z)(z — a), 其 中 deg fi = п—1. 根据 归纳 假设 ,及 (z) 在 F 
中 可 分 解 , 故 fe Е] 在 下 中 可 分 解 . 

Gi) ЖЕ (iii). 结论 显然 成 立 . 

(11) Ж (iv). 设 吾 是 五 的 一 个 代数 扩张 , 则 对 于 任意 ve Е, МХ и д Е ERAJ, Ж 
JR 12.1.5, 存在 不 可 约 多 项 式 Қа) € F[z] 使 得 Қа) = 0. 根据 (iii), (а) = ат +a, ал, а2 Е 
Е. 从 而 , и = —а2/а1 € F. 这 说 明 , E c F, E = F. 结论 成 立 . 

(iv) HE (1). W Да) Ж F ЕЖЕ, 根据 定理 12.1.5, 存在 f(z) АЖ u, 
使 得 F(u) 为 Е 的 代数 扩张 . 根据 (iv), F(u) = Е. МИ, иЄ F. 结论 成 立 . 证 毕 . 

定义 12.3.2 ЖЕЖ Л.Р 叫做 代数 闭 包 , 如 果 域 F HERL 12.3.2 的 等 价 条 件 . 

定义 12.3.3 A K 是 一 个 域 ,f £ K 上 的 不 可 约 多 项 式 . ae F Z f £ K рл 
TIOR, E f # F 中 的 根 都 是 单 根 , Шу) 是 可 分 的 . 

定义 12.3.4 ХЕАЖКИ—ЛУЖ ил K 上 的 代数 数 . 如 果 忆 在 天 上 的 定义 多 
项 式 是 可 分 的 , и К 上 是 可 分 的 . 如 果 F 0648442 u £ K 上 都 是 可 分 的 , М 
ЖЕ»Я»К 的 可 分 扩张 . 


124 ”习题 

1) ШЕНІ: V3 是 有 理 数 域 Q 上 的 代数 数 , 并 计算 [IQ(V3) : Q]. 

(2) 证 明 : ШЖ a 去 0 和 В 都 是 有 理 数 域 Q 上 的 代数 数 , 则 o + Жас 也 是 有 理 数 域 Q 
上 的 代数 数 . 

3) а 叫做 代数 整数 , 如 果 存 在 一 个 首 一 整 系数 多 项 式 f(z) 212), 使 得 Қо) = 0. 证 明 : 
WMR a Z 0 和 是 代数 整数 , 则 a + В а! 也 是 代数 整数 . 

4) 证 明 : 域 K 的 有 限 扩张 是 代数 扩张 , 但 其 逆 不 成 立 . 

(5) 证 明 : 域 К 的 有 限 代数 扩张 是 单 扩张 . 

6) 证 明 : 设 a 是 域 K ЕШ п 次 代数 数 , 则 a 的 单 扩张 К(о) 中 的 每 个 元 素 可 唯一 表示 成 


ao 十 ala 十 … 十 an-lan a € K,0<i<n-1. 


(т) 证 明 : 设 9 是 域 K 上 的 超越 数 , 则 ө 的 单 扩张 K (0) НАРА К (2). 


思考 题 

(1) 数 域 可 以 作为 线性 空间 来 看 待 吗 ? 举例 说 明 . 

(2) 设 数 域 K 是 有 理 数 域 Q 的 有 限 维 线性 空间 , 如 何 从 多 项 式 的 角度 来 表述 该 数 域 的 性 
质 , 如 代数 数 ? 举例 说 明 . 

(3) 有 理 数 域 Q 的 代数 数 所 组 成 的 集合 A 是 可 数 的 吗 ? 即 是 否 存 在 一 个 自然 数 集 N 到 A 
的 一 一 对 应 的 映射 ? 
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(4) Ж Fp МЖК 的 元 素 个 数 是 多 少 ? 

(5) 如 何 从 多 项 式 的 角度 来 考虑 域 的 扩张 , 如 有 理 数 域 的 扩张 F? 并 举例 说 明 . 
(6) 如 何 借助 环 同 构 , 来 描述 域 与 相关 多 项 式 环 之 间 的 关系 ? 

(т) 如 何 得 到 域 的 自 同 构 群 ? 

(8) 研究 可 分 域 的 子 域 . 

(9) 研究 有 限 域 的 Galois 定理 . 


第 13 章 域 的 结构 


13.1 RE 
定义 13.1.1 ЖЕЖ К 的 扩 域 , a1,a2,… ,an Æ F tÂ n AK. aa, ,an 
叫做 在 K 上 代数 相关 , 如 果 存 在 一 个 非 零 多 项 式 f e K[z1,… ,zn] 使 得 对 于 S 09 п 
同 元 素 a1,a2,… ,an, 有 
Jal az ,an) = 0. 
ал, 42, --- ,an 叫做 代数 无 关 , 如 果 a1,a2,… ,an 不 是 代数 相关 . 
Ж 所 谓 а, ао, --. ,an 代数 无 关 , 如 果 有 多 项 式 f e K[z1,… ,zn] 使 得 


ал, аз, -- ,an) = 0, 


则 f = 0. 

例 13.1.1 B]E]3 л=3.14... 在 О 上 代数 无 关 , 自然 对 数 底 e = 2.718... 在 Q 上 也 
代数 无 关 . 

定理 13.11 ЖЕ ÈR К НЕА, МЕЛ K 的 代数 扩张 或 者 存在 代数 无 
关 元 01,… ‚0, 使 得 F Z K(0,::: ,0,) 的 代数 扩张 . 

证 明 № FER К 的 有 限 生成 元 为 $= {fal,az,…… ,an}. 

如 果 S 中 的 每 个 元 素 在 K 上 代数 相关 , M F 是 К 的 代数 扩张 . 否则 , S 中 有 元 素 在 
к 上 代数 无 关 , 设 为 91. 用 K0) 代替 K 作 讨 论 . 

ШЖ S 中 的 每 个 元 素 在 K(91) 上 代数 相关 , 则 F 是 K (0) 的 代数 扩张 . 

否则 , 如 果 S 中 有 元 素 在 K(91) 上 代数 无 关 , 设 为 02. 这 时 , 6,6 代数 无 关 . 如 此 继续 
FE, 可 找到 代数 无 关 元 01,… ‚6, WE Е де K(91,… ,9) 的 代数 扩张 . 证 毕 . 


13.2 ”有 限 域 的 构造 


设 F, 是 q 元 有 限 域 , 其 特征 p 为 素数 , 则 F, 包含 素 域 F, = Z/pZ, 是 Fp 上 的 有 限 维 
线性 空间 . W п = [F, : Е], W q= p”, Ша 是 其 特征 p М. 

要 证 明 : Е; = Fy \ {0} 是 q — 1 阶 循环 乘 群 . 为 此 , 先 讨论 Е; 的 一 些 性 质 . 

定理 13.2.1 F 的 任意 元 a 的 阶 整 除 q — 1. 

证 一 Ü H =<a> Жа 生成 的 循环 群 , 根据 定理 8.2.2 之 推论 , 有 


ord(a) = |H] ЕЯ = 9—1. 
证 二 Е, = (ai, ао, -+ 4-1}, W 
а-а1, а-а2, >>-,а-а4-1 
是 ai, ао, … „аар 的 一 个 排列 , 因此 
(а -а1)(а - a2) --- (а - а4-1) = а1а2---а4-1 或 а? Қала» +++аа—1) 一 ala2 - --а4-1. 


两 端 右 乘 (a1a2… ao_1)-1 得 到 а = 1. 类 似 于 定理 5.1.1 之 证 明 , 有 ога(а) | q — 1. 
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定义 13.2.1 有 限 域 F, 的 元 素 g 叫做 本 原 元 或 生成 元 , 如 果 它 是 F? 的 生成 元 , PP Br 
为 g 一 1 的 元 素 . 当 g F 的 生成 元 时 , 有 


Е = (0)U <9>= (0, 0-1,0,--, 072}. 


这 时 , 本 原 元 g 的 定义 多 项 式 叫做 本 原 多 项 式 . 

Ж 此 处 本 原 多 项 式 的 表述 与 本 原 多 项 式 的 定义 (定义 11.5.1) 是 一 致 的 . 因为 在 有 限 
Е, Е, 对 于 本 原 元 g 的 定义 多 项 式 p(x), 序列 u(pg(z)) = {x€ mod p,(z) | k € N} 的 最 
小 周期 与 序列 u(g) = {g* | КЕ N) 的 最 小 周期 是 一 致 的 . 

定理 13.2.2 每 个 有 限 域 都 有 生成 元 . 如 果 g 是 F, 的 生成 元 , М 04 是 F, 的 生成 元 当 
且 仅 当 d 和 g 一 1 的 最 大 公 因 数 (d,g 一 1) =1. 特别 地 , Е, 有 yp(gq — 1) 个 生成 元 . 

证 设 a 为 阶 为 d 的 元 素 , Ша a = 1,a,… ,а4-1 两 两 不 等 , 且 是 方程 : тї—1=0 
的 所 有 根 (因为 其 根 都 是 单 根 ). 根据 定理 13.2.1, d | q — 1. 

F(d) 表示 模 Е, 中 阶 为 а 的 元 素 个 数 , 有 
У Ра) =р-1. 
dlp—1 
因为 阶 为 d 的 元 素 b 满足 方程 z — 1 = 0, 所 以 5 为 a МЕ, Ш b= ai, 1<1< 4. 根据 定理 


9.1.5, а? 的 阶 为 d 的 充 要 条 件 是 (i, d) = 1, М F(d) = e(d). 如 果 Е, 中 没有 阶 为 d 的 元 素 ， 
则 Ғ(4)-0. 总 之 , 有 


Е(а) < $4). 
但 根据 定理 2.3.9, 又 有 
у e(d)=4q-1. 
d|q—1 
这 样 ， 
У (e(a) - F(d)) =0. 
dlp—1 
因此 , 对 所 有 正 整 数 d|g 一 1, 有 
Е(а) = (д). 
特别 地 , 有 
Ғ(а-1)-ғ(4-1). 
这 说 明 存 在 阶 为 g 一 1 的 元 素 , 即 F, 中 有 生成 元 存在 . 证 毕 . 
推论 1 =, p 为 素数 , d |g 一 1, 则 有 限 域 F, 中 有 阶 为 а 的 元 素 . 
推论 2 Wp 为 素数 , 则 存在 整数 9 遍历 模 р 的 简化 剩余 系 , 即 存在 模 p 原 根 . 
类 似 于 模 р 原 根 的 构造 方法 (定理 5.2.2) 及 本 原 多 项 式 的 构造 方法 (定理 11.5.4), 也 有 
有 限 域 Fyn_1 的 本 原 元 构造 方法 . 
定理 13.2.3 ARATIR Fon, AP p AEZ. 1 р"—1 的 所 有 不 同 素 因数 是 gi, :… 4, 
ох Е, 中 本 原 元 的 充 要 条 件 是 


9"-9/ 21, і-і,...,. (13.1) 
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证 iZ g Fp 的 一 个 本 原 元 , W 9 的 阶 是 p" — 1. 因为 


n 


0<Р 


- <р%-1, і-1,-.-,5. 


所 以 式 (13.1) 成 立 , ШІ 
tL ee 
反 过 来 , 若 g 满足 式 (13.1), 但 g 的 阶 e=ord(g) < p" — 1, WE e | р" — 1. 因而 存在 一 
个 素数 使 得 9| 2, m 
=й 


т 一 
Pl ug 或 =u:e. 
j 


进而 
gg 一/ = (g°)“ = 1. 
与 假设 式 (13.1) 矛盾 . 证 毕 . 
定理 13.2.4 如 果 F, Ж 4=р" AR, 则 其 每 个 元 素 满足 方程 zq — т = 0. 更 确切 地 说 ， 
F, 是 这 个 方程 的 根 集合 . 

反 过 来 , Л ЖЖЖ q = p", 多 项 式 zt — z £ 上 的 分 裂 域 是 q 元 域 . 

证 W F, 是 有 限 域 . 根据 定理 13.2.1, F, 的 每 个 非 零 元 的 阶 都 是 q 1 的 因子 , 所 以 
Е 中 的 任意 非 零 元 满足 方程 19-1 = 1. 两 端 同 乘 以 т, 就 是 方程 zq = т. 0 当然 满足 此 方程 . 
因为 方程 zq — z = 0 的 根 的 个 数 < а, 所 以 其 全 部 根 就 是 Е, 的 元 素 . 这 说 明 , 是 多 项 式 
zq — z ЕЕ, ЕМУ. 

反 过 来 , 设 q = p" ЖЖ, НЕ 是 多 项 式 zq — z 在 F, 上 的 分 裂 域 . 注意 到 zq — z 的 
导数 qaq 1 — 1 = 一 1 (因为 g р 的 倍数 , 所 以 4291 是 Е, 中 的 零 元 ). 因此 , 多 项 式 zq — z 
与 其 导数 没有 公共 根 , 从 而 Е 至 少 包 含 z? — z 的 q 个 不 同根 . 

现在 , 只 需 证 明 q 个 根 组 成 的 集合 构成 一 个 域 . а, b 是 方程 的 两 个 根 , ШІ 


ат-а, =, 
根据 定理 10.3.2, 有 
(a+b) = oz 十 加， (a +b)” = (aP +P) =a” +o, ..., 
(а + Б)" =(аР +b" р = aP" + bP = a +b, 


又 有 (ab)P" = aP" bp" = ab, 这 说 明 , a + b 和 ab 都 是 方程 的 根 . 因此 , q 个 根 组 成 的 集合 是 包 
zq 一 z 的 根 的 最 小 域 , 即 zq — z 的 分 裂 域 是 q 元 域 . 证 毕 . 


13.3 ”有 限 域 的 Galois 群 


13.3.1 有限 域 的 Frobenius 映射 
先 研 究 有 限 域 上 的 Frobenius 映射 . 
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定理 13.3.1 АЕ Z q = p" ЖЕЖ, o 是 F; 到 自身 的 映射 ， 
д: ан aP. 


M) o Е, 的 自 同 构 , B F, 中 在 o 下 的 不 动 元 是 素 域 F 的 元 素 , 而 о 的 n Же 
映射 . 
证 根据 定理 10.3.2 以 及 定理 13.2.4 之 证 明 , 有 


cla+ 朋 = (a +b)” = a” +07 = o(a) + o (B), 


o(ab) = (ab)? = aP P = o(a)o(b). 
因此 , с 是 Е, 的 自 同 态 . 因为 
0а) = o (aP) = a”, 2, оқа =0(a”™) =a, +- , оңа) = оба?) = а?” = a, 


所 以 оі 的 不 动 元 是 zm — z 的 根 . 特别 地 , 当 了 = 1 时 , о 的 不 动 元 是 zz — z 的 根 , 这 些 根 
就 是 素 域 F, 的 p 个 元 素 (根据 定理 2.4.2(Fermat 小 定理 )). 而 当 了 = n BF, о 的 不 动 元 是 
zq — z 的 根 , 这 些 根 就 是 域 F, 的 所 有 q 个 元 素 . 因此 , о" 是 恒 等 映 射 , o 的 逆 映 射 是 ort. 

定理 13.3.1 中 的 映射 о 叫做 Frobenius 自 同 构 . 

推论 设 五 q= p ЛОШ, i o:a a 是 Fy 到 自身 的 映射 , {a1 a2, ,Qa} 
是 Fç 的 子 集 , Н.Е о 保持 不 变 , ШІ (о(аа),о(ағ),:<- ,о(аа)) 是 {0 a2,… aa) 的 一 个 置 
É, 则 f(x) = (z — oa)(z — az) --- (£ — аа) 是 Fp 上 的 多 项 式 . 

证 因为 多 项 式 的 系数 是 aaz ,aa 的 对 称 多 项 式 , 所 以 它们 在 o 下 保持 不 变 ， 
即 它们 属于 I(< o >) = Fp. 证 毕 . 

定理 13.3.2 АЕ £ q= p" 元 有 限 域 ,o 是 F, 到 自身 的 映射 ， 


оса--а?. 


如 果 a F, 的 任意 元 , 则 a 在 F, БЕЛ о (а = а”. 

证 а = [F,(e) : Fp], М Fola) 可 作为 有 限 域 Fya( 在 同 构 意 义 下 )， 因 此 , a 满足 
a = z, 但 不 满足 zm = z, 1< j < d. 由 此 , 并 重复 运用 о, 就 得 到 а 个 不 同 元 

а, о(а)-о?,--., 04-1 = ор“ 
断言 : 这 些 元 素 是 a 的 定义 多 项 式 的 全 部 根 . 事实 上 , 设 a 的 定义 多 项 式 为 
Та)- 24 +аа 121+... ат а, a; € Fp, 
则 
(а) = а + agia! + --- +ала + ао = 0. 


两 端 作 р 次 方 , 根据 定理 10.3.2, 并 注意 到 a? = ai, 0 < í < d, (根据 定理 2.4.2(Fermat 小 定 
理 )), 有 


(а?) = (0P)? + вал (ар) 9-1 + -+-+ aro” + ao = f(a)? = 0. 
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依次 继续 作 р 次 方 , Хх 1 < ; < a, A 
f(a?) = (0) +a (ау... + ао” +a = f(a)” = 0. 


推论 1 БЕ 是 gq= pr 元 有 限 域 ,o 是 Е НИШ, о: a — a. i flz) A: F, 
上 的 a 次 不 可 约 多 项 式 . 如 果 a Қа) fE Е, 中 的 根 , 则 


а, о(а) = oP, -= , 0а) шан" 
是 f(z) 在 F, 中 的 全 部 根 , 其 中 d 是 使 得 оч (а) = a 的 最 小 正 整 数 . 
证 We 是 使 得 oe(a) = а 成 立 的 最 小 正 整数 , 则 根据 定理 13.3.1 之 推论 ， 


g(z) = (z — o)(z — о(а)).-. (z — e°” (a)) 


是 F, 上 的 多 项 式 ， 因 为 Да) 是 а 的 定义 多 项 式 , 所 以 Қа) | g(z)， 从 而 , d < e, H. 
о,с(а) =a,- ,041(@) = ой" 是 Қа) 的 d 个 不 同根 , 故 结论 成 立 . 证 毕 . 

推论 2 дж Fç (q = p") 的 生成 元 (或 原 根 ). 对 于 整数 w,1< u < q — 2, W d 是 使 
得 gun = gu 成 立 的 最 小 正 整数 (这 时 w= (р" — 1)/(р® — 1)), W 


1 


Ле) = (z — g")(z — g?) (а — g7) 


是 F, 上 的 da 次 不 可 约 多 项 式 . 
有 限 域 的 具体 构造 . 应 用 定理 11.4.4, 可 以 具体 构造 素 域 Е, 上 的 а 次 代数 扩张 . 
Ж plz) 为 Fp[X] 中 的 a 次 首 1 不 可 约 多 项 式 , 在 商 环 Fy[z]/p(z) 上 定义 加 法 : 


Қа) + g(z) = ((f + g)(z) (mod p(z))) 


和 乘法 : 
f(z)g(7) = ((fg)(z) (mod P(z)))， 

则 F,[z]/p(z) 对 于 上 述 运算 法 则 构成 一 个 域 . 根据 定理 12.1.3, 这 个 域 在 Fp 上 是 d 次 扩张 . 
即 这 个 域 为 Е,% СЕ(а), ЖЧ а = p°. 

Fo/(z* +z + 1) 的 生成 元 是 z, 

例 13.3.1 证 明 zt +2+1 Ж Foje] 中 的 不 可 约 多 项 式 , 从 而 Fo|z]/(23 +z +1) 是 一 个 
Ел 域 . 

因为 Fole) 中 的 所 有 次 数 < 2 的 不 可 约 多 项 式 为 z, z+ 1, z22 +z + 1, R. 


24--2-1- z(z232+1)+1, т*+єтх-+Е1 = (z+1)(z22 +z2+2)+1, 2 +т+1 = (22 +z+1)(22+z)+1, 


所 以 z [24 +т+1, 1+1 2 +z +1 22427 +1 [tq z + 1. 这 说 明 , 24 + z+ 1 是 Ра] 
中 的 不 可 约 多 项 式 . 因此 , F,[z]/(z* +z + 1) 是 一 个 Fs H. 

J 13.3.2 Ж Fu = FP,|[z]/(z* + z + 1) 中 的 生成 元 g(z), 并 计算 g(z)t, 1-0,1,---,М 
和 所 有 生成 元 . 


332 第 13 章 域 的 结构 


№ 因为 Е =15=3-5, 所 以 满足 
9(2)3 #1 (шой z! +2+1), 9(т) #1 (mod 24 +z +1) 


的 元 素 g(z) 都 是 生成 元 . 
对 于 g(z) = z, 有 


T? =° #1 (mod zt+r+1), z5=z2 +51 (mod з +2+1), 


所 以 g(z) = z 是 Е5[т]/(х* + z + 1) 的 生成 元 . 
对 于 t=0,1,2,… ,14, 计算 g(x)t (mod =‘ +z + 1). 


#(ж)° = 1, #(@)! = т, я(®)? = z2, 

g(z)3 = 23, g(z) == +1, 9(z)5 = т? +z, 

9(2)6 = z3 + z2, 9(2)7 = 23+т+1 g(z)Ë=z2+1, 

9(2)9 = z3 + z, g(z)9=z2+z+1, 9(2) =r +r? +z, 


g(z)2 = аз +т+1, 9(т)8 =13+12+1, (а) 4 ==3+1. 
所 有 生成 元 为 g(z)5 (t, p15)) = 1. 
002) = z, g(z)2 = =, 924 ==+1, g(a) 一 下 十 Z 十 二 
gD) = (t= aqata JD =з ча? +1, ((а) 4 =з +1. 


例 13.3.3 Ж Е» = F,[z]/(zŠ +z4 十 z3 十 z 十 1) 中 的 生成 元 g(z). 
№ 因为 Е =255=3.5.17, 所 以 满足 


glz) Z 1, g(x)" #1, g(z)Ë5 #1 (mod zŠ + z + z3 +z + 1) 


的 元 素 g(z) 都 是 生成 元 . 
对 于 gi(z) = z, 有 


gl 25 +13 +12 H+H], g(x)! = 1, 


g(s) = 27 +125 а +23 +2241 (modzŠ +z +r? j Z +1). 


因此 , g (z) = z 不 是 Ра] (28 +z! +r? += +1) 中 的 生成 元 . 
对 于 ф(х) = 2+1, 有 


(г) = 12 +1, ф(х)? = 23 +122 +z +1, 
(г) = 2“ +1, go (z): = т! +26 +15 +з а +12 += +1, 
go (z)Š = z£ + z3 + z, 92(2)15 = 15 + 24 +12 +1, 


92(2)16 = 16 { 24 +13 +122 +т+1, ф(х) = 27 +16 + 18 +12 + 1, 
ple) = 28 а‘ +т+1, ga (z)! = z3 +27, 


ge(z)8 = 27 + zŠ + 24, 92(2)85 = z! + 55 +14 418412 +1. 
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因此 ， 
Ф(а)5%1, (г)! #1, gə(z)8Š #1 (шой zs + 1 +з +т+1). 
g (z) = +1 F,|[z]/(zŠ +z! +13 +т+1) 中 的 生成 元 . 
ЖЕ 13.3.3 Fp 的 子 域 为 Fpa, (d | n), ЕЯ Ел 中 的 元 素 在 F, 上 生成 的 域 . 
证 BK 为 Fp WTR, WEE a € Fon 使 得 


К = Руа), |К] =“. 
因为 它们 都 是 F, 的 扩 域 , 根据 定理 12.11, 有 
Е, : Fp] = [Е : ЕЕ, : Е). 


反 过 来 , 对 任意 的 d | п, 有 限 域 Fa 包含 在 Fpa H, 事实 上 , 方程 
w = = 

的 任 一 解 都 是 z" = z 的 解 . 证 毕 . 

定理 13.3.4 对 任意 g 二 pn, 多 项 式 ol — z 可 在 Bz] 中 分 解 成 首 1 不 可 约 多 项 式 的 
来 积 , 且 每 个 多 项 式 的 次 数 d | n. 

证 设 Қа) 是 任 一 次 数 为 a 的 首 1 不 可 约 多 项 式 , 其 根 为 a. 根据 定理 12.1.8 之 推论 ， 
a 在 Е, 上 生成 的 域 为 F,(a), 其 可 作为 Fy, 包含 在 Fn 中 . 因为 a WR zq — z = 0, 所 以 
f(z) | zq — z. 因而 , Ба) 在 Е, PAIR, H. f(z) 的 次 数 d | n. (因为 Fy(a) 是 F, ЇЇ). 
因此 , 所 有 整除 zq 一 z 的 首 1 不 可 约 多 项 式 的 次 数 d | п. 因为 zq — z 没有 重 根 , 这 蕴涵 着 
zq — z 是 所 有 这 样 的 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 证 毕 . 

推论 如果 n 是 素数 , 则 Fpn[z] 中 有 个 不 同 的 次 数 为 п 的 首 1 不 可 约 多 项 式 
的 乘积 . 

证 设 m 是 Ер [а] 中 次 数 为 n 的 首 1 不 可 约 多 项 式 的 个 数 . 

根据 定理 13.3.4, 次 数 为 pr 的 多 项 式 zp" — z 是 т 个 次 数 为 п 的 多 项 式 和 p 个 次 数 为 
1 的 不 可 约 多 项 式 z — a, a € F, 的 乘积 (因为 n 是 素数 ). 由 此 得 到 方程 p = mmn + p. ШЕ. 

定理 13.3.5 设 r 都 是 素数 , НЕ F, 上 ,多项式 TOL 可 分 解 为 次 数 为 ordr(p) 的 
不 可 约 多 项 式 的 乘积 . , 

证 # d = ога, (р), Q,(z) = шті 设 Q, (z) 有 一 个 次 数 为 t 的 不 可 约 因 式 h(z), R 


据 定理 11.4.4 及 定理 11.5.1, Fp[z]/h(z) 构成 一 个 ре 元 域 . 根据 定理 13.2.2, Fy[z]/h(z) 有 一 
个 生成 元 , 设 为 g(z). 根据 定理 10.3.3, 在 Р.а] Е, 有 


жа) = (2), gE)? = g(a = g), ---‚ gE) = (а = gla). 
因为 吧 = 1 (mod г), 根据 例 11.4.3, 在 Fy[z] Е, 有 
g (z) = (т) (шой z — 1), 
进而 ， | 
ө(г)” = g(z) (mod h(z)). 
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这 就 是 说 , 在 F,[z]/h(z) 中 , 有 
g(a)! =k 
ВАХ (p: — 1) 是 g(z) 在 F,|z]/h(z) 中 的 阶 , 根据 定理 91.3 (iv), 得 到 (pt — Dpt — 1). 
另 一 方面 , 因为 h(z)|z" — 1, 所 以 在 F,[z]/h(z) PEA 


27-1-0. 
这 说 明 z 是 F,[z]/h(z) PRA г 的 元 素 (因为 т 是 素数 , т Z 1). И, т(р“- 1), ШІ 
р“ = 1 (mod г). 根据 定理 5.1.1, 得 到 ак, 故 d = k. 结论 成 立 . 证 毕 . 


定理 13.3.6 设 p 是 素数 , m 是 正 整数 , P| zp” — z 在 F, 上 可 分 解 成 两 两 不 同 的 不 可 
约 多 项 式 polz) = z, pi(z), 1 < í < s HRE, 


а" а= [|ne = [[pi(2). 
іші і-0 


推论 在 定理 的 假设 条 件 下 , 设 pi(z) 在 Fon MERREN Е, = (а, f... а} 
(0<1< 5), WA Е, 两 两 不 交 , Н. 
Eo U E1 U- -+ U Es = Е". 
应 用 求 多 项 式 f(z) 在 Fym (023084 X. 
方法 一 “直接 在 Б» 中 穷尽 所 有 元 素 , 以 找 出 全 部 根 集 X. 
方法 二 对 每 个 1 < < s, 直接 在 B, 中 穷尽 所 有 元 素 , 以 找 出 全 部 根 集 X, = X n E, 
从 而 得 到 
XoU X1U:..UX, = X. 


13.3.2 PRIAJ Galois 群 概述 
定理 13.3.7 Е» 在 Е 上 的 自 同 构 集 是 一 个 阶 为 n 的 循环 群 ， 其 生成 元 为 自 同 构 


o(a) = ол. 
证 ВЖЕ, 中 的 本 原 元 , W 8 Е, КІШ а" — 1, 且 其 最 小 多 项 式 р(т) = 
а" + аһ 12" +- -- + arz + ao € Ех] 有 根 


В, oala) = |4, а а)-И”,..., о” Ца) = В 


现在 , Қа) 是 F, 上 的 多 项 式 . 因为 Fy 在 F, 上 的 自 同 构 т 保持 f(z) 的 系数 不 变 , 所 
以 f(a) = 0 的 充 要 条 件 是 f(r(o)) = 0. 换 句 话说 , т 对 f(z) 在 Fyn 中 的 根 进 行 了 置换 . 特 
别 地 , 对 于 p(z) 的 根 В, 存在 i 使 得 


п-1 


т(8) = В". 
ІШЕ, 
0*(В) = oo (e; \(8)) = B% = т(8). 
因为 6 是 Fn 的 本 原 元 , 推出 = aš. 
因此 , Қа 在 F, 上 的 自 同 构 集 是 一 个 阶 为 n 的 循环 群 , 其 生成 元 为 自 同 构 o(a) = oz. 
证 毕 . 
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13.4 ЕЖЕ 
设 a 是 F, БК п 的 Fa 中 的 元 素 , ЛІГІ, а, а2,..., о". М Е 在 Е, 上 的 
基底 . 这 个 基底 叫做 多 项 式 基 底 . 
EX 13.4.1 Еһ £ F, LÉA a, a, a”, ..., а" ”的 基底 叫做 Fyn 在 F, 上 的 正 
规 基 . 
定理 13.4.1 (Artin 引 理 ) А, … , Ys 是 群 G 到 F* ( 域 F GREA 的 不 同 同 态 ， 
则 Wi,，.… ,Ws 在 F FAKE AL, 也 就 是 说 , 对 不 全 为 零 的 数 cl,… ,cs € F, 存在 元 素 ge G 
使 得 
141 (9) + ` ` + csys(g) Z 0. 
证 Ж] в 作 数学 归纳 法 . s = 1 时 , 若 存 在 不 为 零 的 数 cl е Е, W cayi = 0. 也 就 是 说 ， 
对 任意 元 素 ge С, 有 сіу (9) = 0. 特别 地 , 取 g = 1, 有 9(1)-1, 从 而 , а = 0, 矛盾 . 
假设 对 <s – 1, 结论 成 立 . 
对 于 s, Фар, o, Ve E F ЕВА, 则 存在 全 不 为 零 的 数 c1,… c, € Е, 使 得 
ір 十 … 十 cs-lye-1 十 csys = 0, 
也 就 是 说 , 对 任意 元 素 ge G, 有 
с141(9) + ` ` + ce-lys-1(9g) 十 csys(9) = 0. 
МА Yi Æ Pe, 所 以 存在 ВЕС 使 得 0 (h) Z $. (в). 这 样 ,用 gh 代替 g 时 , 有 
сау (Һуфі(0)-:::--сь-1%,-1(һ))0,-1(4) + сеф. (h), (g) = 0. 
消除 vlg), 得 到 对 任意 元 素 ge G, 有 
си (фа (в) — (№) (9) +--+ e,—1(00s—i(h) — 4, (В))фь-1(9) = 0 
或 者 
са (1 (в) — Ф. (А) +++ + с 1 (+1 (В) — (А). а = 0. 
根据 归纳 假设 , 有 
ci(Wi(h) — ь(В)) = = с1(фв—1(В) — Ys(h)) = 0. 
但 api (h) — 4 (h) Z 0, 从 而 eí = 0, ЖҮН, 故 结论 成 立 . 
Ж WRR G = F*, 则 定理 13.4.1 中 的 加 ,… , ws 可 作为 F 上 的 线性 变换 时 , 其 线 
性 组 合 
са ++ + Cs—10s—1 + сө» 
也 是 Е 上 的 线性 变换 . 再 利用 wi 保持 乘法 运算 , 可 推出 存在 元 素 g e G 使 得 
сўї(д) 十 … 十 csys(9g) Z 0. 
在 证 明 有 限 域 有 正规 基 存在 之 前 , 先 叙述 线性 代数 中 的 一 个 命题 . 
命题 уда 维 线性 空间 上 的 线性 变换 , 则 % 的 特征 多 项 式 Pr(A) 是 п 次 多 项 式 ， 
并 且 的 最 小 多 项 式 mm(A) 满足 m(A) | Р„(Х\). 
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定理 13.4.2 有 限 域 Fn 在 其 子 域 F, 上 有 正规 基 存在 . 
证 n=1 1, 结论 显然 成 立 . ÚW n > 1. 因为 Fn 在 F, 上 的 自 同 构 群 是 


Аш (Еу) = (id, oç, о, --, өте. п}, 


其 中 ogla) = oq, 对 任意 a € Fyn, id, оч, о2,..., 0? ?, on-1 &С=Е* 8] F* Мп Л 
同 的 同 态 . 根据 定理 13.41, id, oq, 02, ---, 0172, og! 在 Fyn 上 线性 无 关 , 这 意味 着 , о 的 
最 小 多 项 式 т(А) 的 次 数 >п. 

又 对 任意 a € Fyn, 有 on(a) = oq" = а, 这 说 明 o 的 特征 多 项 式 Р,(А) = А — 1. 

根据 命题 , о 的 最 小 多 项 式 т(А) = Р„(А) = А — 1. 

因此 , 存在 一 个 ВЕ Fa 使 得 

(8) = В, (В) = 8", 02(8) = 8*,---, от (8)=8# ‚от (8)=8 _ 

构成 Fyn ХЕ Fç 上 的 基底 . 证 毕 . 

Ë] 13.4.1 Ж Fu = Ps|z]/(z + z + 1) 中 的 生成 元 g(z), 并 计算 g(r), t= 0,1,--- ,14 
和 所 有 生成 元 . 

解 

(i) 对 于 B=z; 有 


В = т, 
P = r, 
Ві = z+1, 
B = азы, 
所 以 B, 8%, 022, 82° 不 构成 一 个 基底 . 
(ü) 对 于 B=z3, 有 
В = а = mi 
P = s = «аа, 
ВА = 22 = 到 十 22 十 7 十 1， 
Вб = 4% = +r, 


所 以 B, 82, 82°, BË 构成 一 个 基底 , 是 正规 基 . 
例 13.4.2 Ж Е» = P,[z]/(z° +z! +13 + z+ 1) 中 的 正规 基 g(z). 
Ж (i) 对 于 B=z, 有 


В = 3 = 5 

# = 2 = m, 

В = 11 = z, 

P = Æ = Attert 

88 = 216 = 16 +116103 +12 фт, 


В? = 132 = т? +z + х° HHT, 
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В = z = т%+т%+хт?+1, 
ВЗ = 2108 = = +26425 ра раза, 


所 以 В, B, PP, PP, P”, P”, 82°, BY 不 构成 一 个 基底 . 
(让) 对 于 B=z+1, 有 


В = s+} 

В = m+I, 

№ = тізі, 

BE = т*%+х%+т, 

pE = х%+хФ+х%+т?+хт+1, 
В = 17426418412 +1, 
B = т®+х3+?, 


BS = штаб аай iah 


所 以 B 8°, BP, BF, B”, B”, B”, 82° 不 构成 一 个 基底 . 


(й) 对 于 8 = 5, 有 
B = 25 = m, 
P = m = рана, 
ВА = 20 = 27 十 2 二 72 二 Z 十 1 
BE = 20 = r++, 
86 = 20 = тї+тї+1, 
8% = x = т, 
В = zx = т'+тї+т%+т, 
6128 = 1180 = 174163121, 


所 以 8, 8°, BP, P>, B”, P”, 8°, 82" 构成 一 个 基底 , 为 正规 基 . 
例 13.4.3 ЖЕ»- Ю[]/(28 +z + z3 + z2 + 1) 中 的 正规 基 g(z). 
Ë (i) 对 于 B=z, 有 


в = e, 

в? ал, 

Ж 

88 = т*%+х%+х?+1, 

86 = az6 十 z3 十 z2， 

В = араа фае, 
В = тва а ча +2 +1, 
028 = s фа? +1, 


所 以 p, 8°, B, 8°, B”, рер”, 82" 不 构成 一 个 基底 . 
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B == = т, 
Ü = 210 = абуаб фай ат, 
pt = 120 = 17 +205 +m +122, 
8 = 20 = 16-45-13 фа, 
B® -а% = ааа +, 
ВӘ = a = glp +25 +2? +2, 
В = 265 = ағ? +15 +m +13 +1? +1, 
608 = 2180 = 15 +22 +12 +=, 
所 以 B, 82, вт, 82, B”, 82°, 82°, 82" 构成 一 个 基底 , 为 正规 基 . 


13.5 ”习题 


(1) Ш zt +22 +1028 Ет] 中 的 不 可 约 多 项 式 , 从 而 F,[z]/(z* + 23 +1) 是 一 个 Ел Ж. 

(2) Ж Е. = F,[z]/(z* +z! + 1) 中 的 生成 元 g(z), 并 计算 g(z)5 %-0,1,-- 14 和 所 有 生 
成 元 . 

(3) 证 明 28 +24 +23 +1 Ра] 中 的 不 可 约 多 项 式 , 从 而 [2] /(28 +z! +z3 +z +1) 
是 一 个 Е» Ж. 

4) Ж Е» = P,[z]/(z8 + 14 + z3 +z + 1) 中 的 生成 元 g(z), 并 计算 g(z)5 t= 1,2,:… ,255 
和 所 有 生成 元 . 

5) 证 明 z8 +27 +22 + 2+1 是 Ет] 中 的 不 可 约 多 项 式 , 从 而 Е [2] / (28 +z! +22 +z +1) 
是 一 个 Fos Ж. 

6) Ж Ез = № []/(28 +z? + z2 +z + 1) 中 的 生成 元 g(z), 并 计算 g(z)t, t= 1,2,… ,255 
和 所 有 生成 元 . 

т) ЖШ Ра] 中 的 所 有 8 次 3 项 和 5 项 不 可 约 多 项 式 . 

8) 构造 49 元 域 Fe. 

(9) 构造 47 元 域 Ел. 

(10) ЖШ Fole] 中 的 所 有 16 次 3 项 和 5 项 不 可 约 多 项 式 . 

(11) 构造 216 ER Ров. 

(12) 求 出 Ffa] 中 的 所 有 4 次 3 项 和 5 项 不 可 约 多 项 式 . 

(13) 构造 34 元 域 Ры. 

(14) 求 出 Fs[z] 中 的 所 有 8 次 3 项 和 5 项 不 可 约 多 项 式 . 

(15) 构造 38 元 域 Fss. 


思考 题 

(1) 从 群 的 角度 来 考虑 有 限 域 Fy. 
@ Е; 是 有 限 循环 群 , 设 生成 元 为 g, № F, = (0) Ú F; = (0)U < g >. 
@ 如 何 求生 成 元 g, 这 里 , 只 涉及 乘法 运算 . 
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(2) 从 Galois 理论 的 角度 来 考虑 有 限 域 F, (q = р"), 
Ф Е, АЮКЕ G = Autr, F, 是 循环 群 , 生成 元 是 Frobenius МЇ o : нат. G 的 
子 群 H 也 是 循环 群 , 生成 元 为 va, 其 中 d= [G : H]. 
© F, 是 自 同 构 群 G = Autr, Е, 的 不 变 域 . 设 H Е G = Autr, Е, 的 子 群 ,  Н 的 不 变 
域 为 By = (z € F | 0(z)= z, Vp € H} = {re Е | 04(1) = z), [E : Fp] = d. 特别 
地 , Ес = (z € F, | o(z) = z) = Fp, Er = (z € Fy | o” (z) = т} = Fç, I НЙТ. 这 
里 , 涉及 群 的 作用 , 以 及 不 变 元 . 

(3) 从 方程 的 角度 来 考虑 有 限 域 Fç (q = р"), 
F, Ë 上 方程 ze" — z 的 根 集合 , ETIR Е Е, БУ в" о 的 根 集合 . = (z € 
Е, | ар“ — т = 0). 特别 地 ， Е, = (z € F | 19 — z = 0), Fç = (z € F | z?" — z = 0). 

(4) 从 线性 空间 的 角度 来 考虑 有 限 域 F, (q = p"), 
ФЕ, Е Fp ER n 维 线性 空间 . 
@ F, fE Е, 上 的 基底 : 多 项 式 基底 , 正规 基 . 
Өс Е, 上 线性 空间 Е, 的 线性 变换 . 
Фо, о?, ,on on 二 了 ,线性 空间 F, 对 偶 空间 的 一 个 基底 . 
© т=о+о? +... +0" но" 是 线性 空间 F, 的 线性 变换 , 叫做 迹 变换 . 这 里 , 涉及 元 
素 的 表示 , 以 及 加 法 和 数 乘 两 种 运算 . 
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141 ”椭圆 曲线 基本 概念 
设 K 是 一 个 域 , 域 K 上 的 Weierstrass 方程 是 


у? + ату + азу = х? + азл? + аат + ав, (14.1) 


уш 


ЕҢ ai, ао, аз, ад, ae € K. 


当 域 К 的 特征 不 为 2 时 , 上 述 方程 可 变形 为 


1 іа луы 2. fi 1% 
у+ сат + саз) == + ди + а Z + 5%143 + а4 T + таз + ав 


2 2 4 
或 
(2y + arz + аз)? = 4z3 + bəz2 + 2bar + be, 
其 中 
ba = а} + 4аз, 
bi = ауаз + 2a4, (14.2) 
be = аў + 4ав. 


当 域 K 的 特征 不 为 2，3 时 , 方程 可 继续 变形 , 有 


1. № 1 1 1 1 
(2y + aiz + аз)? = 4 (e+ ы») + (28 +) (© * ы») + (ë - 60204 + w) 


或 
3 


108? (2у + ат + аз)? = 363 ( + ы») -27с4-36 í: + 5) - 54, 


其 中 
а = Ю—24Ы 
= ali4 十 8al2ao — 24ацаз + 16а2? — 48a4, 
св = —bh + 36664 — 216 (143) 
= —а18 – 12а14ао + 36 ааз — 48 а1?а2? + 72 аад + 144 алазаз 
—64 аз? + 288 азад — 216 аз? — 864 ав. 
并 作 变 换 
1 1 1 
РЕ = =—Х-— 
x= 36 (2+ 56) m= 56 12 


4 1 1 1 1 
Y = 108(2y + ат + аз) y= 5167 29 (5х - т») шы 
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得 到 
У? = ХЗ — IX — 54. (14.4) 


其 判别 式 为 
1728A = с} — с. 


对 于 任意 域 及 , Weierstrass 方程 式 (14.1) 的 判别 式 是 
А = —bšbs — 8b3 — 27b2 + 951456, (14.5) 
其 中 
8- atas 一 ala3a4 + 4азав + аза - аҳ ( i.e. 468 = bobe 一 0). (14.6) 


如 果 直 接 用 ал, ао, аз, аа, ав, ав KIR, 则 判别 式 A 为 


A = -а1бав + а1базал — ајазаз? — 124140246 十 al4a42 
十 8 а1Зазазал + а13аз3 — 8 а1?а2?аз? + 36 а1Зазав 
—48 а1?а2?ав + За1?азад? — 30 а1?аз?ал + 16 ala22asa4 
+36 а1азаз3 — 16 азЗаз? + 72 а1?адав + 144 алалазав 
一 96 а1азад? — 64 аҙ3а6 + 16 а2?а4? + 72 араз?ал 
—27 азё + 288 aoa4a6 — 216 аз?ав — 64 а43 — 432 ав?. 
EX 14.1.1 З Арон, ЖК ЕН 


Е := {(т,у) | Y? + ату + азу = 23 + арт? + аат + ав} U (O), (14.7) 


其 中 a, ao, аз, aa, as € K, (O) 为 无 穷 远 点 , 叫做 域 K 上 的 椭圆 曲线 . 
这 时 ,了 = aa /A НАН E 的 j- 不 变量 , 记 作 ДЕ). 
将 Weierstrass 方程 写成 齐 次 形式 


Y2Z +аХҮ2 + азУ = ХЗ + ao X2Z + а4Х Z? + ав 73, (14.8) 


HEP aj, аз, аз, as, ве К, 则 定义 1 中 的 无 穷 远 点 O 就 是 齐 次 坐标 点 [0 : 1 : 0). 
在 对 域 K 上 椭圆 曲线 E 的 研究 中 , 通常 取 以 下 形式 的 Weierstrass 方程 : 
(1) 当 域 K 的 特征 不 为 2，3 Bf, Weierstrass 方程 为 


у? = 1? Фат +a, Д=-16 (4а +27а2), j= 17287 а. 
(п) 当 域 K 的 特征 为 2 , В. (Е) Z 0 时 , Weierstrass 方程 为 
Y + ту = 23 +аот? +в, А-ав, j=1/a6. 
(її) 当 域 к 的 特征 为 2 , В (Е) = 0 时 , Weierstrass 方程 为 


у? + азу = 23 +аат+, Д = а, j=0. 
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(iv) 当 域 К 的 特征 为 3 , В. (Е) Z 0 J, Weierstrass 方程 为 


2 


у? = 13 + азл? +ав, А=-—а$ав, 


j = —а8 /ав. 


(v) 当 域 K 的 特征 为 3, В ХЕ) = 0 H, Weierstrass 方程 为 


у? = zŠ + аат + ав, 


А--а, 1-0. 


Я 14.1.1 RAA R БУНИН у? = 13-341, -<3<:<3 的 图 示 为 


y 


42 


-4 


ËJ 14.1.2 实数 域 R E 54 db у? = 


y 
3 . 
2 


14.2 ”加 法 原理 


记 作 @. 


Ў E ДЕН Weierstrass 方程 式 (14.7) 定义 的 域 K 上 的 椭圆 曲线 , 定义 E 上 的 运算 法 则 ， 
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运算 法 则 . 设 РОЖЕ 上 的 两 个 点 , 工 是 过 Р 和 Q 的 直线 (过 P 点 的 切线 , ШЖ 
P =Q), R Ë: L5H E 相 交 的 第 三 点 . Wk 1/ EE R ЖО 的 直线 , WJ P o Q 就 是 卫 与 
E 相交 的 第 三 点 . 
定理 1421 马上 运算 法 则 ө 具有 以 下 性 质 : 
(i) PRR LXE + Ж. P,Q, R (32 + F] 69), WJ 
(PeQ)eR=O. 


(1) 对 任意 Pe E, P @ O = P. 
(1) HEŠ P,Q € E, Pe Q = Q e P. 
(iv) 设 Pe, 存在 一 个 点 , 记 作 —P, 使 得 


Pe(-P)= OO. 
(v) 对 任意 P,Q,R e E, № 
(PeQ)eR=Pe(QenR). 
这 就 是 说 , Е 对 于 运算 规则 @ 构成 一 个 交换 群 . 
更 进一步 , 如 果 E 定义 在 K E, 则 
E(K):={(z,y) € K x K | y? + azy + азу = 23 + ат? + аат + ag} U (O) (14.9) 
Ж E 的 子 群 . 
现在 给 出 定理 14.2.1 中 群 运算 的 精确 公式 . 
定理 14.2.2 设 椭圆 曲线 E 的 一 般 Weierstrass 方程 为 
Е := (тә) | Y? + ату + азу = z? + a2? + аат +ав} U {0}. 
(i) ЖР = (т1л) ЖИ Е Ех, Я] 
—P, = (11, и — a171 — аз). (14.10) 
(1) Ж Р, = (ть), P> = (12,2) 是 马上 的 两 个 点 , 且 Ps = (13,3) = P, + P, # О, 
Я] zs, уз 可 以 由 以 下 公式 给 出 : 
T3 = № аА — аз — z1 — 2ə, 
(14.11) 
уз = À(z1i — тз) — а1тз — y1 — аз. 


其 中 


jonn 如 果 тү Z zo, 
22-171 


2 
2 = 
入 371 + 20921 + a4 — аууу | Же =, 
201 + ату + аз 
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证 设 吾 是 由 以 下 方程 
F(x,y) = у? + алту + азу — 13 — аот? — аат — ав = 0 


定义 的 椭圆 曲线 . 
(i) Е P, = (zu) € E, ИЯ —Р,. ГР МО 的 直线 , 则 该 直线 为 


L: т—ту=0. 

将 z= zi КЛ Е(т,у) P, 并 求 关于 y 的 两 个 根 ии. 比较 下 列 方程 关于 一 次 项 y 的 系数 ， 
Е(ж\,у) = (у — i)(u =й) = 2 — (ш +) уй, 
F и = -y1 – ату — аз, 从 而 
-Р, = (zi, -y1 — ату — аз). 
(ii) WZ Р = (21,01), P> = (12, у2) Е Е. 如果 Р, + Р› # O, 考虑 过 已 М P, МН 

L: у= + и. 

Мау 9 то 时, 直线 工 的 斜率 入 为 


х= 
29-171 


当 zi = 22 时 , 直线 Г 为 过 点 Р 的 切线 , 其 斜率 和 为 


_ 311 + 2a271 + аа ац 
2у1 + ат +аз ` 


Ж у= А + р 代入 方程 F(z,y) = 0 Ф, A 


À 


F(x, Аж + и) = —zŠ + (№ + аА — аз)=? + (2 + aru — aa)z + и? — ав = 0. 
МАР, P> 和 Р ЖЕ КМ-Ң Сн, 所 以 上 述 方程 关于 т ЧЕЛ тү, то, тз. 
F(z, z + и) = с(ж — zi)(z — zə)(z — тз). 
根据 根 与 系数 之 间 的 关系 , 有 c= 一 1 Ж 
ту + 12 + z3 = № + ai) — a2. 


因此 , м = yi — Ami, 


T3 = № +À — ao — T1 — 12, 


уз = À(zi — T3) — аута — Y1 — аз. 


证 毕 . 
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14.2.1 ”实数 域 R 上 椭圆 曲线 

实数 域 R 上 椭圆 曲线 及 其 运算 法 则 的 几何 意义 . 

因为 实数 域 及 的 特征 不 为 2，3, 所 以 实数 域 R 上 椭圆 曲线 E 的 Weierstrass 方程 可 
设 为 


Е: у? = z3 +аат + ав, 


其 判别 式 А = —16(4а3 + 272) #0. E fE В 上 的 运算 规则 如 下 : 
设 P, = (41,1), P> = (22,42) 是 曲线 Е ЕКА, О 为 无 穷 远 点 , W 
(1) O+P, = P, +O; 
(2) -Pi = (zi, и); 
(3) ШЖ. Ps = (23,3) = Р, + Р, # O, 


9-7 


тз = X? — zi — ә, =, ШЖ ал # za, 
其 中 (14.12) 
31? + a, 
уз = Му — їз) — y1- д =, WR zi = 22. 


运算 法 则 的 几何 意义 是 : 

设 Р = (21,1), P> = (тә, уо) ЕН Е КИМ ні, О 为 无 穷 远 点 . 

W -P 为 过 点 P, 和 点 O 的 直线 Г 与 曲线 Е 的 交点 , 换 句 话说 , -P 是 点 P, 关于 = 
轴 的 对 称 点 . 

而 点 P, 与 点 P 的 和 Р, + P, = Ps = (тз, уз) 是 过 点 P, 和 点 P; ПН Г 与 曲线 E 
的 交点 R XT z 轴 的 对 称 点 Р, = -В. 

Я! 14.2.1 ЖР = (0,1) = (21,1) Ж В ЖИВА Е: y? =r? +3r +1 05. Ж 
2P = (22, у2), ЗР = (тз, уз), 4P = (ха, уд), 5P = (ть, ув), 6P = (тв, ув), TP = (тт, ут). 


Ж 根据 式 (14.12), 有 
3z? + 44 _ 3 
«= о => 


9 —35 
то = № – 211 = уз = Л(т1 — 12) — у = в 


= —43 
= у-у _ 


22-11 18” 


80 5291 
= №2 р = = == = а = — 
тз = № — T1 — 12 ТЕЛЕ; Àa(zi — z3) — м 720” 
93—11 2281 
м= ==, 
та-11 1260 
—3519 —1852 129 
= А z — 23 = — = =s yas ЕСЕТ ст; 
жа = Аа — 11 — Za = тоңуу) "TME 24) J = 5744000 
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фа = 510681 


% та—тү 54740” 
КЕ _ 13333320 2% _ —48 696 013549 

15 = № 21—14 = оао № = (21 — 25) - И = отб 
хи -348255643 
8 ава: 37238058 ° 

2 2257258249 — мн — т) — = 1146658401987805 
Te = № — #1 — в = 9070276644’ 98 = № (21 — #6) — 91 = 563835007021272 ` 
л, 56 — p. _ 723333490963 
7 тв тр 549812688282” 

49 390 057 276 560 —567 521 666 143 702 121 879 


тт = № т; — T6 = ут = Ат(т1 – 27) – у = 


33327979295 521” 7192 403 724 264 235258319 ` 
Я! 14.2.2 j P = (0,1) = (11,1) Ж В ЕИЖИНАЕ: у? =х%-+3х+Т 的 点 . Ж 
2P = (тә, уз), ЗР = (тз, уз), 4P = (та, у), 5P = (ть, ув), 6P = (тв, ув), ТР = (тт,)т). 
解 根据 式 (14.12), 有 


Зтї+а _ 3 
yaitu? 
2 2 
9 一 35 
==, Y2 = (11 — то) — Y1 = 
A = 122% _ —43 
==, 
29-171 18 
80 5201 
= = = — = == == = 一 -一 
хз = № — zi — T2 517 # Àa(zi — тз) —11 729 ` 
p Bon _ 2281 
“ааа: 1260 
—3519 —1852 129 
= № – ду – тз = — = =@=@ =-———=—. 
ж = М —1—®з = 19600, М (11 — 14) —1д 2741000 
хата 510681 
5— та ар 547407 
a. A2 a, z, — 13333320 — лан — в) и = 24890013949 
Be OE A= paaa Oe UE = OTTOA 
хи _ 348255643 
6 rr 37238058 ' 
сы _ 2257258249 = уу 1146658401 987805 
Te = Ag — T1 — Ts = 9070276644’ We! 46) 91-335 007021272) 
л, 6 — _ 723333490963 
7 тв тл 549812688282” 
a M2 — 49390057276560 Wo —567 521 666 143 702 121879 
т 7216 = 327070205520 07—71 27) YT 192403724264235258319 ` 
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1422 Ж F,(p > 3) 上 的 椭圆 曲线 E 
KAR Fp 的 特征 不 为 2，3, 所 以 素 域 F, 上 椭圆 曲线 E 的 Weierstrass 方程 可 设 为 


Е: у? = 1 + аа ғас, 


其 判别 式 A = —16(4a3 + 27a8) #0. E fE Fp 上 的 运算 规则 如 下 : 

设 P, = (21,91), P> = (тә, уо) 是 曲线 召 上 的 两 个 点 , О 为 无 穷 远 点 , 则 

(1) O+ Р = P, + O; 

(2) -Pı = (21,01); 

(3) ШЖ Ps = (хз, уз) = Pi + P> # O, 

д, 如 果 zi Z 29, 
29-11 

其 中 (14.13) 


32? + 
уз = Маш — 23) — у. х=, ШЖК zi = то. 


тз = А — z1 — 12, 


,上 椭圆 曲线 E 的 阶 为 


en —1 
#(Е(Е,)) =1 +. 人 + (+t) =р+1+ Э (ета) . (шм) 
т=0 т=0 
Я 14.2.3 Я Fir ЕЯЖИНАЕ: у? = za 二 2z 十 3, 求 出 该 椭圆 曲线 的 全 部 点 以 
及 阶 . 
解 根据 式 (14.13), 对 z = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 分 
别 求 出 y. 
т-0, у? = 3 (mod 17)， 无 解 ， 
z=1, y2 =6 (mod 17), ЛИЯ, 
т =2, у? = 15 (mod 17), y=7, 8 (mod 17), 
z=3, у? = 2 (mod 17), у=6, 11 (mod 17), 
т= 4, у? = 7 (mod 17), 无 解 ， 
т-5, y? = 2 (mod 17), z = 6, 11 (mod 17), 
т =6, y? = 10 (mod 17), 无 解 ， 
т= 7, у? = 3 (mod 17), 无 解 ， 
т = 8, у? = 4 (шой 17), у= 2, 15 (mod 17), 
z=9, у? = 2 (mod 17), у= 6, 11 (mod 17), 
т = 10, у? = 3 (mod 17), 无 解 ， 
т = 11, у? = 13 (mod 17), у= 8, 9 (mod 17), 
т = 12, у? = 4 (mod 17), у= 2, 15 (mod 17), 
z = 13, у? = 16 (mod 17), у = 4, 13 (mod 17), 
т = 14, у? = 4 (mod 17), у= 2, 15 (mod 17), 
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z=15, у? = 8 (mod 17), z = 5, 12 (mod 17), 
z = 16, у? = 0 (mod 17), у = 0 (mod 17). 


椭圆 曲线 的 阶 为 
17-1 
#(E(F17) =17+1+ У (==) =22. 
т=0 


例 14.24 Ж Е: ARH E: у = r? +22 +3 上 的 点 P = (2,7), Q = (11,8). 
R P+ Q = (13,3), 2P = (4,0%), АР = (25,05), 8P = (16,0), 10Р = (гт,ю), ПР = 
(=з, ув), 22Р. 

解 5 z =2, у = 7,1 = 11, 8, ША = 2 2, 


то — 11 
za = № — zi — zo = 8, уз = А(21- тз) — yı = 15. 
3z? + ал 
A= = ЕТ, 
Б 2 
та = №-211 =14, y4 = №(11 — T4) - и = 15. 
2 
№ = 3219414 
24 
z5 = № – 224 = 15, ув = Аз(та — zs) — y4 = 5. 
2 
Неь = 15, 
205 


тв = № — 215 = 8, ув = Ла(т5 — ze) — ys = 15. 


жт = № — za — тв = 12, ут = Às(z4 — тт) — y4 = 2. 


-H-n 
21-121 


Ав = 8, 


zg = № — zi — zz = 16, ув = Лв(т1 — 28) — уу = 0. 


因为 过 点 11Р = (тв, ув) = (16,0) 的 切线 垂直 于 z 轴 , 所 以 22Р = 2(11P) = O (无 穷 
远 点 ). 

| 14.2.5 Ж Fir AMAHA E: у? = 13 十 3z 十 1, 求 出 该 桶 圆 曲 线 的 全 部 点 以 
及 阶 . 

№ 根据 式 (14.13), 对 z = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 分 
别 求 出 y. 

т-0, y? = 1 (mod 17), y=1, 16 (mod 17), 

z=1, y? = 5 (mod 17), Ж, 

т =2, у? = 15 (mod 17), у= 7, 8 (mod 17), 
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z=3, у? = 3 (mod 17), 无 解 ， 
т-4, у? = 9 (шой 17), y=3, 14 (mod 17), 
т-5, у? = 5 (шоа 17), Ж, 
z=6, у? = 14 (шой 17), EH, 
2 = 7, у? = 8 (шой 17), у= 5, 12 (mod 17), 
т = 8, у? = 10 (mod 17), Х/Я, 
z=9, у? = 9 (mod 17), у= 3, 14 (mod 17), 
т = 10, у? = 11 (тоа 17), 无 解 ， 
т= 11, y? = 5 (шой 17), Ж, 
т = 12, у? = 14 (тоа 17), 无 解 ， 
т = 13, y? = 10 (той 17), 无 解 ， 
z = 14, y? = 16 (mod 17), у= 4, 13 (тоа 17), 
т = 15, у? = 4 (mod 17), у= 2, 15 (mod 17), 
т = 16, у? = 14 (тоа 17), 无 解 . 
椭圆 曲线 的 阶 为 
17—1 
#(E(F17)=17+1+ > (=) =15. 
т-0 
Я 14.2.6 Ж Ет ЕНИНАЕ: у? = 13 +3r+1 ЕШ P = (2,7). Ж 2P = 


(22, уз), 3P = (тз, уз), АР = (та, у), БР = (15,05). ӨР = (тв, ув), ТР = (тт‚ут), 8P 
(тв, уз), ЭР = (гө,), 10Р = (110,10), ПР = (ти.уи), 12Р = (212,912), 13Р 


(213,913), 14Р = (214,94). 


E © z =2, у = 7, A= 
= 32 Pes 
тә = № — 211 = 4, 
M= CM is, 
12 — 11 
тз = № — т — 12 = 15, 
2 
ystu y 
2y2 
та = № — 212 = 9, 
N= 
14 — 11 
— 2 = 
25 王 外 一 21 一 24 一 7 
м = ##=# ә, 
T4 一 IT2 


3z? + ад _ 
2 


12, 


уз = №(21 — 12) – и = 3. 


уз = Аз(т1 — 23) - и = 2. 


ya = Ла(т2 — та) — уо = М. 


Ys = Às(z1i — 15) — y1 = 5. 


ув = Ав(т2 — тв) — y2 = 16. 
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X = 


Аз = 


№ = 


A10 


Хи 


Хо 


А1з 


Ха 


最 后 , 14Р = —P, 15P = О (无 穷 远 点 ). 


96-0 
16 - 11 


=4, 

тт = № — zi — Te = 14, 

324 + a4 = 
2м 7” 

тв = № — 254 = 14, 


Ув — Yı 
18 — 11 


= 4, 


T9 = № — т — 18 = 0, 


в-ю -12， 
Tg — Т2 


= № = 
210 = Мо — T2 — 18 = Т, 


yo- _ 


T10 — T1 


2 
хи = М — T1 — T10 = 9, 


ом _ 15, 
T8 — T4 


тз = №. — та — 18 = 15, 


yı2 — 1⁄1 = 
T12 — T1 


2 
213 = Мз — 21 — T12 = 4, 
012 — 00 
= 10-0 = 15， 
212 — T2 


2 
214 = А — 22 — 112 = 2, 


ут = Ат (11 — хт) — y1 = 13. 


ув = Ав(т4 — тв) — y4 = 4. 


уо = Лэ(т1 — 29) — у = 1. 


о = №10(22 — то) — y2 = 12. 


уп = Ли (21 — ти) — и = 3. 


лэ = M2(T4 — 212) — y4 = 15. 


үз = А1з(21 — 213) — y1 = М. 


Jia = Ам(тә — 214) — уо = 10. 


下 面 是 群 < P > 中 点 的 分 布 图 , 如 图 14.1 所 示 . 


例 14.2.6 图 
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例 14.2.7 ЖР = (5,4) = (11,1) Ж Ға MAHA E: у? =r +32 +1 的 
P 生成 的 群 < P >. 


Ж 根据 式 (14.4), 有 


Z3 十 a47 十 a6 


р-і 
жЕ) =p+1+ 3 ( 

т=0 
ЕР = (ть, ук). 根据 式 (14.13), 有 


3x2 
+t 


1 
2y1 I 


то = Аў — 27; = М, 
Зе У — у = 21 
Ñ = У-л = 22 


х=й =i 


EELA =й 


25-121 
йы анары 
тв = № — T1 — T5 = 0, 
w- 3 
16 — 21 
=Й ga == 
тт = № — T1 — Z6 = 4, 
в == 6, 
21-171 
р ж =@ = 
тз = № — T1 — 17 = 4, 
м2 #201 
Tg — T1 
= = 
то = Ло — 21 — 28 = 0, 
9- У1 
мо = 290 = 8, 
29-171 
210 = Аду — 21 — то = 13, 
Жы ЕТ 
20-171 


2 
zu = А — 21 — mio = 11, 


p 


уз = №(21 — T2) — уу = 21. 


уз = Аз(т1 — 23) — y1 = 13. 


ya = Ла(т1 — z4) — д = 13. 


Ys = Ль(т1 — 75) — yı = 11. 


ув = Ав(т1 — тв) — у = 1. 


ут = Ат(т1 — хт) — yı = 10. 


уз = Аз(т1 — тв) — yı = 13. 


уо = Ло(т1 — то) — yı = 22. 


Зло = А10(21 — 210) — y1 = 12. 


yu = àu (71 — 211) — yı = 10. 


) 23 十 1 一 9= 15. 


352 第 14 章 椭圆 曲线 


Хш- шел 22, 
їп 一 Z1 


түз = М -21 -21 一 8， H = Mə(zi — zi2) — и = 10. 


A = 2-0 =, 


T12 — 21 
түз = Аз 一 z1 — 210 = 14, уз = MXla(zl — 213) — y1 = 2. 


13 — 1 
Na ВЕ, 
T13 — T1 


ти = Ма — Zi —213= 5, ум = Ма(т1 — 213) - и = 7. 


мв = #41 — o, (взу) = O. 
та-ті | 
下 面 是 群 < P > 中 点 的 分 布 图 , 如 图 14.2 所 示 . 
25% 


Е 142 Я 14.2.7 图 


Я! 14.2.8 Ж Р = (5,8) = (т, и) Ж F> 上 椭圆 曲线 E: 好 =z3 十 3z 十 7 的 点 . ЖА 
书生 成 的 群 < P >. 
Ж 根据 式 (14.14), 以 及 对 应 的 Legendre 符号 ， 


т 0 1 2 3 45678910 Ш 


(“Чезгін)|-1|-41|-41|-41|-4|1|-,1|-4|1111|-1 


т 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 


(«“-агін)|0|1|-1|0|-111|-10|-1|11/1 


13 + аат + ав 
p 


p—i 
ж) =p+1+ > ( ) 23+1-4=20 
т=0 
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以 及 
Е(Е,) = {0, (5,3), (5,20), (7, 7), (7, 16), (9,2), (9,21), (10,5), (10,18), (12,0), (13,9), (13,14), 
(15,0), (17,7), (17,16), (19,0), (21,4), (21, 19), (22,7), (22, 16)}. 


(i) Р = (5,3) = (21,01). É КР = (ть, уь). 根据 式 (14.13), 有 


то = Аў — 2т\ -21, р = Aə(zi— 22) — yı = 19. 


Z2— 11 
жа = Аф -1:-22=21, уз = Aa(zi — 23) -и=4 
N = Уз — у = 13, 
13—11 


та = А] —ту—тз=5, = (11 — 14) – и = 20. 


(ii) R P = (7,16) = (21,91). В kP = (ть, ук). 根据 式 (14.13), 有 


2 
入 三 
2и 
то = № — 241 = 21, y2 = Лэ(т1 — 12) — yı = 19. 
мен =, 
22-11 
та = №-1:-22=13, gs = Aa(zi — 23) -и=9 
A = M: аҙ, 
23-171 


та = № — zi — za = 5, y4 = (т — 14) - и = 20. 


ww 


15 = № -z1 —14=15, у = js(zi-— 25) - и = 0. 


тв = № — Zi —Zs = 5, ув = (21 — 16) — и =3. 


i= =18, 
26-11 
27 = № — 1—16 = 13, и = (21 — 21) и = 14. 
= И = 15, 
27 = 11 


тв = № — T1 27 = 21, ув = Ав(21 — 28) — yı = 4. 
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zo = № — zi — zg = 7, уо = A(T — то) -yı = 7. 


(їй) IR Р = (9,2) = (21,01). 设 ЕР = (zk, ук). 根据 式 (14.13), 有 


3л? 
№ = арын ‚ 
2 
To = М2 -2гі-21, р = Аә(тү—то)—1д = 19. 
E ір 
12—11 


23 = №1: -22=22, уз = Óa(zi — тз) — и = 16. 


M= 11, 


та=АЙ—ту—тз=5, y4 = (T1 — T4) — и = 20. 


№ Уа у т, 


24 = 11 
т.-А-л1-14-12, у = (21 — 25) -yı = 0. 
%- У5—У1 -7, 
25- 11 


тв = А — ту —175 =5, ув = Ав(т1 — 16) - у =3. 


№ y-n 17, 


16 — 11 
ат = № — ту — 16 = 22, ут = №(21 — zç) — и = 7. 
ИИ а. 
17—11 
тв = № – тр –17 = 21, ув = Ав(х1 — 18) — yı = 4. 
у= Н 4. 
T8 — T1 


то= № — 1) — zg =9, у = №(11 — 10) — yı = 21. 


注意 到 3(7, 16) + (9,2) = (13,9) + (9,2) = (17,7). 
(iv) ДК P = (17,7) = (z1,y1). ЕР = (ть, ук). 根据 式 (14.13), 有 
2 За? + а4 


№=——=3 
2л ? 


ту = №211 =21, у = Ajo(zi — T2) — и = 4. 


тз = № — zi —zə = 10, уз = Аз(т1 — тз) - yı = 5. 
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A = 22 —20, 
£3 — 11 
z4 =) -t —za=5, = (11 — 14) - и =3. 
A= Ш — 8, 
Z4— Т1 
£s = № — zı -14=19, 5 = As(zi— zs) - и = 0. 
В g. 
15 — 11 
16 =X -zı -15=5, ув = Ав(т1 — тв) — у = 20. 
М-Ж YE 20, 
16-11 


тт = № -а1-1в = 10, ут = Ат(11 — £7) — уу = 18. 


тв = № — T1 —17=2], ув = (21 — T8) — yı = 19. 


то = № — 11 — zg =17, уо = (21 — хо) — yı = 16. 


14.2.3 Ш Р. (n > 1) 上 的 椭圆 曲线 E, (Е) #0 
НЯ Fon 的 特征 为 2, НИЛ F>, 上 椭圆 曲线 Е 的 Weierstrass 方程 可 设 为 


E: у? + ту = zŠ + a22? + ав. 


Е 在 域 Е» 上 的 运算 规则 如 下 : 
W P. = (21,91), P> = (тә, уо) 是 曲线 Е 上 的 两 个 点 , O 为 无 穷 远 点 , 则 
(1) O+P, = P, +O; 
(2) -Pı = (z, zi + 1⁄1); 
(3) ШЖ. Р» = (za, 3) = P, + P2 Z O, 


_ + H 
БЕРЕКЕГЕ ата S 
其 中 (14.15) 
2 
zit 
уз = А(а + їз) + Z3 + y1- 入 = 21и, ШЖ z1 = z2. 
1 


Я 14.2.9 Ж Е» = Foft]/( +t +È + + 1). 设 Е» КӨШ 
Е: у +т-у=1 +z2+1. 


H P = (È +1,07 +16 +15 +13 +t? +t). 计算 -Р, 2Р\,ЗР\,АР\,5Р,. 
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ҚЫ 设 点 ЕР, = (zk, uk), 则 

(1) № = (кї +л)/ж =É +P +t+1 

тә = Аў + № +11 +11 +1ЕЙ +В + +В 

уз = № (zi + тә) + тә +y = +16 +S + + ËB. 
(2) Аз = (y2 +) (то +21) =t +t +t? + t +1; 

та = № + № +: +52 +1ЕЙ + +++ +1; 
уз = Аз. (21 +13) +аз+и = 7 + +f + 1. 

(3) № = (22 +12) /12 = tê +t + + 2; 

за = М + № + 22 +22 51-17 16-1; 

и = №: (zə + 24) + 24 + po = +В. 

(4) às = (y4 + ул) / (за +21) = t + 1; 

тз = № + А+ 11 +14 +1=1+Й; 

Ys = № (21 +25) +15 +y ЕЙ ИЕН. 

(5) № = (ys + л)/(® +21) = @ +1; 

ze = № + № +11 +15 +1=1+й; 

ув = №. (zi +26) + 26 Ни =t +t +I +t+1. 

(6) № = (в + л)/(тв +21) = +5 

жт = + № +11 +16 +1=1+й; 

ут = №: (тү + хт) + т + и =t +t +t +t+1. 

(T) № = (ут +) (ат + ху) = @ +1; 

gs = № + № +11 +21+1=1+й; 

ув = Ав · (21 + 28) + 18 +y, =t +t +t +t+1. 

(8) № = (в + л)/(жв + = 00 01; 

To = № + № +11 +18 +1=И+В+И+Р+Е 

0 = №: (21 + то) +29 + и ЕВ +Ë +U +t +t. 
(9) Mo = (w +л)/(ж +) = HHPH 
210 = Xi + №о + 11 + 10 +1 
о = №о (21 + 210) + T10 +y1 =t + +t. 

(10) Мі = (y10 + и1)/(210 +21) =t +t +t +t? + 1; 
жү = Ай + Аи +21 + тю Hl =t + +Ë +t; 

уп = Аи: (21 +2) + + =t Htt +Ë. 
(11) №2 = (ип +) (и + 21) = t8 + t + fŠ +tŠ; 
түз = № + о +11 + ти + 1 = t6 +В; 

зә = №2 - (zi + 212) + 212 Hy ЕВЕ +t. 
(12) Ха = (ә + 1) /(212 + ту) =t + tt + 1; 

түз = Мз + Аз + 1 + 212 +1=И+8+Й +5 

Yi3 = Аз: (21 + 213) + тізі = В ЕТ. 
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(13) Аза = (a+ 1) / (213 + ту) =t +t? +t+1; 

ала = №, + Ма +11 +113 + 1 = 07; 

уа = Ла: (21 + та) +та+ =t tE +Ë +t. 

(М) №5 = (ум +) (та +21) =t + +t +t; 

215 = №5 + №5 +21 +ти+1=1; 

Yi = А: (21 + 215) + 215 + ЕЙ +t + +Ë +t. 

ËJ 14.2.10 Ж F, = Foft]/( +#+1). 设 F; 上 的 椭圆 曲线 


Е:у+т-у= z +12 +1. 


设 点 Р, = (t,t?) = (t,t? +t+ 1) Я ЕЕ») 的 生成 元 , Ж Е(Ез) 上 的 所 有 点 . 
Ж ILE ЕР = (гь, ук), М 
(1) № = (21+) /11 = 2; 
то = № + Л + 21 +11 +1=t+ l; р = №: (£1 + тә) + то + = 0. 
(2) Аз = (v2 +) / (12 +) = +t+1; 
23 = № + Аз +21 +12 +1 = 0 уз = lg- (21 +23) Баз +y ЕР +t+1. 
(3) № = (25 + 92) /22 = t + 1; 
та = М + М + тә + 12 +1Е В +t+ 1; = №. (22 + та) + z4 +y = 0. 
(4) às = (иа и) / (4+2) = Ë + 1; 
т = № + № +: +14 +1=Й +t; ys = №. (жї +15) +25 + и =Ё+1. 
(5) № = (ys +31)/(т5 + 21) = 1; 
тв = № + Ав +11 +15 +1= +1; ув = А: (zi + 16) + 16 + и = 2 +1. 
(6) № = (ув + y1)/(z6 +21) = t + 1; 
тт = № + Ат + z1 +16 +1=0; ут = А: (£1 +17) Бат + =1. 
(7) № = (ут 1) / (ат + 11) =t+1; 
тв = № + Ав + T1 + zz +1= + 1; ys = Да. (£1 + 18) + zg + T = 0. 
(8) № = (ув + и1)/(28 +21) = 1; 
то = № + № +11 +128 + 1 = 2 + t; уо = №: (21 + то) + z9 + и = 2 + 1. 
(9) Ао = (yo + y1)/(z9 + тз) = 2 + 1; 
210 = №0 + №0 + 21 + 20 +1= +Ё+1; yio = Ao: (21 + 210) + 210 +y = Р+Ё+1. 
(10) Ли = (уо + 91) / (10 4-21) = 0; 
хи = Аў + ia +21 +210 +1=Й; уу = Аи (71+ 1) ти и =t+1. 
(1) Ао = (у +) /(ти +2) ЕР +t+1; 
түз = №5 + №2 + 11 + та + 1 =t+ 1; 912 = Мо: (zi + 212) +112 Ни = t+1. 
(12) Ха = (y12 + 1) /(212 + ту) = 2; 
213 = Айз + Аз + 11 + 112 + 1 = t; лз = Аз: (£1 + тз) + 213+ = Ë + 1. 
(13) Аа = (лз + 91) /(х1з + z1) = оо. 
域 Ез» (n > 1) 上 的 椭圆 曲线 E, ДЕ) #0. 
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因为 域 Бұл 的 特征 为 3, 所 以 域 Fan 上 椭圆 曲线 E BJ Weierstrass 方程 可 设 为 
E: у? = T? + азл? + ав. 
ЕТЕ Ез 上 的 运算 规则 如 下 : 
W Pi = (zi, 11), P> = (тә, уо) 是 曲线 Е 上 的 两 个 点 , O 为 无 穷 远 点 , 则 
(1) O+P, = P, +O; 
(2) -Pı = (21, —y1); 
(3) 如 果 Ps = (za, ya) = Pi + P, #0, 


тз = А — ту — T2 — ад, A= BOn 如 果 ті Z 12, 
Zə— 11 
其 中 (14.16) 
_ 371 + 2a272 Е 
уз = Ма — 23) — 1. л ш: 如 果 тү = zo. 


14.3 ”有 限 域 上 的 椭圆 曲线 的 阶 
设 K = Жа-р 元 有 限 域 , Е 是 定义 在 F, 上 的 椭圆 曲线 . 当 p > 3 WF, 其 
Weierstrass 方程 为 
у? = 23 + аат + ав. 
Яя, F, 上 的 椭圆 曲线 E ФКК #(E(F.)) < 24-+1. 事实 上 , 对 每 个 > € Е, 至 多 有 两 
个 ye Fy 使 得 Р(х,у) Е Е, 再 加 上 无 穷 远 点 O, 有 #(E) < 2]Е| 十 1= 2q+1. 
现在 考虑 F, 上 的 椭圆 曲线 Е 上 的 映射 . 


о: Е. — Е, 
(ғ) — (44,7) 
о = о 


p ШИ д КУЕ Frobenius 映射 . 易 知 , р ЖЕ Е E, 且 保 持 群 的 运算 法 则 . 这 就 
是 说 , р 是 Fy ЕЕ 的 群 同 态 , 因此 , ф 又 叫做 4 次 其 Frobenius 自 同 态 . 

Frobenius 自 同 态 p 与 其 迹 (trace) 在 椭圆 曲线 的 研究 中 起 着 重要 作用 . 它们 通过 以 下 
方程 联系 : 


42 — [йе + [4] = [0], 
也 就 是 , 对 椭圆 曲线 Е 上 的 任意 点 = (х,у), 有 
EË, у) — (8029,09) + 4 (ау) = О. 
此 外 , 有 
#(E(F))=q+1-t. 
第 一 个 关于 Е(Е) 的 阶 的 逼近 估计 是 由 下 面 的 Hasse 定理 给 出 的 . 
定理 14.31 (Hasse) Ж E 是 定义 在 F, (q = p", 了 素数 ) 上 的 椭圆 曲线 , 则 椭圆 曲线 
Е ЕЕ #(Е(Е,)) 满足 


I#(E(F,)) — (a + 1)| < 29. 
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144 重复 倍加 算法 


本 节 讨 论 n 倍 点 nP 的 计算 . 
将 写成 二 进 制 : 


т = по + 112 + п222 +. nia) 十 152 十 .十 mAK_2282 + ть 128—1, 


其 中 n; є {0,1}, і-0,1,---,Е-1. 


nP=noP+ni2P+nə22P +--+ т_12 Р +n 2 P +: --+nk-22F-2Pp + ть -12F-1P. 


nP =noPo +n P, +noP; +-+ + nk-2Pk-2 +пь—1Рь—\. 
29 


(0) ИЖ Po = Р Ж Qo = noP.. 
(1) ИЖ Р, =2А K Qi = Qo + mP. 
(2) ИЖ P, = 2P) № Q> = Qi + тр). 


(i 一 1) 计算 Pi-1 =2 Ж Qi-1 = Qi-2 + тъ-1Р;-1. 
(i) ИЖ Р,=2Р,_, 及 Qi = Qi-1 +тР,. 


(k 一 2) ИЯ Р.о = 2Pp-3 Ж Qk_2 = Ок-з +пь 2Р2. 
(k—1) 计算 及 -1 = 2Pp-2 № Qk-1 = Qk-2 + nk-1Pk-1. 


令 Р, = 28Р = (ть, ук), k =0,1,2, 由 及 =2P 1, 得 到 


_ 3тк-1°+а4 
№= Зу,-: › 


ть = № — 214-1, ук = №(ть-1 — Tk) — Yk-1- 

再 令 Qk = Ок-1 + пьР, = (uk, uk), К=1,2,... 得 到 
Ак = (0-1 — ук) /(иь-1 — ть). 

if (пк > 0) then uk = А2 — uk-1 — Xk; 

ук = Ак(\к—1 — uk) — Ук—1; 

else uk = Uk_1, Ук = Ук-і end И; епа do; 


Я 14.4.1 p = 100823 是 一 个 素数 ,有限 域 Fp = Z/pZ 上 的 椭圆 曲线 点 群 
E(Fp) = {(т,у) | € Fp x Fp, у’ = 23 +32 +7} U {0}, 


|E(Fp)| = 100482 = 2 - 3 - 16 747. 
E(F,) 的 生成 元 为 Po = (1,8811). ога(Р)) = 100482. 因而 , P = 6P) = (62046, 14962) 
的 阶 为 素数 16747. НЯ 1007P. 
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т = 1007 =1+2+22 +23 + 25 + 26 + 27 + 28 +29. 


по = 1,711 = 1,12 = 1 пз = Ь па = 0, п5 = 1, пв = 117 = 1,78 = 1, по 
(0) 计算 Po = P = (62046, 14962), № Qo = Р» = (62046, 14962). 

(1) ИЯ P, =2АВ = (79956, 69266), 及 Q1 = Qo + Р, = (10232,99 402). 
(2) ИЯ Р =2Р = (18004, 60305), 及 Q> = Q1 + P; = (77066, 35653). 
(3) 计算 Р» = 2P> = (71409, 96 128), Ж Оз = Q> + Рз = (98956, 33961). 
(4) 计算 P, = 2Ps = (88114, 449), № Q4 = Оз = (98956, 33961). 

(5) 计算 P; =2Р = (83127, 15384), 及 Qs = Q4 + P; = (72985, 39118). 
(6) 计算 Ps =2Р = (74848, 74 692), 及 Qe = Qs + Ps = (53181, 78296). 
(7) 计算 P; = 2% = (32021, 39593), 及 Q; = Qs + P; = (53704,97 059). 
(8) ИЯ Ps = 2P; = (78143, 43796), 及 Qs = Q7 + Ps = (43906, 14791). 
(9) 计算 Po = 2Ps = (94069, 18 649), ЖО» = Qs + Po = (80726, 17229). 


例 14.4.2 p = 359 是 一 个 素数 ,有 限 域 Fp = Z/pZ, 上 的 椭圆 曲线 点 群 


E(F,) = {(z,y) | € Fp x Fp, у? = 1° +32+7}0{0}, 


|E(Fp)| = 395 = 5 - 79. 
E(F,) 的 生成 元 为 P = (1,27). ord(Po) = 395. 计算 5P, ТӘР, 395P. 


(i) 


计算 5P 


n=79=1+22. 


по = 
(о) ў 
0); 
(2) ї 
(й) 


1, па = 0, по = 1. 

Р = Р = (1,27), Ж Qo = Px = (1,27). 

Ж. P, = 2P = (162,354), № О: = Qo = (1,27). 

НЯ Pa = 2P, = (7,33), № Q2 = Q1 + P, = (352,340). 
计算 79P 


п=79=1+2+22 +23 + 26. 


то = 


1,пу = 1, по = 1, пз = 1,4 = 0, n = 0, тв = 1. 


(0) 计算 Po = Р = (1,27), Ж Qo = Px = (1,27). 

(1) 计算 Р, = 2P) = (162,354), 及 О, = Qo + Р, = (92,194). 
(2) 计算 P, =2Р = (7,33), № Q2 = Q1 + P> = (126,316). 
(3) 计算 Ps = 2р = (6,263), № Оз = О» + Р = (19,183). 
(4) НЯ Р, = 2P; = (95,355), № Q4 = Оз = (19, 183). 

(5) 计算 P; = 2P, = (316,147), № Qs = Ол = (19,183). 

(6) 计算 Ps = 2P; = (290,146), № Qe = Qs + Ps = (160, 80). 


(ін) 


计算 395P 


т = 395 =1+2+ +23 + 27 + 28 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1,1. 


то = 


1,т = 1,по = 0, тз = 1, n4 = 0, ns = 0,76 = 0, пт = 1, ng 


(0) ИЯ P, = Р = (1,27), 及 Qo = № = (1,27). 
(1) 计算 P, = 2Ь = (162,354), Ж Q1 = Qo + Р, = (92,194). 
(2) ИЯ Р = 2P; = (7,33), № Q2 = Q1 + Р = (92,194). 


1. 
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(3) 计算 P3 = 2P, = (6,263), Ж Qa = Q> + Р, = (298,180). 
(4) ИЯ P, = 2Р, = (95,355), № Q4 = Qs = (298,180). 

(5) 计算 P; = 2Р, = (316,147), Qs = Ол = (298,180). 

(6) 计算 Ps = 2P; = (290, 146), № Qs = Qs + Ps = (298,180). 
(T) 计算 Pr =2Р = (79,221), Ж Q+ = Qs + P; = (166,351). 
(8) 计算 Ps = 2P; = (166,8), Ж Qs = Q7 + Ps = O. 


14.5 “习题 

1) ЖЕ, 上 所 有 椭圆 曲线 的 阶 . 
(2) Ж Ба 上 所 有 椭圆 曲线 的 阶 . 
3) Ж Fos 上 所 有 椭圆 曲线 的 阶 . 
4) Ж Е» 上 所 有 椭圆 曲线 的 阶 . 


思考 题 

1) 如 何 描述 椭圆 曲线 群 的 运算 规则 ? 

(2) 如 何 计算 椭圆 曲线 群 的 阶 ? 

3) 编程 实现 F, 上 椭圆 曲线 群 的 加 法 运算 . 如 何 提高 运算 效率 ? 
(4) 编程 实现 Fon 上 椭圆 曲线 群 的 加 法 运算 . 如 何 提高 运算 效率 ? 


Шізе AKS 素性 检验 


2002 年 印度 数学 家 Мапіпага Agrawal, Neeraj Kayal, Nitin Saxena 给 出 了 一 个 是 否 为 素 
数 的 判别 法 则 , Daniel J. Bernstein 给 出 了 一 个 简洁 的 证 明 . 这 些 证 明 对 非 数 学 工作 者 仍然 有 
些 困难 , 本 书 试图 借助 所 讲 的 数学 知识 , 给 出 一 个 可 读 的 证 明 . 
定理 15.0.1 设 a 是 与 也 互 素 的 整数 , Дражи 
(z — а)? = (2? — а) (mod р). 


证 对 每 个 0<i<p, 有 
р-і 
=a => ш> (% zi (—a)P-i + (-а)Р. 


WR p 是 素数 , W p| (F), O < i< p. 因此, 结论 成 立 . 
反 过 来 , ШЖ p 是 合 数 , 考虑 р 的 素 因数 q, 设 Фр, 根据 例 1.5.7, 有 gr (>), B 
(4Ё,а) = 1, 因此 , zq 的 系数 模 р 不 为 零 . ХВ, (x-a)? — (aP —а) 就 在 Е, EPERE. 证 毕 . 
定理 15.0.2 (Manindra Agrawal, Neeraj Kayal, Nitin Saxena) 设 п 是 一 个 正 整数 . 设 q 
和 7 是 素数 . 设 S 是 有 限 整数 集合 . 假设 
(i) gq 整除 7 一 1; 
(ii) n (r-D/q (mod r) Я (0,1); 
Gii) (n,b— W) =1 对 所 有 不 同 的 bb e S; 
G) (а) > нм, 
(У) ÆI 2/п2 [=] Ф, 对 所 有 的 be 5, 都 有 
(2+ b)" = 2" +b (шой z” — 1), 
п. 
证 将 分 成 一 些 段落 证 明 . 
(а) 根据 假设 (ii), 可 找到 n 的 一 个 素 因数 p 使 得 pe-D/9 (mod r) g {0,1} (Ø 2.1.17) 
(b) 根据 (у), EIR Р, |=] 中 , 对 所 有 的 be S, 都 有 
(z +b)" = z" + b (mod z" — 1). 
应 用 例 10.4.9, (ЕЖ Fala] P, 对 任意 i>0, 有 
(2+ 0)" = z" + b (mod z" — 1). 
(с) 因为 ріп, 所 以 在 环 Fy[z] 中 , ХИЕ í > 0, 有 
(z+ ы” =x" +b (mod z” — 1). 
根据 定理 10.3.2 和 定理 2.4.2 (Fermat 小 定理 ), (ЕЖ Fy[z] 中 , 对 任意 i> 0,120, 有 


(z+ ы” шат” +b (mod 2” — 1). 
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(d) 考虑 乘积 nipi, 0 < í < [Vr],0 < j < [Vr], ER nip < п?" . 
这 里 共有 (V+)? > r 对 ij) 因此 ,存在 不 同 的 数 对 (i,j), (kl) 使 得 тірі = 
пері (mod r). i t= nipi Ж u = nkp!. (ЕЖ Е] Ч, 有 (ИМЯ 11.4.3) 


zt + b = z" + b (mod z” — 1). 


进而 
(2+0) = xt +b = z" +b = (z +b)" (mod z” — 1). 
— 可 分 解 为 次 数 为 d = ord, (p) 的 不 可 约 多 


а" 
了 一 


(e) 根据 定理 13.3.5, 在 Fp Е, 多 项 式 
项 式 的 乘积 . 因此 , 有 


p = 1 (mod r). 


但 由 (a), 又 有 
р" 0/9 Z 1 (mod r) 


和 (根据 定理 2.4.2 (Fermat 小 定理 )) 
рг” = 1 (шой r). 


因此 , 有 
dr-1= 7, А. 
从 而 (4,9) #1. {Н q 是 素数 , 得 到 аја, 即 不 可 约 多 项 式 的 次 数 d= ord, (p) > q. 

(f) 现在 在 有 限 域 Elz]/h 上, 对 任意 be 5, 有 (z + b)t = (z +b)u. 注意 到 z+ b € 
(Fp[z]/h)*, 因为 degh > q > 2. 定义 G H (z+ b| be S) 生成 的 (F,[z]/h)* 的 子 群 , 则 对 任 
ЖОЕС, gt =". 

(g) G 至 少 有 (HZS) 个 元 素 , 特别 地 , 有 元 素 Пее, Ye < 9 一 工 事实 上 ， 

bes b 
根据 假设 条 件 (ін), 不 可 约 因子 z + b 的 差 (z +b) — (z +) = b — V 5; n 是 互 素 的 , 所 以 
z +b 在 Fp 中 是 不 同 的 , 而 且 , 乘积 [ [ ze + b)% 在 Fslz] 中 是 不 同 的 . 这 些 乘积 的 次 数 小 于 
bes 


q. 因此 , 小 于 degh, 这 样 , 它们 模 h 仍 为 两 两 不 同 的 . 
(h) G 是 域 的 有 限 乘 子 群 , 因此 , 其 有 阶 为 ЖС 的 元 素 g, 但 


lt щ < п < C | <#G 


及 gt = g". 因此 , 4 t =u 时 , nip = пЁр!. ШЖ i = k, WJ pš = р, ХВЕ, (i,j) = (k,D, F. 
因此 , n Жер KITE. 证 毕 . 


附录 А 三 个 数学 难题 


(1) 大 整数 因数 分 解 问题 : 
O 给 定 两 个 素数 p, а, 计算 乘积 pq4= 很 容易 ; 
O 给 定 整数 mw Жо 的 素 因 数 p, q 使 得 п = p- q 非常 困难 . 
例如 : р = 20000 000 000 000002 559, 4 = 80 000000000000001 239 是 两 个 安全 素数 , € 
们 的 乘积 
n = р: = 1 600 000 000 000 000 229 500 000 000 000003 170 601. 


但 要 分 解 这 个 п 非常 困难 . 

(2) 离散 对 数 问题 : 

已 知 有 限 循环 群 G =< g >= (gË | k= 0,1,2,...) 及 其 生成 元 9 和 阶 п = |G]. 

O 给 定 整数 а, 计算 元 素 gr* = h 很 容易 ; 

O 给 定 元 素 h, 计算 整数 z,0 < z < n, 使 得 oz = 非常 困难 . 

例如 : p = 20000000000000002559 是 一 个 安全 素数 , Е, = Z/pZ 是 一 个 有 限 域 , Қ) = 
Е \ {0} 是 一 个 乘法 循环 群 , 其 生成 元 为 g = 11. 

给 定 整 数 a = 20030428, 可 以 快速 计算 


4° = 1134889584997235257 (mod р). 


但 要 求 整数 т, 使 得 g” = 1134889 584 997 235 257 非常 困难 . 
(3) 椭圆 曲线 离散 对 数 问 题 : 
已 知 有 限 域 Fp 上 的 椭圆 曲线 群 


Е(Е,) = {(т,у) | € Fp x Fp, у? = 23 +ат +b, a,b € Fp} U (O) 


及 点 P = (т, у) 的 阶 为 一 个 大 素数 . 
O 给 定 整数 a, 计算 点 aP = (та, Ya) = Q 很 容易 ; 
图 给 定点 Q, 计算 整数 т, 使 得 zP = Q 非常 困难 . 


附录 B 周期 序列 


定义 B.0.1 一 个 序列 = {ик | k 2 1) 称 为 有 限 周期 序列 或 简称 为 周期 序列 , 如 果 存 
在 一 个 整数 了 > 1 使 得 对 任意 的 整数 大 > 1, 都 有 urr = uk. 这 时 , 工 称 为 序列 u 的 一 个 周 
期 . 而 最 小 的 周期 Lo 称 为 序列 u 的 周期 , 记 作 p(u). 

例如 

(1) т 为 正 整 数 , 则 序列 = {wx = k mod m | k > 1) 是 周期 序列 , plu) = m. 

(2) Z n = p 为 素数 , 则 对 于 与 n 互 素 的 任意 正 整 数 a, 序列 w= {ик = а^ mod n | k 2 1) 
是 周期 序列 , H n 一 1 Жи 的 一 个 周期 . 

(3) 设 m 为 正 整数 , a 是 与 m 互 素 的 正 整数 . 则 序列 v = {ик = ak шойт | k > 1) 是 周 
期 序列 , p(m) 是 u 的 一 个 周期 . 

(4) Wp, q 为 都 是 奇 素数 ,a 是 与 pg 互 素 的 正 整数 , 则 序列 w= {ик = ak mod p-q |k > 1) 
是 周期 序列 , (p 一 1)(q — 1) 是 的 一 个 周期 . 

(5) 设 p, q 为 都 是 奇 素数 , e 是 正 整 数 ，a 是 与 p.q 互 素 的 正 整数 , 则 序列 и = {wx = 
а” modp-q |k > 1} 是 周期 序列 , p((p 一 了 D(q — 1)) 是 的 一 个 周期 . 

(6) 设 p 为 是 奇 素数 ，a Е, 则 序列 w = {ux = ak mod p | k > 1) 是 周期 序列 , p 一 1 
是 u 的 一 个 周期 . 

(7) 设 p 为 是 奇 素数 , 则 存在 一 个 整数 g, 使 得 序列 w= {ux = аЁ modp | k > 1) 的 最 小 周 
期 p(w) =р- 1. 

(8) 序列 w={ 一 , Z, =, Ш, 五 , 六 , Н, 一 , Z, =, Ш, 五 , 六 , 日 ,…} 是 周期 序列 ,p(w)=7. 

(9) 序列 w= (Ж, Ж, £, 金 , Ж, Ж, K, +, 金 , 水 ,…} 是 周期 序列 , plu) = 5. 

(10) 序列 w= (Hh, R, Ix, 95, ЛЕ, 离 , Ж, 乾 , Bh. R, IX, ЗЕ, ЛЕ, 离 , ЖЬ, 乾 ,…} 是 周期 序列 ， 

p(u) = 8. 

(1) 设 f(z) 是 F, ЕМ n 次 不 可 约 多 项 式 , 则 序列 u = {ик = z mod f(z) | k 2 1) 是 周 
期 序列 , р" 一 1 Жи 的 一 个 周期 . 

(12) 设 Қа) 是 Fp ER n 次 不 可 约 多 项 式 , 其 生成 的 有 限 域 为 Fpn = Fp[z]/f(z), 则 对 Ер» 
中 的 任意 元 素 a, 序列 u = {ик = ak mod f(z) | k > 1) 是 周期 序列 , р" 一 1 и 的 一 
个 周期 . 

(13) 设 f(z) 是 Fp Ей п 次 不 可 约 多 项 式 , 其 生成 的 有 限 域 为 Бал = F,[z]/f(z), 则 对 Бал 中 
的 任意 元 素 а, 序列 u = {шь = а“ mod f(x) | k > 1} 是 周期 序列 , n 是 u 的 一 个 周期 . 

(14) 设 Қа) 是 F, ЕШ п 次 不 可 约 多 项 式 , 其 生成 的 有 限 域 为 Fyn = Fy[z]/f(z), W Е, 
中 存在 元 素 g, 使 得 序列 и = {wx = gË mod f(x) | k 2 1) 的 最 小 周期 p(w) = p" — 1. 

(15) 设 f(z) = 28 +z! +23 +z + 1, N f(x) 是 上 的 8 次 不 可 约 多 项 式 , Н. ;上 的 序列 
и = {ик = zk mod f(z) | k > 1) 的 最 小 周期 p(w) = 51. 

(16) # f(z) = 18 +121 +13 +z + 1, 则 f(z) 是 В 上 的 8 次 不 可 约 多 项 式 , B. F, 上 的 序列 
и = (uk = (z +1)Ë mod f(z) | k > 1) 的 最 小 周期 p(u) = 28 — 1 = 255. 
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(17) 设 f(z) = 18 +z! +r? +z +1, 则 f(z) 是 F, 上 的 8 次 不 可 约 多 项 式 , H F, 上 的 序列 
и = {up = (z22 +z +1)Ë mod f(x) | k > 1) 的 最 小 周期 p(u) = 85. 

(18) % f(z) = 18 +z! +z3 +z + 1, W f(x) 是 F, 上 的 8 次 不 可 约 多 项 式 , Н F, 上 的 序列 
и = {up = (23 +22 + 1)Ë mod f(x) | k > 1) 的 最 小 周期 p(w) = 15. 

(19) % f(z) = zŠ +z! + z3 + z2 + 1, 则 f(x) Ж Р 上 的 8 次 本 原 多 项 式 , Н. F, 上 的 序列 
и = {ик = zË шой f(z) | k > 1) 的 最 小 周期 p(u) = 28 — 1 = 255. 

(20) % f(z) = 28 + 24 + 23 +22 +1, W f(x) 是 F, Е 8 次 本 原 多 项 式 , H. F, 上 的 序列 
и = [uk = (z +1)Ë mod f(x) | k > 1) 的 最 小 周期 p(w) = 51. 

(21) % (=) = zŠ +21 + z3 +22 + 1, 则 f(z) 是 № ER 8 次 本 原 多 项 式 , F. P, 上 的 序列 
и = {ик = (22 +z + 1)Ë mod f(x) | k > 1) 的 最 小 周期 p(w) = 85. 

(22) % у(х) = 28 + rt +x? +12 + 1, 则 f(z) 是 В EA 8 次 本 原 多 项 式 , Н F, 上 的 序列 
и = {up = (23 +z + 1)“ mod f(z) | 21} 的 最 小 周期 p(w) = 15. 

(23) % f(z) = 216 + 25 +23 +r? +1, W f(z) & F, ЕМ 16 次 本 原 多 项 式 , НБ 上 的 序 
Я] и = {ик = т^ mod f(z) | k > 1) 的 最 小 周期 p(u) = 216 — 1 = 65 535. 

(24) W f(z) = 218 + z5 + 13 +r? +1, MJ f(z) В ЕМ 16 次 本 原 多 项 式 , H. F, 上 的 序 
Я] и = {мк = (z3 +z + 1)Ë mod f(x) | k > 1) 的 最 小 周期 p(w) = 21845. 

(25) 设 f(z) = 216 + 25 + z3 +r? +1, W jz) 是 上 的 16 次 本 原 多 项 式 , B. F, 上 的 序 
Я] и = {ик = (24 +z + 1)Ë mod f(z) | k > 1) 的 最 小 周期 p(w) = 13107. 

(26) 设 f(z) = 216 + 25 + z3 +r? +1, 则 f(z) 是 № EH 16 次 本 原 多 项 式 , B. Fo 上 的 序 
Я] и = {ик = (28+ 23 + 1)Ë mod f(z) | k > 1) 的 最 小 周期 plu) = 4369. 

(27) НЫ F, 上 存在 п 次 不 可 约 多 项 式 f(z), 使 得 序列 w= {uk = zk mod f(x) | k > 1) 
的 最 小 周期 plu) = р" — 1. 

(28) W f(z) 是 F, ЕМ п 次 多 项 式 , 则 序列 u = {up = zk modf(z) | k > 1) 是 周期 序列 ， 
其 最 小 周期 p(u) <р" — 1. 

(29) 存在 F, 上 的 п 阶 可 逆 矩 阵 А, 使 得 序列 w= {wx = А® |k > 1} hih plu) = 
р" = 1. 

(30) 设 A 是 F, Е n ru gi kE BÉ, 则 序列 w= {ux = Ak | k 2 1) 是 周期 序列 , 其 最 小 周 
期 plu) < p" — 1. 


п—1 
(31) ÉZ со, с1,--- ‚сил 是 F, 上 的 п 个 元 素 . HF k> n+l, ЖУ а = у Gari, 则 序列 
і50 


u= {ux 二 a |k>1) 是 周期 序列 , 其 最 小 周期 p(u) <р" — 1. 

性 质 B.0.1 设 工 是 周期 序列 = {ш | k 2 1} 的 一 个 周期 , 则 它 一 定 是 的 周期 p(u) 
的 倍数 . 

W u= {ик | k 21) 和 vuw={ox| 大 >1 定 义 它们 的 和 序列 和 积 序列 为 

u+u:i=fus+u |Е>1} 和 u-v:= {ur ve | >21}. 

性 质 B.0.2 iz u = (uk | k > 1) # v= (uk | k > 1) 都 是 周期 序列 , ñ) р(и)-р(ъ) 是 
ч-.. 的 周期 ， 也 是 wv 的 周期 . 
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原 根 


11 


11 


11 


17 


第 n 个 素数 


719 


757 


769 


839 


911 


n 


125 


128 


132 


157 


原 根 


15 


13 


13 


11 


第 n 个 素数 


419 
421 


431 


433 
439 


449 


457 


461 


463 


467 
479 
487 
491 
499 


503 


521 
523 


643 


т 


83 


87 


89 


95 


97 


104 


105 


108 


111 


117 


原 根 


19 


17 
10 


10 


第 n 个 素数 


179 
181 
191 
193 
197 
199 
211 
223 
227 
229 
233 
239 
241 
251 
257 
263 
269 
271 
277 
281 
283 


293 


307 


311 
313 
317 
331 
337 


347 


349 
353 
359 
367 
373 
379 
383 


389 


397 


401 


n 
41 


46 


50 
51 


62 


63 


69 


71 


75 


77 


80 
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第 n 个 素数 


11 


13 
17 
19 
23 
29 
31 


37 
41 


43 
47 
53 
59 
61 


67 


71 


73 
79 
83 
89 
97 


101 
103 
107 
109 
113 
127 
131 
137 
139 
149 
151 
157 
163 


167 
173 


т 


10 
1 
12 
13 
14 
15 
16 


17 
18 
19 
20 
21 


22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 


30 
31 


32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 


368 附录 С М 1280 个 素数 及 其 原 根 表 
续 表 
n | 第 "个 素数 | БН) п | 第 n 个 素数 | 原 根 外 п | 第 n 个 素数 | BOB] n | 第 n 个 素数 | БН 
161 947 2 || 201 1229 2 || 241 1523 2 | 281 1823 5 
162 953 з || 202| 1231 3 || 242 1531 2 || 282 1831 3 
163 967 5 || 203| 1237 2 || 243] 1543 5 || 283 1847 5 
164 971 6 || 204| 1249 т || 244| 1549 2 || 284 1861 2 
165 977 8 || 205| 1959 2 || 245 1553 3 || 285 1867 2 
166 983 5 || 206| 1277 2 || 246 1559 19 || 286 1871 14 
167 991 6 |207) 1279 3 || 247 1567 3 || 287| 1873 10 
168 997 т || 208| 1283 2 || 248 1571 2 || 288 1877 2 
169| 1009 11 | 209| 1289 6 || 249 1579 3 || 289 1879 6 
170| 1013 3 |20) 1291 2 || 250 1583 5 || 290 1889 з 
171 1019 2 || 21 1297 10 || 251 1597 11 || 291 1901 2 
172 1021 10 || 212 1301 2 || 252 1601 3 || 292 1907 2 
173| 1031 14 || 213| 1303 6 || 253 1607 5 || 293 1913 3 
174 1033 5 | 214 1307 2 || 254 1609 7 || 294 1931 2 
175 1039 3 || 215 1319 13 || 255 1613 3 | 295 1933 5 
176| 1049 з || 216 1321 13 || 256 1619 2 || 296 1949 2 
177| 1051 т |217 1327 3 || 257 1621 2 || 297| 1951 3 
178 1061 2 || 218 1361 3 || 258 1627 3 || 298 1973 2 
179| 1063 3 || 219 1367 5 || 259 1637 2 || 299 1979 2 
180| 1069 6 || 220 1373 2 || 260 1657 11 || 300 1987 2 
181 1087 3 || 221 1381 2 || 261 1663 3 || 301 1993 5 
182 1091 2 || 222 1399 13 || 262 1667 2 || 302 1997 2 
183| 1093 5 || 223 1409 3 || 263 1669 2 || 303 1999 3 
184 1097 з || 224 1423 3 || 264 1693 2 || 304| 2003 5 
185 1103 5 || 225 1427 2 || 265 1697 8 || 305| 2011 3 
186| 1109 2 || 226 1429 6 || 266 1699 3 || 306| 2017 5 
187| 1117 2 || 227 1433 з || 267 1709 3 || 307| 2027 2 
188 1123 2 || 228] 1439 7 || 268 1721 з || 308| 2029 2 
189| 1129 11 || 229| 1447 з || 269 1723 з || 309| 2039 т 
190| 1151 17 || 230] 1451 2 || 270 1733 2 |310] 2053 2 
191 1153 5 || 231 1453 2 || 271 1741 2 | 311 2063 5 
192 1163 5 |232| 1459 3 || 272 1747 2 || 312| 2069 2 
193| 1171 2 || 233| 1471 6 || 273 1753 т || 313| 2081 3 
194| 1181 т || 234| 1481 3 || 274| 1759 6 ||314| 2083 2 
195 1187 2 || 235] 1483 2 || 275 1777 5 |315] 2087 5 
196| 1193 3 || 236| 1487 5 || 276| 1783 10 || 316| 2089 и 
197] 1901 11 || 237| 1489 14 || 277 1787 2 || 317| 2099 > 
198 1213 2 || 238| 1493 2 || 278 1789 6 || 3l8| 2111 g 
199| 1217 з || 239| 1499 2 || 279] 1801 11 || 319| 2113 5 
200| 1993 5 | 240| 1511 11 || 280| 1811 6 || 320| 2129 3 


附录 С М 1280 个 素数 及 其 原 根 表 369 
续 表 
n | 第 "个 素数 | 原 根 | n | 第 n 个 素数 | AR| п | 第 n 个 素数 | 原 根 || n | 第 ”个 素数 | БН 
321| 2131 2 || 361| 2437 2 || 401] 279 6 |441 3083 2 
322| 2137 10 || 362| 2441 6 || 402] 2753 3 || 442| 3089 š 
323| 2141 2 || 363| 2447 5 || 403] 2767 3 || 443| 3109 6 
324| 2143 з || 364| 2459 2 || 404| 2777 3 || 444| 3119 7 
325| 2153 8 || 365| 2467 2 || 405] 2789 2 || 445| 3121 7 
326| 2161 23 || 366| 2473 5 || 406| 2791 6 || 446| 3137 š 
327| 2179 т |367 2477 2 || 407| 2797 2 || 447| 3163 3 
328| 2203 5 | 368| 2503 з | 408| 2801 з || 448| 3167 5 
329| 2207 5 | 369| 2521 17 || 409] 2803 2 || 449| 3169 т 
330| 2213 2 || 370| 2531 2 || 410| 2819 2 || 450| 3181 т 
331 2221 2 || 371] 2539 2 || 411] 2833 5 |451] 3187 2 
332| 2237 2 || 372| 2543 5 || 412| 2837 2 || 452| 3191 11 
333| 2239 з || 373| 2549 2 || 413] 2843 2 || 453| 3203 2 
334| 2243 2 || 374| 2551 6 || 414] 2851 2 || 454| 3209 3 
335| 9951 т || 375| 2557 2 || 415] 2857 11 || 455| 3217 5 
336| 2267 2 || 376| 2579 2 || 416| 2861 2 || 456| 3221 10 
337| 2269 2 || 37| 2591 т || 417] 2879 т || 457| 3999 6 
338| 2273 з || 378| 2593 т || 418| 2887 5 || 458| 3251 6 
339| 2281 т || 379| 2609 з || 419] 2897 3 || 459| 3253 2 
340| 2287 19 || 380| 2617 5 | 420| 2903 5 || 460| 3257 3 
341 2293 2 || 381| 2621 2 || 421| 2909 2 || 461| 3259 3 
342| 2297 5 |382 2633 3 || 422| 2917 5 || 462| 3271 3 
343| 2309 2 || 383| 2647 3 | 423| 2927 5 || 463| 3999 2 
344| 2311 з || 384| 2657 3 || 424] 2939 2 || 464| 3301 6 
345| 2333 2 || 385| 2659 2 || 425] 2953 13 || 465| 3307 2 
346| 2339 2 || 386) 2663 5 || 426] 2957 2 || 466] 3313 10 
347| 2341 7 || 387] 9611 7 || 427] 2963 2 || 467] 3319 6 
348| 2347 з || 388| 2677 2 || 428] 2969 3 || 468| 3323 2 
349| 2351 13 | 389] 2683 2 || 429] 2971 10 | 469] 3329 3 
350| 2357 2 || 390| 2687 5 || 430| 2999 17 || 470] 3331 з 
351| 2371 2 || 391| 2689 19 || 431] 3001 14 || 471] 3343 5 
352| 2377 5 || 392| 2693 2 || 432] 3011 2 || 472] 3347 2 
353| 2381 з || 393) 2699 2 || 433| 3019 2 || 473] 3359 п 
354| 2383 5 | 394| 2707 2 || 434| 3023 5 || 474| 3361 22 
355| 2389 2 || 395| 2711 т || 435] 3037 2 || 475| 3371 2 
356| 2393 з || 396| 2713 5 || 436| 3041 з || 476] 3373 5 
357| 2399 11 || 397] 2719 3 || 437| 3049 11 || 477| 3389 3 
358| 2411 6 || 398| 2729 з || 438] 3061 6 || 478] 3391 з 
359| 2417 з || 399| 2731 з || 439] 3067 2 || 479] 3407 5 
360| 2493 5 |400 2741 2 || 440] 3079 6 || 480] 3413 2 
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续 表 
n | 第 "个 素数 | БН) n | 第 n 个 素数 | POR | п | 第 n 个 素数 | ИШ п | 第 n 个 素数 | БН 
481| 3433 5 || 521| 3733 2 || 561| 4073 3 || 601| 4421 3 
482| 3449 8 || 522| 3739 7 |56 4079 11 || 602| 4493 8 
483| 3457 т || 523| 3761 3 || 563] 4091 2 || 603] 4441 21 
484| 3461 2 || 524| 3767 5 || 564] 4093 2 || 604| 4447 3 
485| 3463 8 || 525| 3769 т || 565| 4099 2 || 605| 4451 2 
486 | 3467 2 || 526) 3779 2 |56 4111 12 || 606| 4457 3 
487| 3469 2 || 527| 3793 5 || 567| 4127 5 || 607| 4463 5 
488 | 3491 2 || 528] 3797 2 || 568| 4129 13 || 608] 4481 3 
489| 3499 2 || 529| 3803 2 || 569] 4133 2 || 609| 4483 2 
490| 3511 т || 530| 3821 3 || 570| 4139 2 |60) 4493 2 
491 3517 2 || 531| 3823 3 || 571] 4153 5 [|611] 4507 2 
492| 3527 5 | 532) 3833 з || 572] 4157 2 || 612| 4513 7 
493| 3529 17 || 533] 3847 5 || 573] 4159 3 |613] 4517 2 
494| 3533 2 || 534] 3851 2 || 574] ат 5 || 614| 4519 3 
45| 3539 2 || 535) 3853 2 || 575] 4901 11 || 615| 4523 5 
496| 3541 т || 536| 3863 5 || 576| 4211 6 || 616| 4547 2 
497| 3547 2 || 537| 3877 2 || 57| 4217 3 || 617| 4549 6 
498| 3557 2 || 538| 3881 13 || 578| 4219 2 || 618| 4561 п 
499| 3559 8 || 539] 3889 11 || 579] 4229 2 || 619| 4567 3 
500| 3571 2 || 540] 3907 2 |58 4231 3 || 620| 4583 5 
501 3581 2 || 541 3911 13 || 581] 4241 3 || 621| 4591 ii 
502| 3583 з || 542| 3917 2 || 582] 4243 2 || 622| 4597 5 
503| 3593 3 || 543| 3919 3 || 583] 4253 2 || 623| 4603 7 
504| 3607 5 | 544) 3923 2 || 584] 4259 2 || 624| 4621 2 
505| 3613 2 || 545| 3929 3 || 585| 4261 2 || 625| 4637 2 
506| 3617 з || 546| 3931 2 || 586| 4271 т || 626| 4639 3 
507| 3693 5 |547 3943 8 |587 4273 5 || 627| 4643 5 
508| 3631 15 || 548| 3947 2 || 588] 4283 2 || 628| 4649 3 
509| 3637 2 || 549] 3967 6 || 589] 4289 3 | 629] 4651 3 
510| 3643 2 || 550| 3989 2 || 590] 4297 5 || 630| 4657 15 
511| 3659 2 || 551| 4001 з || 591| 4327 3 || 631 4663 3 
512| 3671 13 || 552] 4003 2 || 592] 4337 з || 632| 4673 3 
513| 3673 5 |553 4007 5 || 593| 4339 10 | 633| 4679 1 
514| 3677 2 || 554] 4013 2 || 594] 4349 2 || 634] 4691 2 
515| 3691 2 || 555| 4019 2 || 595] 4357 2 || 635] 4703 5 
516| 3697 5 || 556| 4021 2 || 596| 4363 2 || 636| 4721 6 
517| 3701 2 || 557| 4027 з || 597| 4373 2 || 637| 4723 2 
518| 3709 2 || 558| 4049 з || 598| 4391 14 || 638] 4729 17 
519] 3719 7 || 559] 4051 10 || 599] 4397 2 || 639] 4733 5 
520| 3727 з || 560| 4057 5 | 600| 4409 3 || 640| 4751 19 


附录 С М 1280 个 素数 及 其 原 根 表 371 
续 表 
п | 第 n 个 素数 | ER] n | 第 n 个 素数 | 原 根 || n | 第 n 个 素数 | ИШ п | 第 n 个 素数 | БЫ 
641 4759 3 681 5099 2 721 5449 T 761 5801 3 
642 4783 6 682 5101 6 722 5471 T 762 5807 5 
643 4787 2 683 5107 2 723 5477 2 763 5813 2 
644 4789 2 684 5113 19 || 724 5479 3 764 5821 6 
645 4793 3 685 5119 3 725 5483 2 765 5827 2 
646 4799 г. 686 5147 2 726 5501 2 766 5839 6 
647 4801 Т 687 5153 5 727 5503 3 767 5843 2 
648 4813 2 688 5167 6 728 5507 2 768 5849 3 
649 4817 3 689 5171 2 729 5519 13 || 769 5851 2 
650 4831 3 690 5179 2 730 5521 11 | 770 5857 7 
651 4861 11 | 691 5189 2 731 5527 5 771 5861 3 
652 4871 11 | 692 5197 7 732 5531 10 || 772 5867 5 
653 4877 2 693 5209 17 || 733 5557 2 773 5869 2 
654 4889 3 694 5227 2 734 5563 2 774 5879 11 
655 4903 3 695 5231 7 735 5569 13 | 775 5881 31 
656 4909 6 696 5233 10 || 736 5573 2 776 5897 3 
657 4919 13 | 697 5237 3 737 5581 6 777 5903 5 
658 4931 6 698 5261 2 738 5591 11 || 778 5923 2 
659 4933 2 699 5273 3 739 5623 5 779 5927 5 
660 4937 3 700 5279 7 740 5639 T 780 5939 2 
661 4943 T 701 5281 T 741 5641 14 || 781 5953 у 
662 4951 6 702 5297 3 742 5647 3 782 5981 3 
663 4957 2 703 5303 5 743 5651 2 783 5987 2 
664 4967 5 704 5309 2 744 5653 5 784 6007 3 
665 4969 11 | 705 5323 5 745 5657 3 785 6011 2 
666 4973 2 706 5333 2 746 5659 2 786 6029 2 
667 4987 2 707 5347 3 747 5669 3 787 6037 5 
668 4993 5 708 5351 11 || 748 5683 2 788 6043 5 
669 4999 3 709 5381 3 749 5689 11 789 6047 5 
670 5003 2 710 5387 2 750 5693 2 790 6053 2 
671 5009 3 711 5393 3 751 5701 2 791 6067 2 
672 5011 2 712 5399 T 752 5711 19 || 792 6073 10 
673 5021 3 713 5407 3 753 5717 2 793 6079 17 
674 5023 3 714 5413 5 754 5737 5 794 6089 3 
675 5039 11 715 5417 3 755 5741 2 795 6091 т 
676 5051 2 716 5419 3 756 5743 10 || 796 6101 2 
677 5059 2 717 5431 3 757 5749 2 797 6113 3 
678 5077 2 718 5437 5 758 5779 2 798 6121 7 
679 5081 3 719 5441 3 759 5783 т 799 6131 2 
680 5087 5 720 5443 2 760 5791 6 800 6133 5 


372 附录 С 前 1280 个 素数 及 其 原 根 表 
续 表 

n | 第 "个 素数 | БЫ) п | 第 n 个 素数 | 原 根 外 п | 第 n 个 素数 | 原 根 || n | 第 n 个 素数 | БН 
801| 6143 5 ||841| 6481 т || 881| 6841 22 | 921 7211 2 
802| 6151 3 || 842| 6491 2 || 882] 6857 3 || 922| 7213 5 
803| 6163 з || 843| 6521 6 | 883) 6863 5 || 923| 7219 2 
804| 6173 2 || 844| 6529 7 || 884| 6869 2 || 924| 7229 2 
805| 6197 2 || 845| 6547 2 |885 6871 3 |95 7937 2 
806| 6199 8 || 846| 6551 17 || 886| 6883 2 || 926| 7243 2 
807| 6903 2 || 847| 6553 10 || 887] 6899 2 || 927| 7247 5 
808| 621 2 || 848| 6563 5 || 888| 6907 2 || 928| 7253 2 
809| 6217 5 | 849| 6569 з | 889| 6911 т || 929| 7283 2 
810| 6221 з || 850| 6571 з || 890| 6917 2 || 930| 7297 5 
811 6229 2 || 851| 6577 5 || 891| 6947 2 || 931 7307 2 
812| 6247 5 || 852| 6581 14 || 892] 6949 2 || 932| 7309 6 
813] 6957 з || 853) 6599 13 || 893] 6959 7 || 933] 7321 Т 
814| 6263 5 || 854| 6607 з || 894| 6961 13 || 934| 7331 2 
815| 6269 2 || 855| 6619 2 | 895| 6967 5 || 935| 7333 6 
816| 6271 11 || 856| 6637 2 || 896| 6971 2 || 936| 7349 2 
817| 6277 2 || 857) 6653 2 || 897| 6977 3 || 937| 7351 6 
818| 6287 т || 858) 6659 2 || 898] 6983 5 || 938| 7369 т 
819] 6299 2 || 859) 6661 6 | 899] 6991 6 || 939] 7393 5 
820| 6301 10 || 860] 6673 5 |900) 6997 5 || 940| тап 2 
821 6311 7 || 861 6679 т || 901| 7001 3 || 941 7417 5 
822| 6317 2 || 862| 6689 3 | 902| 7013 2 || 942| 7433 3 
823| 6323 2 || 863| 6691 2 || 903| 7019 2 || 943| 7451 2 
824| 6329 з || 864| 6701 2 || 904] тот 2 || 944| 7457 3 
825| 6337 10 || 865| 6703 5 | 905| 7039 3 || 945| 7459 2 
826| 6343 з || 866| 6709 2 || 906| тоз 2 || 946| 7477 2 
827| 6353 з || 867| 6719 11 || 907| 7057 5 || 947| 7481 6 
828| 6359 13 || 868| 6733 2 | 908) 7069 2 || 948| 7487 5 
829| 6361 19 || 869| 6737 з | 909| 7079 т || 949| 7489 7 
830| 6367 з || 870| 6761 з | 910| 7103 5 || 950| 7499 2 
831| 6373 2 || 871| 6763 2 || 911| 7109 2 || 951 7507 2 
832| 6379 2 || 872| 6779 2 || 912| 7121 з || 952| 7517 2 
833| 6389 2 || 873| 6781 2 || өз) ТТ 5 || 953| 7593 2 
834| 6397 2 || 874| 6791 т || 914| 7129 т || 954| 7529 3 
835| 6421 6 || 875| 6793 10 | 915| 7151 т || 955| 7537 7 
836| 6427 з || 876| 6803 2 || 916| 7159 з || 956| 7541 2 
837| 6449 з || 877| 6823 з || 917| 7177 10 || 957] 7547 2 
838| 6451 з || 878) 6827 2 || 918] 7187 2 || 958] 7549 2 
839] 6469 2 || 879| 6899 2 || 919] 7193 8 || 959] 7559 13 
840| 6473 з || 880) 6833 з | 920] 7207 3 || 960| 7561 13 


附录 C М 1280 个 素数 及 其 原 根 表 373 
续 表 
п | 第 n 个 素数 | 原 根 | п | 第 "个 素数 | 原 根 | n | 第 n 个 素数 | 原 根 | n | 第 n 个 素数 | 原 根 
961 7573 2 |100) 7997 3 || 1041| 8993 2 ||108) 8681 15 
962 7577 3 | 100) 7983 2 |104) 8997 3 || 1082| 8689 13 
963 7583 5 | 1003 7937 3 | 1043] 8311 3 || 1083] 8693 2 
964 7589 2 || 10041 7949 2 |104 8317 6 | 108| 8699 2 
965 7591 6 | 1005| 7951 6 | 1045| 8329 т || 1085] 8707 5 
966 7603 2 | 1006 7963 5 | 1046 8853 5 || 1086] 8713 5 
967| 17607 5 | 1007 17993 5 | 1047 8363 2 || 1087| 8719 3 
968 7621 2 | 1008| 8009 3 | 1044. 8369 3 || 1088| 8731 2 
969 7639 т | 1009) 8011 14 || 109 8377 5 || 1089) 8737 5 
970 т643 2 || 10101 8017 5 || 1050 8387 2 || 1090] 8741 2 
971 7649 3 |1011 8039 11 || 1051] 8389 6 || 1091| 8747 2 
972 7669 2 || 1012 8053 2 || 1052] 8419 3 || 1092] 8753 3 
973 7673 3 | 1013 8059 3 || 1053] 8493 5 || 1093| 8761 23 
974 7681 17 | 1014 8069 2 | 1054| 8429 2 | 1094] 8779 п 
975 7687 6 || 1015 8081 3 || 1055 8431 3 || 1095 8783 5 
976 7691 2 || 1016 8087 5 || 1056 8443 2 || 1096| 8803 2 
977 7699 3 || 1017 8089 17 || 1057| 8447 5 || 1097| 8807 5 
978 7703 5 | 1018 8093 2 || 1058| 8461 6 || 1098| 8819 2 
979 тит 2 || 10191 8101 6 || 1059) 8467 2 || 1099) 8821 2 
980 7723 3 | 100 8111 11 || 1060] 8501 т || 1100] 8831 т 
981 7727 5 |109) 8117 2 || 1060 8513 5 | 110] 8837 3 
982 7741 т | 1022| 8123 2 || 1062] 8521 13 || 1102) 8839 3 
983 7753 10 | 1023| 8147 2 || 1063| 8527 5 | 1103| 8849 8 
984 7757 2 || 10241 8161 7 || 10641 8537 3 || 1104] 8861 2 
985 7759 8 | 1025 8167 3 || 1065 8539 2 || 1105| 8863 3 
986 7789 2 | 1026| 8171 2 || 1066 8543 5 | 1106] 8867 2 
987| 7793 3 || 1027 8179 2 || 1067 8563 2 | 1107] 8887 8 
988 7817 3 | 10281 8191 17 || 1068| 8573 2 || 1108] 8893 5 
989 7823 5 | 1029 8209 т || 1069 8581 6 || 1109| 8923 а 
990 т829 2 || 1030 8219 2 || 1070 8597 2 || 1110] 8929 п 
991 7841 12 | 103] 8921 2 || 1071 8599 3 |1111] 8933 2 
992 т853 2 | 1032| 8231 11 || 1072) 8609 3 || 1112] 8941 6 
993 7867 3 || 1033| 8233 10 || 1073| 8693 3 || 1113| 8951 13 
994 7873 5 || 10341 8937 2 || 1074] 8697 2 | 1114] 8963 2 
995 7877 2 | 1035| 8243 2 || 1075| 8629 6 || 1115| 8969 8 
996 7879 з || 1036 8263 3 || 1076| 8641 17 || 1116] 8971 2 
997| 7883 2 | 1037 8269 2 || 1077| 8647 3 || 1117] 8999 Т 
998 7901 2 | 1038| 8273 3 || 1078| 8663 5 || 1118] 9001 т 
999 т907 2 || 1039 8287 3 || 1079) 8669 2 || 1119] 9007 3 
1000] 7919 т | 1040 8291 2 || 1080) 8677 2 || 1120] 901 2 


374 附录 С М 1280 个 素数 及 其 原 根 表 


续 表 
п | 第 n 个 素数 | 原 根 | п | 第 n 个 素数 | 原 根 | n | 第 n 个 素数 | 原 根 | п | 第 n 个 素数 | 原 根 
1121 9013 5 | 1161 9391 3 || 1201 9739 3 |124) 10103 5 
1122 9029 2 || 1162 9397 2 | 1202 9743 5 || 1242] 10111 12 
1123 9041 3 || 1163 9403 3 || 1203 9749 2 || 1243| 10133 2 
1124 9043 3 || 1164 9413 3 || 1204 9767 5 || 1244] 10139 2 
1125 9049 т || 1165 9419 2 || 1205 9769 13 | 1245] 10141 2 
1126 9059 2 || 1166 9421 2 || 1206 9781 6 || 1246 10151 7 
1127 9067 3 | 1167 9431 7 || 1207 9787 3 || 1247] 10159 3 
1128 9091 3 || 1168 9433 5 || 1208 9791 11 | 1248| 10163 2 
1129 9103 6 | 1169 9437 2 || 1209 9803 2 || 1249 10169 3 
1130 9109 10 | 1170 9439 22 || 1210 9811 3 || 1250] 10177 7 
1131 9127 3 || 1171 9461 З || 1211 9817 5 || 1251 10181 2 
1132 9133 6 | 1172 9463 3 || 1212| 9829 10 | 1252| 10193 3 
1133 9137 3 || 1173| 9467 2 || 1213 9833 3 || 1253] 10211 6 
1134 9151 3 || 1174 9473 3 || 124 9839 т || 1254 10223 5 
1135 9157 6 || 1175| 9479 7 || 1215 9851 2 || 1255] 10243 T 
1136 9161 3 || 1176 9491 2 || 1216 9857 5 | 1256] 10247 5 
1137 9173 2 || 1177 9497 3 || 1217 9859 2 || 1257| 10253 2 
1138 9181 2 || 1178| 9511 3 || 1218 9871 3 || 1258 10259 2 
1139 9187 3 || 1179 9521 3 || 1219 9883 2 || 1259 10267 2 
1140 9199 3 || 1180| 9533 2 || 1220 9887 5 || 1260] 10271 7 
1141 9203 2 | 1181 9539 2 || 1221 9901 2 || 1261 10273 10 
1142 9209 3 | 1182 9547 2 || 1222 9907 2 || 1262] 10289 3 
1143 9221 2 || 1183| 9551 11 || 1223 9923 2 || 1263| 10301 2 
1144 9227 2 || 1184 9587 2 || 1224 9929 3 || 1264 10303 3 
1145 9239 19 || 1185 9601 13 || 1225 9931 10 || 1265| 10313 3 
1146 9241 13 || 1186 9613 2 || 1226) 9941 2 || 1266| 10321 7 
1147 9257 3 || 1187| 9619 2 || 1227| 9949 2 || 1267 10331 2 
1148 9277 5 || 1188 9623 5 || 1228 9967 3 || 1268 10333 5 
1149 9281 3 || 1189 9629 2 || 1229 9973 11 || 1269 10337 3 
1150 9283 2 || 1190| 9631 3 || 1230] 10007 5 | 1270] 10343 5 
1151 9293 2 || 1191 9643 2 || 1231 10009 11 || 1271 10357 2 
1152 9311 7 || 1192 9649 т || 1232] 10037 2 || 1272] 10369 13 
1153 9319 3 || 1193 9661 2 || 1233] 10039 3 || 1273 10391 19 
1154 9323 2 || 1194 9677 2 || 1234 10061 3 || 1274 10399 6 
1155 9337 5 | 1195 9679 3 || 1235) 10067 2 || 1275 10427 2 
1156 9341 2 || 1196 9689 3 || 1236] 10069 2 || 1276] 10429 7 
1157 9343 5 | 1197 9697 10 | 12371 10079 11 | 1277| 10433 3 
1158 9349 2 || 1198| 9719 17 | 1238] 10091 2 || 1278] 10453 5 
1159 9371 2 || 1199 9721 т || 1239] 10093 2 || 1279] 10457 3 
1160 9377 3 || 1200 9733 2 || 1240] 10099 2 || 1280] 10459 2 


ШЗ р Fs 


=g" 


=7 HRR: Н k 得 到 h 


域 F359 中 生成 元 g 


1 


созо = om = 2 r д ә о ы - я о 四 © ° 
| м 
я c = Фф б C мю + © ёч = б; сч @ чояояан-- N осоо ч à м © 

Р “ Ë e z n m дою ot wa 
ж а # ак жа Кала а S оо 
=| a “ы °з % “ы ы “з э ы S тз ы ш ә ъъ әәә 
= # © z = @ 5 о © ж с = ч w фо ы о о 
г|8В8883885Ь85885888553%5585555535588 

© 
! коч © o © одо ° = =o ә ә ооо = @ lx о т 
|9 зева я Зв навазо Яя S R 8 Ñ 
alt A dq о +з © сч сч с аң = GÑ G G ES — ч оо ч бф ное о оч о оч — сч N 
z ü g 5 eera p z p p к ËP P а e s А кво 
о 
его о зеняонвоноюо ° = с о дл шю ә г оо 
заза SSS E FEE EE EE FE ERS PF SSS ZZZDR 

е 
“| 8 入 o б з Ф с) бф w 
= mW с @ Сз = O A Q Q сч сч = S = +ч ез © ча = Ó 0-4 сч 
和 
aA “ы “ш “ы “ш Сы “ы % бы “ы Сы з Сз сш з x x` x ` оз ыы ы ш “ ы ъз Ыы 
ша a - е = 8 % z = ев Q аз ә ә ы ° 

е 
! © t о e em о о а А = e° ч ө ° с ә о 四 
= ə 2 & Š Š 5 2 8 %@ Š Š Š паЗеза8ЕЗе83828 

әј мч N Y N A са с с сч о =ч G Фф о О сч CO 4 4 9 =ч 4 І- = 0 с со 

e z m m 8 еқ mm O R GR ü R z ü 8 кк аа 
x a + ве a 45 88 дв S а ага R R R 2 о R и а 
| Ы “э % “ы “ы "x Ы % S С> S “э Сэ Сз Сы 5 әәә “ы s 
о =— сз co < о ÇO гт ооо -а G о Ж фо о г 0 о 
же | ч A с зо фо г © с = ч — — — — = ч — — б сч бї сз сч сч сооз с б 


附录 DD Езѕо 


376 


续 表 


бя ЗВ озвназаегеев заза Баа 
ala = = QA = = = = со оо оо со © © о © © ос © © © © © & 
емч A c зо CO t= оо о з G о = x о і- о Оо о л G о 3 2 о І- о о 
ә) 4а Qa а шо a а сш а с оса с aq eq N AN N A с G с G G сос q ос са 
= 
| 

à ыж Ж š ші а 
|D) 8 о а в 8 ЕП ә Зе gg SR IS аз wm =+ Ёш Š 
о о ач - ф A © A заң ов = о зла аа аа ааа w O GN 4 © 
|3 век 8 ТЕЗІ R a a к š š š Ë Ë 
| о = = = © © © © © о © ооо соо © © © © © © © © © © © © © © 
т в фм O т 0 A әр =< 4 оо 3 о фр L = 1- 
аи ааа ая ааа ва 588 
яя яя за сс б сс б саса ва 
= 
МЕЕ о с A г а о Чч "ы о ЧЕК a єз о ч с т о 0 
| о я ч о © 9 = ш о Q = с Со 0 ~ с І- ч 9 5 о ө со 12 
| квз г вз š š š 5 š š ° E B š E E Ë к Ë Ë 
alja о = © © © © © о © © о о © ы © © © © © © © © © о © © © © о 
Е 2585582 8 B 55 8 В S S 29P 29 2 8 g S ЕЗЕББВВЕВЕБЕЕРЕР 
агар ач ңа а-а-а а-а а-а-а = о = = о = = = = -а4 — = = = = - 
= 
І 
ад оо 9 а ч «с ч ас о шом зао у “< A ә м 
+125 82 яа 8355 9 55 Еш n nb R S o 8 3 Š gç ç < 8 8 = š 
QIN а-а A AN N © аа а - q c о ANAN A -A © = е GÑ зн 
二 -| 总则 SU ЭШ ЖЕ ЖЕ ШЕ ШЕ ЧЕ ЕЖЕ ЖЕ а ааа 
ala Q = = © = ә =© © © = оо © о © © © © ооо оо © = © = о © © о 
ә ~~ A N зд с од оо u а Q с о о = qa соо 
= оз зз з зз з з — — «ә — «ә н н 


377 


附录 D Езѕо 


续 表 


= 
s. 883883 ЗЕЯ 
`. 各 FE а s. í q S 8 яв SSS E RR S 888388 TANS u 
san үй fe а pasaspa 
„АЁ B B š ñB 3 ñB B B š š 3 3 3 3 3 š 3 š š 8 B 8 š š š 5 В 
Q| е = = ы ә о ым ы ы м ы © © ы © © о оо ооо ооо © о © © о 
в с о с ос со д 9 с) 425832 q ч >= àA мю до оо д оо од оо 
з|5 5 的 8 8 9 9 8 8 9 9 оо © 9 9 c co о ооо 59 5 © 9 9 9 
- 
І 
= 1:51 о о мю о = © t= д һо о m e © © 
se Rg Ss S = 3 3 5 8 š [=] ч а б а со м2 ми = t i о сі 
š ë а Ë ГТП i e E i m 
4ЕЗЕЗІҢНТЕЗІЕЗІЗІ R E ЕЗ ЕВ R ааз š ñ Ей 
ala a © © © © © ооо в © © о © © © © © © © © © © © © © © © 
= A Q о 1- о = A c зоо о N ош о = о а t © 
| яз о co co co co о о co c о ооо оо 9 9 9 9 оо 
= 
га ёш Бю „ёлы е ж э ы „ә ёа ёа е ы ы ы ш акта 
Еу з т жоё ж Q S ж GS жр ЕЕ Q: ы ой Qh S Qm. еа оё Ыы ЖО 
«БАЕК k š š š š š А š Š Š 
SS Sb ә әәә % % 555 Сы э % bh зэ ъъ ә "ы “ы 
ті о чого с A Q о “° > = A д w à ` Q 
+ @ «а асса аса G G G G с а а са G а са GN GS G 4 есе сч 4 заза аа а ч 
< 
| о зо з о 2 о оо о о Со о о о = сеч © о о w ч Q к 
| Ë овес S R SR S SS 5 S а 5% 
= а ісі ча E E Сі ч ANA H сч “бб — зов бф G од G G ws = сс бф сі 
ғ s S ase Ra s R š 8 ЕЕЕ ЕЕ Е р Ер Е в 
| R ЕНЕ ЕЕЕ ЕЯ 3 š š Š à 
ala © о ә © © о © о © ооо оо о о © © © © © ос © © © о 
= к © © 3 а Q % i о кт о оо е а с ар к о 
939393333 ав вов ЕБ а осо свеса 
SIANA NA A A A A я ос аа а а аса а а аса а са а а а а а а а а ая 


附录 DD Fss9 


378 


=h 


т 的 指数 表 : 由 h 得 到 g* 


D.2 域 В 中 生成 元 g 


| 
„а š s 8 БЕ šB a о B š sa Бе a a E Š e š š š š z Š 
ala ы Q © Q © © © = = = © © © © © © © © © © © © © осо © > 
ә = а Q ч мю о г о о о A о ч о о т о оо с соо Чо о г о о 
вяза ааа — -.- = 
= 
lla É EE A A оса а в = š 
оо бов ЗВ n RE ЕЗ R £ R R š R Pp 3 8 Q 
ala © Q Q =ъ Q © © © © =© оо оо © © © © © © оо © © © © ADA 
ла м ы ә ы = Ë 
ааа ааа на яв заза за 
зі а а-а-а -а-а-аааааааа-ааа-а — = = = — — -- = 
= 
ЕВЕ гї гр Ba S 3 G 5 š 8 a 8 8 s 3 E 5 
д |8 = Se 8 дуаа а. а 3 g асас 
| в ы © = = © © = © о © © оо © © © © © © © © m © о о © о 
алар азай шеш © зе ЕТЕНЕ 
= 
ааа ааа баса Ве 
| | 
s... алалы асы S S P PF ВЕ В В ро p ааа Б $S 9 
SE о = = с б G ос ОК r FF ког ыы - ғ 05 о 59 © 9 © о 0 9 © 
= 
І £ Еж r 4 оа ы-6 Р" Ë ы ы 
12 52 8 K 8 W B З é š 9 3 S 3 38 Заз ЯЗ Зе 
ala ә ә © © © соо © © © о соо © © о © © © © © © © © © © о 
© = A 2 > xi ç мт о @ © ч сєз c з о фо гт до Ооо аі с c % i о т 0 о 
IH 9 5 5 9 co 5 co c оз —+ = + є= зәз <= зв ào шю шо à ә 4 о 0 18 
= 
І ж РЕ в E Е ас эй а еш. че е. оа P 
о ВЕ БЕЗ a боев S ЖОЕ K S RK K Á 
ala ы © = = © © © © © ооо © © = © © © © © оо © © © © © > > © 
о ч A co < мю оі осо © -а G со x< 0 о гг ою о 
юч ч а со <= мю фо t о со = =ч 4 ннан — б са бз сі сч с сі с с бі 


379 


附录 DD Езѕо 


续 表 


е 
ЕНЕ ЗЕ Ë О & 8 g E OR. W $ S R S Sia 8 ë 
“"|вЕ 5 a a S 88 3 S ы 88 8 5 5а 55 & & &8 & %ñ S %* 8 8 š =< я 
я о о © © © © © © © © © © = оо © © ооо © о о о © © © © о 
m= A о ч y к о Q ч єз с шю 1- = а со із ww о І- о 
з|6Ө85 89 858 59 59 59 59 59 59 5 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 59 c 8 9 c о зо 
е 
зева веса з 8 8 сой а а 4 40405 404 5 g 
š š š s 8 š Ë 2 o Е B 2 8522 е аз 3 а» 8 Š 9 5 š 
а 80% Я Ей 7 55 858 3 Ей 5 5: а 8 135 858 43 5 4 
я A QA A = = © © © © = © © © © © = © оо о оо о = © = © 
s е ш ш оез шош ьш от ош аа s s шо ыш 5 s s s ош 9 S чс шы а 
з|5 8 G 5 G © © о 5 дө co co о ооо о о c о = G 9 9 9 9 G G 69 6 6 
е 
|= А 8 £ E š sagga E 3 3 B а оз z s Ë š 3 
“|ң 85: ачаа 5 %* š 535 & & & Л & с 35 > а & = 3 & 8 л 8 65 
р m ач w о о N о о = м м > Q = ре] - 
ә) а а A с сз сз єз 4 с а G G G а A A G 4 G QA G 4 6 A AAAA 
= 
Ы |  % “ы ә Сы Сы S ә % 5-5 Сы Сы Сы Сы “ы "ы Сы "ы 5 ы ъъ 5 ы o % ә ъ 
AS шю ао а а а 
二 
< 
ШЕР ә ° а ° а а ы о g з а аз 9 р апа g 
а Ва = 8 = 2 a B 2 B а 8 а в 8 & 3 B E 8 ь 8 8 a 
“|5 8 a 5 8 5-85 ава л 8 Š Š 5 а 5 Я 8 85 5 84 б 
Мазала в лала ла ала та кала тана лала ла салала Sw "S ы 
о ч A c < à CO t= ос о -а G оз i о їз о @ о = G c YN о І- о о 
m= = åa A A ë Ay A A A A A A A G с G G а GN G c о 9 9 9 G ооо о в 
< Ia Qa a A GQ GQ GQ aq G с б G G аса с G GÑ ас G a G G G өс G a G сі 
е 
lI а 日 = а 2:65 g e p © s 
к 8 S аа Еа а ар. Se ВЕ а о S S 54-5 
ala Qo = = © © © © © © оо ооо ооо © © ооо о ос © © © © 9 о 
ә m A о ч о от о о о x= п о ч о о і- о о о s с о ч о о о о 
о GO G © © 59 0 © © © с с с с с Q Q Q QA Q со о о о со сос со осо с с 
Ç“ | = о = = о = = = = = == = = = а-а-а - ааа ча а ада а ааа 


ШЕЕ F, = F,|z]/(z° + z* + z3 + z2 + 1) 


ЕЛ 域 中 生成 元 g = z ИЖ: 由 k 得 到 h = g* 


k g" h=g" k 4% h= g 

0 g 1 32 аз T +т* 28+ +1 

1 9 т 33 933 а5 фа? +т+1 

2 4 2 34 4% zt Ре Р 

3 g? z 35 5 а" +z ъа? +12 

4 gt zt 36 93% а +12 +1 

5 4 х5 37 g 28 +13 += 

6 gÊ 46 38 4% z +z“ +? 

т g 2" 39 g z5 十 z4 十 z2 十 1 

8 g? а т фа? +1 40 4% тб +125 а {т 

9 g° дб т 3 т 41 4" z +a? +z! +? 

10 4% zê +25 + zt +2? 42 g? zZ7 十 z5 十 z4 十 z2 十 1 

11 9 х" +28 +25 + 23 43 4% ze 十 z5 十 z4 十 z2 十 z 十 1 
12 42 27-16 + 1342241 44 44 а? +16 +15 +13 +12 +1 
13 93 r +r? + +1 45 45 2" +16 +1 

14 44 z4 十 z 十 1 46 446 т? та т фа? фт +1 
15 445 а +12 +2 ат 9“ 25 +=+1 

16 46 28 +23 а? 48 48 26 +22 += 

17 47 2724 +13 49 4% а? + z3 + z2 

18 448 а5 +23 +1241 50 4% z2+1 

19 4% zê +т*%+х%+т 51 9! +r 

20 4% 27 +а5 фай а? 59 4% siye? 

21 g” z6 十 z5 十 z4 十 Z2 十 1 53 Р а5 +13 

22 g? 27+ 26 + 15 +13 ат 54 454 28 +24 

23 923 Z7 十 ze 十 z3 十 1 55 g а? +а5 

24 д? z7 十 za 十 z2 十 z 十 1 56 456 2z6 十 z4 十 z3 十 z2 十 1 

25 925 z+1 57 g” 2Z7 十 z5 十 ZL 十 z3 十 了 

26 926 а? += 58 g z6 十 z5 十 z3 十 1 

27 477 аз +12 59 ші 274-26-21 +2 

28 928 zt +13 60 4% т? тб +14 +13 +1 

29 4? z5 +z4 61 g. zê тб +r +r +1 
30 Г аш 18 + zŠ 62 g" T +аё т а ка? ът 
31 931 а? +28 63 9% 2 +25 Зе 1 


HDR E Е, 
эв = Fo|[z]/(z° + z3 + zŠ +=? 
z“ +1) 
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4% 
64 "4 
4 хб + zá В | 
È 
g” 7 а +r? +т+1 - - s 
а" тб +a i 2 
- к кй А 96 
| x +27 +z е і 
x тылы N 17-16 ай L z3 
: би g” 27 +215 а +1 
£” + - "i 
48 ат i Ж g я Зна 
4% +а +2941 5 ұй = 
т5 | 
9 zê 十 Z4 +23 Е 5: 
1 
А ге s gp” а5 + 
а5 十 Z4 . 
g? 28 +25 +z 422 үй 5. 
43 В а а? +1 ер" | 
т 6 | 
4" дын +а? +z pk гй + 
g” Z7 十 z3 十 1 ұй! а 
аз 2 қ 
4% +2 +=+1 н үй: шш 
= z + 4 
0" 5 аа? + 107 |" š н 
т 4 | | 
7 i jacan 108 4% s, +23 
т 5 | 
4” ГТ 421423 we 2 
т 6 . 
во +zŠ +25 +14 ы 5 Шш 
| - р 2. + +1 
81 аё jaz qat +23 5. в се 
9 7 +r + 22 қ 5 
1. š: 27-1 || 112 _ | 
> ; 十 Z 十 Z 十 1 = ў _ 
т z+1 
zŠ + с 
- ый 113 
g 27 +25 + z I я а 
4 
g% 26 +25 z4 十 z3 十 z 十 1 = е 2 
115 жый 
4% 27+ 18 аз 十 Z 十 1 Г zŠ +25 2. 
=a 116 с 
4% 27+ 15 а* +22 {т 44% 27+ 8 э, 
2. 117 2. 
g 28 +25 24-1 9" s + zŠ а 
вв +25 +24 +23 w 2 и 
x x И Е а а +r? + 
27+ 18 +1 бй | 
89 zê + 18 +z4 г. б өте 
4 7 а* + т% 1? | | y 
2" + zŠ +15 | өлер 
g. 17+ 8 м > ж | 
91 zŠ +14 +13 + z2 w gu б. 
9 z’ +15 — и: 
= I g 27 +28 += 
2% 23 не 
4% 27 + zŠ za 十 z 十 1 9 а" +28 а 
ра 124 . 
9“ zÊ 5 2Z4 十 z2 十 并 т 
95 28 +2 +1 Е Ж селе 
4 Ера ; з | 
zŠ +15 
127 = т ` дын 
z + zŠ 
zŠ фа? + т? 


382 附录 EE Ез = Fs[Əz]/(z° +z! +z? +r? +1) 


续 表 
k 4% һ-а” k g" h= g 
128 |4138 r +r? +1 160 | 9:80 а" Баб фаб т? фт 
199 |449 | зї +12 +=+1 161 |g" | заб +з +1 
130 |450 |25 +23 +r? += 162 |584 |s + а +=+1 
131 g7 т° 十 Z4 十 IT3 +22 163 |4163 аб фа +т+1 
132 |g" а" тб j zt +23 164 |4164 а" +16 +12 +2 
133 g” тб тб фа? фа? +1 165 аш т'+т*%+1 
134 2% а тб Нат 166 pss аа а +r? rl 
135 |” z тб +23 +1 167 |916" аб тб а а т? т 
136 56 а +r? +r? += +1 168 gp” 27-26-12 + zt раз + z2 
137 4457 а" фт т фа? {т 169 p” т'+хт°%+т5+х?°+1 
138 g 75 十 1 170 | даб +r а +1 
139 |g T6 十 了 171 g. даб фа +1 
10 |g |z +a? 172 |9172 | заб т+1 
141 ga тё +т? +1 173 ет а" тб т а фа? т 
142 |442 |4513 +e 114 |444 | хаба ата 
143 |g | ze 十 z4 十 z2 175 |9175 |хт'+т°+єх°-єх®+х%+т°+т+1 
144 |444 |a +a" +a? 176 |476 |z +o +a +r 
145 |445 | 29а +a? +1 177 |4 | +a аі taa 
146 |4546 a yatt? +a 178 | g's z +r +r ++ 
мт |g |а+а?+1 179 |g |zs+za+z+1l 
148 | g's аа + 180 | gs тт тт 
19 |449 |а? +a" +а? 181 |9181 [аа +1 
150 |449 |462 а? +1 182 |9182 |а +а5 += 
151 |g"! |а фаб +2342 183 |9188 |17126 +2? 
152 |g"? аба? +1 184 |g | зай +241 
13 |g" |a +з + 185 |g | аб фа +? 2+1 
154 |М | 24а 42941 186 | 9186 | 26 +25 фаза? jm 
155 |g аб аб 十 Z4 + 187 |9 z7 те + zt + z3 а? 
156 |4156 a +a? až + 22 188 |4188 аш" фа? фа? +1 
157 |g" а +a а 2? +1 189 |4189 16-4 т? +41 
158 |658 |17415 чай а +1 | 190 [9% |17219 т ах 
159 |449 [аб +а5 а +т+1 191 |9“ |а%+1 


HKE Ев = Fos[z]/(z° + 2 +z? +z2 + 1) 383 


续 表 
ГИ h = g k 4% h= g" 
4192 а" += 224 y” zt+r 
48% |+ +1 225 |4225 |a +e 
2795 тт 226 4726 zŠ + zŠ 
9195 zŠ +25 + т? 227 |g" ат +=“ 
9196 z? + zŠ + zŠ эн |y” 241 +r 412 +1 
a а" +r? +22 +1 229 | 422% T6 十 Z5 十 Z4 十 T3 十 了 
098 |т?+т+1 230 |459 |a +a +25 ай аа 
g” +r? +r 231 г” Z7 十 z6 十 75 十 z4 十 Z2 十 1 
g” 24-13 а? 232 өз a +a +а5 а фа? += +1 
9% T5 十 Z4 十 T3 233 e a+r +a +r +r 
g92 | аб +25 +z4 234 | 4281 | 27 аб тб ай ва +т+1 
ез а" +Š + zŠ 235 gs Z7 十 ze 十 75 十 3 十 Z 十 1 
gph |17416 ай +r? +а2 +1 236 |456 |+ +з 4+=+1 
Таш Z7 十 z5 十 Z2 十 z 十 1 237 өт z а +т+1 
9706 |х%+хт%+т+1 238 |448 | za+z+1 
42% |а? ++ +z 239 |459 |тї+т?+т 
Ph | ава +1 240 |979 |а +z +g 
49 |z +а5 +z 241 |9 | trits 
g |х%+ах%+а5+1 242 |44 |z += +z 
gl |a ++ +e 243 |443 |16-15--14 + 1751 
g |а +25 +at+a°+1 24 |44 |= +z +z а ат 
978 | заб аб фай 245 |445 |а? +аб+а5 42941 
974 |a +a +a 42142841 246 |446 |а" аб фа +r? +т+1 
975 | аб фа фаза +т+1|| 247 |27 |z7+z+l 
g |т'+з°%+т+1 248 |g |хї+а:%+т+1 
g” |a tatta tet 29 |4 |+ +a? += 
PE | зай а ті 250 | 42809 |z +z +a +1? 
979 | ааа +a 251 |g | 2 аб аа 
9229 |a tatra? 252 |4584 | +m +m +2? +1 
g” |291 253 |g |242 =+1 
P? |а +а? += 254 |g |а" + +2? += 
9223 |а? +1 255 |955 |1 
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附录 EE Ев = Ро 


[2] /(28 +24 +z? +=? +1) 


E.2” 域 中 生成 元 g = z HERR: 由 h 得 到 g* = h 


h 
=h h k= 
1 á = 
g' а5 5 
1 255 К 
4 а5 + z2 9225 
т 1 
4 а5 +z2+1 436 
2-1 g” аз +12 + 
А т g” 
т 47 5 2 
| т’ +z+1 а 
2 十 1 4% а5 + zŠ 
u 953 
т т 26 
9 а5 + z3 +12 920 
z2 十 z 十 1 9198 rs 3 2 
| 十 z3 十 z2 十 1 
т ГИ а5 + z + z2 
р р т {т p” 
T +T g” а 十 Z3 +а? 
| B 2Z 十 Z 十 1 4% 
aZ su! 44% а5 +23 
Я | 2+1 g 
т +z +z g аа +r a 
3 2 I 
m +2 +2+1 Р 
I g аа +т+1 4215 
а +1 p” а5 {= 
3 я 
аЗ += Ps 
| 9 а5 +z + z2 4196 
Z3 十 Z 十 1 Gs аб +24 +1? 
| 2‘ +1241 g” 
т 4 
g 29-24 {т еді 
а^ +т? 52 е 
9 х5 +т*%-+т° 
е +z+1 гы 
айа? +1 g а-а-а 
К бы тї + z' 4701 
т т т 239 
` | g а5-- т 十 za 十 z2 
а ка 4+7+1 41% т® + тї +аз +а? 
т + х% +r?’ +1 028 
тё +23 28 M 
4 а5 十 24 十 Z3 2 
а +r? +r 9% 
zt ат йе z5 + т* + т% + z2 
чт z4 十 z3 十 z2 十 z 十 1 гіа 
тё +23 +r? +1 9 дб +13 
en z+ 十 1 g” 
т^ 13 +12 +m 76 
4 rs 4 3 
ZT 十 23 十 2 十 ZT 十 1 з бн ей 2 
| g ба а ++ 4% 
24-131 gs 25 + rt 
| | т +1 ga 
а +1 +r г шін z5 十 z4 十 了 
тё фаз +т+1 аа 5 + 74 2 
Е 9 z5 十 z4 十 z 十 1 >” 
4-1 Т ші а5 +1 
й m” 
т +z gy” т°+т рн 
т®+т+1 Ж 5 и 
g 284241 g” 


附录 EE Ев = Fos[z]/(z° + 2 +z? +z2 + 1) 385 
续 表 
h g*=h h g*=h 
те gÊ 28 +15 +12 {т 4126 
zŠ + а? арта тб тб +12 +2 +1 p” 
1641241 92271 zŠ +15 + 13 д 
тет? +r 48 zŠ + z5 + 13 + z2 4759 
z6 十 z2 十 z 十 1 9253 28 +25 + 13 +22 +1 9133 
zê +23 9226 аб фа? 1? {т p" 
25 +23 +12 g" a+r Ба? а? +241 44 
аб фа +27 +1 p" а тб фаз +1 4" 
аб +r? 十 Z2 十 了 4% rê аб фа? фт 4% 
аб +r?’ +r? + 1+1 gp” тб тб +r ыт 1 4% 
тб +541 9152 zŠ тб + z 9202 
аб +23 + g” zŠ +25 + zt +2? 4” 
z6 十 z3 十 zZ 十 1 人 а +r +r Ба? +1 g” 
zê + rt 4% ат тт 4121 
28 фай +12 443 26 аб фай фа? +т+1 ТЫ 
ат аа +1 p” т° +25 十 Z4 + 23 Т 
zŠ +2 +22 +r 929 z6 十 z5 十 z4 十 z3 十 z2 95 
z6 十 z4 十 z2 十 z 十 1 т” z6 十 z5 十 z4 十 z3 十 z2? 十 1 [жы 
zê + т“ + 23 92“ тб тб т +23 +22 +2 y” 
zŠ фа‘ фаза? 13 28 аб рай фа а? 4+1 g 
2842441341241 g 2842542141341 д?! 
aê trite +12 +m g a+r trite +r 4799 
z6 十 Z4 十 z3 十 z2 十 z 十 1 g“ z6 十 z5 十 z4 十 z3 十 z 十 1 "з 
аб фаб фаз +1 449 25 +25 +441 4% 
аб фаба ка 49 аба айа 9155 
дб аз +1 g” 26 + 25 + 244241 41% 
ЕЛГЕ 4708 ааа 4% 
аба че 448 абаха 9182 
аи 476 Жаға тай 41% 
28 +15 4% Fpi 91% 
zŠ +15 +r? g" rz. +z те 
2841841241 972 а +т+1 g 


s +r? +е+1 
27+ 2 

z? + z3 + z2 

z7 十 z3 十 z2 十 1 
тт +r т 
27+ 2+1? +1+1 
z7 十 z3 十 1 

s+ +r 

а фаз +2+1 

а" +=“ 

а" +z +а2 
27-44 +1 

а" ай фа {т 

а" ай + 2+1 
z? + т* + а 

а" ай фа + z2 
27-24 фа фа? +1 
а" фа фаза {т 
27-24 фа фа + т+1 
Z7 十 z4 十 z3 十 1 

д? а фа {т 

д? а фа +т+1 
Z7 十 z4 十 1 

7+1‘ +т 

27а +т+1 

z +25 

z? + т° +12 


аш" фа? +22 +1 


вазе Б 8 22809 s Š 506 
Ë z 5585 š 8 8 
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386 附录 EE Ез = Fs[z]/(z° + т +z? +z? + 1) 

续 表 
h іі h "= 
а” 7 а" +а5 фа? +2 ре 
z? + z2 жаа а" +а5 т? +т+1 s: 
z7 十 z2 十 1 128 а" тб + 13 144 
т'+т?%+тхт к а" + zŠ + z3 + т? 220 


ж? тб +23 фа? +1 

а +а5 фа? фа? {т 

а" +r фаз 1? фт +1 
r тб +29 +1 

r аб фаз mr 

а тб фаз т +1 

а" тб +1 

а" +z +z + z2 

Z7 十 z5 十 z4 十 z2? 十 1 

а +r а ат 

s +a +a +12 +т+1 
Z7 十 Z5 十 Z4 十 T3 

a +a +a +a? a? 

т? +a фа т +l 
тЇ т а +28 т 
Z7 十 z5 十 z4 十 z3 十 z2 十 z 十 1 
zZ7 十 z5 十 Z4 十 z3 十 1 

T +r а рат 

a +a +a а +т+1 
s +a +241 

2" +r +a т 

а" +а? а +1 
Z7 十 z5 十 1 

т'+т°+т 

Z7 十 z5 十 z 十 1 

z? + zŠ 

z? + zŠ + ә? 


Z7 十 ze 十 zZ2 十 1 


H 
Š 
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附录 EE Ев = Fos[z]/(z° + z + z +z2 + 1) 387 


续 表 
h g*=h h g =h 
z фаб фа? +r 4164 27 +16 +15 +23 E p” 
sT аб а trl gs 27+ 26 +28 +13 41241 ж 
27 + zŠ + zŠ 9196 а" +26 +15 +13 +1? += g“ 
z? + zŠ + zŠ +1? g7 27 +16 +25 + 134124141 g” 
z7+zs 二 zs 十 z2 十 1 42 2726418541841 g 
27 +х%+х2%+х?°+т 012 27 +16 +15 тт ар? 
z +++ Harl ?” z+ +r +r +r y= 
27 +28 +18 +1 923 Z7 十 z6 十 z5 十 ZL 47% 
s+ +1 +2 973 z7 十 z6 十 z5 十 z4 十 Z2 9230 
274+ 18+ 13+1+1 sa а" +28 +25 +2 +12 +1 92 
т? +10 + z“ = а" +28 +125 +1 +12 += ge 
т? + zŠ + z“ + z2 g” z7 十 z6 十 z5 十 z4 十 z2 十 z 十 1 ra 
2zZ7 二 ze 二 zt 十 z2 十 1 l d z7 十 z6 十 z5 十 z4 十 z3 p" 
Z7 十 z6 十 z4 十 z2 十 了 "a z? + zŠ +25 + zt + z3 + z2 4468 
а" аб фай а т +1 б" а" +х1%+т°-+х*+х%+т%+1 И" 
а" +z +z + zŠ Р е а" +хт%®+т°+х*+х%+х%+т 488 
2Z7 十 z6 十 24 十 z3 十 z2 987 Z7 十 z6 十 z5 十 z4 十 z3 十 z2 十 Z 十 1 ge 
а" +х8%+т*+х%+т?%+1 g Z7 十 ze 十 z5 十 z4 十 z3 十 1 ge 
а" аб а а рат g а" тб тб фай фа т 444 
2z7 十 z6 十 z4 十 z3 十 z2 十 z 十 1 4% z7 十 ze 十 z5 十 24 十 za 十 z 十 1 Г аш 
r+? + 5441341 g% z7 十 ze 十 z5 十 z4 十 1 “Sas 
а" +х%+т*%+х%+т 9'3* а" +18 +r +r ps 
27 +8 а а +=+1 gn 27-84184 11+ =+1 g. 
Z7 十 ze 十 z4 十 1 p” 27412641541 4% 
а" ат +z g” 27-16 +25 +т 4” 
m+ +... 982 z7 十 ze 十 z5 十 z 十 1 
z? + zŠ + zŠ 4705 Z7 十 ze 十 1 фе 
а" + zŠ +15 +1? Г т'+т%+т д" 
а" фаб т фа? +1 ga Z7 十 ze 十 z 十 1 4719 
т? 十 ze 十 z5 十 z2 十 T а +1 Тыш 
а" +a +a +r? +т+1 g“ 2 +r 4192 
а" 4-46-22 а? 4" z7 十 z 十 1 pPI 
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ИЖЕ Ез = Fs[z]/(z° +z! +z? +z? + 1) 


ЕЗ 域 中 生成 元 g = z ИНН и? +u R: k 得 到 万 = g + gË 


k 4% һ-а +g < 4% h = g?“ +g" 

0 д 0 32 432 27 +16 +2 

£ дї а? += 33 933 26 +12 +z 

2 g? а +12 34 4 а" фаб +з Ба? т +1 
8 g? zê +r? 35 4% 2" +16 +2 

4 ф аЗ +а2 +1 36 436 тб 

5 9 26-24412 37 ут Z7 十 z6 十 z 十 1 

6 4 а" +r? +22 +1 38 g” а" 十 Z3 十 工 

7 g 2zZ7 十 24 十 z 十 1 39 r = z6 十 z3 十 z2 十 1 

8 g? zê +t +1 40 4% z7 十 z4 十 z2 十 z 十 1 

9 g° 24 +22 +2+1 41 д“ а? +=+1 

10 4% а" + zŠ 42 4% Z7 十 z6 十 z4 十 z3 十 z2 十 了 
11 ғы т 43 43 а" +28 +22 +2 

12 9? 26 += 44 9“ zt 

13 ШЕ а" +1 45 9% а 十 Z3 фа? {т 

14 4 z3 十 z 十 1 46 g's z? + zŠ +1? 

15 g!5 26 +12 +2 ат 9“ 26 +7‘ +2 

16 98 Z7 十 z6 十 z4 十 1 48 g. zZ7 十 z4 十 z3 十 z2 十 Z 十 1 
17 27 2Z7 十 28 十 24 十 z2 十 了 49 g т'+т%+х%+:%+х+1 
18 4 аз 50 g а +22 

19 4% a++ HH 51 45 a+r? фа? 十 了 

20 4% Z7 十 z6 十 z4 十 z3 十 Z2 十 了 52 452 зА +13 +1 

21 д?! а? +a? 53 953 т* +т% +т? 

РУ g? 2а 54 4% Ра 

23 өз аа а т 55 4% z7 十 ze 十 z2 十 z 十 1 

24 474 Z7 十 ze 十 z3 十 1 56 [ш 27 +х% +14 + 13 +12 
25 975 а? += 57 a” z” +r? 

26 416 2Z4 十 并 58 4" 2741441 

27 ай 16-24-13 + т? 59 4% 2441241 

28 928 28+12+1 60 4” а" +z 

29 i ат Ба? +1 61 4 z7 十 z 十 1 

30 27 +18 +1 +15 +1 62 4% аб +13 +1 

31 а ат т 63 4% 27 + 16 +12 +т+1 


附录 EE Ев = Fo[z]/(z° +z +z? +z2 + 1) 389 


续 表 
g" һ-а + g" k 9“ һ= ?* +g" 
4“ а" аб а ат 96 4% арт фа? т +1 
g” z +z 97 g” ж? + ж ъа фа +1 
4% 27 +29 +24 +25 +1 98 9% 27 фаз ті 
g" zt +r? 99 4% а +1 
388 27 фаб ай а? т 100 Г аш 2341241 
4% т%-+т?+т 101 4191 26 +14 +2 
4% 27 +26 +1 +13 += 102 ^ а" фа +29 +1 
9" тт +12 +2 103 ges 27+ 16414413 +1+1 
4% 2" +26 +13 412 +1 104 Г жш zŠ +z +23 +212 
r zŠ + rt 105 gr z6 十 z 十 1 
44 т? +т%+х*+х%+т+1 106 ge z6 十 z3 十 z2 十 1 
аа ат 107 gm z7 十 z4 十 1 
26-24 +r? +r 108 ^ х*+т+1 
id т? +1 109 41% а" фа а {т 
4% т? + т* + zŠ + z2 110 449 z7 十 ze 十 zs 十 z 十 1 
4% 2z6 十 z2 十 z 十 1 111 а 28 +1? 
4% ааа +т+1 112 912 т'+т%+т+1 
9% zŠ +1* +13 113 913 aê +r +122 2+1 
9% 2% +22 +1 14 444 +1 
өз а" +а? 115 95 27 +13 
4% z7 十 z4 十 z2 十 z 十 1 116 gs z3 十 z2 十 z 十 1 
4% 1 117 T 24--42--т 
4% 1-26 тт 118 448 аЗ 十 z2 
Та тт 119 44% 2" +т*% +15 
4% 24-23 +2241 120 9120 2 十 z2 十 z 十 1 
4% 26 +13 +r 121 Га T +z фа? += 
4% z6 十 zs 十 1 122 т 24--22--т 
ГЕ а +28 +1 123 аш т%+т 
9° z7 十 ze 十 za 十 z2 十 z 124 y” 27413412 
4° т? +аё + zt +13 125 e” aê +r +r +r +l 
9“ 27 十 z8 十 z4 十 z2 126 4136 zZ7 十 ze 十 z3 十 z 十 1 
g аё + 13 +12 127 e 26 += 


390 附录 EE Ез = Fs[z]/(z° +z! +z? +z2 + 1) 
续 表 
k g h=g™ +g" k g" һ= д?* +g" 
128 9128 а" т? +т+1 160 p" zŠ +т* + 13 
129 9129 244-13-12 1+1 161 9161 #*+@+1 
130 |4139 аЗ +1? +2 162 | 9162 z +z 
131 9% 2" +18 +z +23 + z2 163 4163 тЇ +26 а +23 а? ES 
132 Т ы 2" += 164 Га а? +т? 
133 |g" Z7 十 z2 十 1 165 |4165 д аа += 
14 |g3 | 1641442341241 166 |g% |т-1 
135 Т аш z+ фа? +т+1 167 = т? +т%+х%+х 
136 т ый z7 十 z6 十 z4 十 z2 十 z 十 1 168 p” 2 фа +т+1 
137 т ші 2" + zŠ + а? 169 т^ z6 十 z4 十 z3 十 Z2 十 了 
138 26 +х*%-+ т? 170 i 1 
139 p? z7 十 z3 十 z 十 1 171 ШТ z? + zŠ + zŠ + z2 
10 |g |z7+zz+z+l 12 |g? |z7'+zt+z3 +z 
141 |а z4 十 z3 十 1 173 |473 |z +zt+z2+1 
142 |44 |а* +18 +r 174 |474 | аб фа? +т+1 
143 |943 |z +а* +r? 175 |478 | 24241241 
ма |4 |а +r +++ 176 |476 | z% +z +r? 
15 |445 | 2742842441 17 |47 |43%414--13 +12 +1 
146 |446 | 27418424 178 |47% | 2742941 
147 |44 | 24413412 179 |9 |z7+ze+z+1 
18 |4485 |а? +22 +r 10 |9180 | 27423422 
149 |4% | 2741842144141 181 |9 | 2642442341 
150 |9150 | 27424422 182 |4182 | 2741842441434 124+0+1 
151 |9151 2z7 十 z3 十 1 183 |913 |zs+z 
152 |4!# | 2742841241 14 |918 |= +1 +r 
153 |9153 | 27424443 185 |4185 | 264234741 
154 |4454 24-1 186 |446 z7 十 z 十 1 
155 |445 | z7 十 ze 十 2 十 187 |487 | 2641341245141 
156 |4156 2z8 十 24 十 z3 十 z2 十 了 188 | 9188 27 +20 +14 +т+1 
157 |4457 z2 十 z 十 1 180 |449 |z7+zt+z 
158 = Z7 十 z6 十 z4 十 73 190 4” т? + т^ + т° +12 +1 
159 |4159 Z7 十 z6 十 z4 十 并 191 | 919% а" фа? фа? +1 


附录 EE Ев = Fo[z]/(z° +z +2? +z? +1) 391 


续 表 
k 4% h = g? +g" k д“ һ= g + g 
192 91% а" +з +r? +1 224 4724 т%+т+1 
193 9193 2641241 225 9225 аб 
194 г zê +т*%+ах2%+х%+тх+1 226 4726 zZ7 十 z6 十 z2 十 1 
195 Т дей z7 二 ze 二 zs 二 z2 十 1 297 4727 ата раза? +z 
196 те аб +12 т 228 9228 2+1 
197 (дей т" +х%-+т%+т%+т+1 229 ашы а" т а фт 
198 Т Бай z+ 230 9759. z6 十 z4 十 z 十 1 
199 Ea т‘ +13 +m 231 921 аб а‘ +т+1 
200 47% z8 十 z4 十 1 232 аб фа +22 +1 
201 p” Z4 十 1 233 9233 26-1 
202 9202 а" тб + zt +2? 234 022% аЗ +1 
203 9703 26 +r? +2 235 9735 т? 
204 p z8 二 zs 十 z2 十 z 十 1 236 p” 28 +=“ 
205 pr т? + 18 +14 +12 +1 237 pr 27+ 18414413412 +1 
206 47% а" фа? +2 238 0255 sê +r +12 十 了 
207 om 27 十 ze 十 z4 十 z2 十 1 239 е” 24 十 z3 十 z2 十 z 十 1 
208 9208 ат 240 pe аз 
209 p” т? +18 +1 241 p” 274+ zŠ + zŠ 
210 449 27 + zŠ + zŠ 242 pe Z7 十 z6 十 z3 十 了 
211 ри z? + 16 +13 +12 243 9% а" +13 
212 аш? т? + х5 +т% +12 244 p" 3+1 
213 9713 26-1 245 9745 т 
214 ри т%+х%+т+1 246 ' zŠ +12 
215 g” т*% 247 pr 21-24 +241 
216 ge 24 +13 248 9248 z6 十 z 十 1 
217 g" 27416 +14 249 929 т%+т%+т+1 
218 p" mr +13 +r 250 p> z7 十 z2 十 1 
219 49 27 +з +т 251 pa 28414134141 
220 Зе 27 + 13 +т+1 252 Г шай z7 十 z4 十 za 十 z 十 1 
221 Т ерді z +r фаз +1 253 Га т фаз фа? ът +1 
222 т^ т? тб т +15 1? +1 254 gr 2741841841 
223 9223 zê + 23 255 9255 0 
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HRE Ев = Е 


т]/(@® + z! +z? +=? + 1) 


Ел ШЕЛ g = z 的 广义 指数 表 : 由 h 得 到 g2 + g = h 


h g™* +g" =h h 9% +g" =h 
0 9° z 4" 
0 p” 14 975 
£ 4% та +r? 4? 
1 4179 zt +22 4% 
т д" тї +? +1 4% 
т p’ ZL 十 Z2 十 1 g 
2-1 p“ а‘ фа? +r gr 
2-1 r" а‘ +12 +r ga 
т? 02 аё а? +т+1 9° 
т? p” а‘ фа? +т+1 g” 
ЕУ) д" та g 
Fyi 978 тё фаз 446 
а? +2 9 а +т% +а? 4% 
іе 4% 24 фаз ра? 4 
а2 2+1 д" ЕРЕЖЕСІН 4% 
2z2 十 z 十 1 а 24-13 +r? +1 г ЕШ 
аз 4% аа т 9°! 
28 2% ааа? += 4% 
т%+ т? ge тї + х%+:?°+т+1 29 
ЕСТЕ дві тА фаз рае! Бш 
аз +а? +1 4! 2442341 Жы 
73 十 z2 十 1 44% 244-43-11 д“ 
а3 +12 += 4% 14 +13 +r g 
т%+т?+т 9130 stt? +z ғ" 
23412 +2+1 415 2 十 za 十 z 十 1 4% 
z3 十 z2 十 z 十 1 ае афа? +т+1 А 
23 + 1 g” zê + 1 аба 
аЗ + 1 474 та +1 sa 
аЗ +r 9123 z +r 426 
+r ы ‘+ gs 
2+1 44 тї+т+1 448 
а%+т+1 а?“ тї+т+1 а 


MKE F; 
ъв = F; Ж 
>[z]/(z? + z“ + zŠ +z? +1) 
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h 
2k 
х. д?* +g" =h h A 
36 
: 2к 
16 225 ава {т = 
5 23 
224 zŠ +т*-+ т? | 
ын т?+т 196 
> i те 4 А 
i дн ат +т+1 76 
6 2 і 
пев а аб ра фа? += +1 i 
3 
pe zŠ +z а Н 
4 | 9193 6 A 
w sa я zŠ +z“ + zŠ М 
| 60 
= ë zŠ +z! +23 +22 й 
6 й 
е s 16-14 + хт% + 22 
26 +r? J йге > 
люе та 14-13 +r? +1 = 
6 3 | . 
буе A ат а +22 +1 ч 
| т 
ме = ат т +r? {т ; 
| 156 
тб 3 2 | | 1 
р 5 аб те +а? +12 {т 169 
6 3 | 1 
4. A ата т а т +1 ва 
zŠ +r? +22 РЙ ғ 
ы, s 24 + 23 +22 +2+1 sa 
| 4 
zê ++? +1 г ені а r 
6 3 | 1 
18-13 +r? +т g” 2. а 
тб 3 2 p А 1 | 
Ыз += +z Гай . я 
т 3 . 
— A 78 十 24 十 Z3 十 了 
тб 3 i 1 
s үй zs 十 z4 十 z3 十 z 十 1 96 
zê +r? ы , 
| № A +2‘ фаз +241 е 
28 фаз +1 4% Әр і 
6 
5. 2842 +1 г 
° u 
28 +18 += екін 
ғ I и 
9 
26 Фаз +2+1 22. 
| | же 6 А 
ы, х° +-х%+х+1 
Ñ Т? Ж 
| 6 
= в 2641‘ +т+1 23 
а + 4 т | 
| Е н +1 213 
aê +z + а? 2. , 
5 
| 233 
aê +т*% + 22 2. , 
И à Зе 6 A 
2 +22 +1 е Ре 
| | н ` 25 
28 +1 +22 +1 үза Bot 
| i гы 
m += +1 
Гы 


394 附录 EE Ез = Fs[z]/(z° +z! +z? +z? + 1) 

ж 
h 92 +“ =h h 9 +g = һ 
т? Т е а" ра ат т 97 
а? p” а" рат т а 
т? +1? g т'+єт%+т?+т+1 4% 
т? + 22 з а" т фа? т +1 9 
а" +а? +1 133 а" + 14 + 13 44% 
а" +r? +1 Г аш тЇ +z + zŠ g 
r +r? 十 4445 а" +z а + 22 g 
z +r +r pe а" +z а + 22 д??? 
а +a? +=+1 a” а" +т* +23 +12 +1 g” 
т? +r? +=+1 4449 а ра а +1 41% 
27 + 23 y” Z7 十 z4 十 T3 十 z2 十 了 g” 
27+ 23 g а" та т фа? {т s" 
27 z +2? д“ 27-14 +r +r +2+1 4% 
тЇ + zŠ + z2 41% 27-14 +r +r +2+1 go 
27-13 +2241 “ iate ti 4192 
т? Ба? фа? +1 а” 2 十 于 十 中 十 1 ga 
17 +r? фа? +m i” Z7 фа т +r g” 
27 +r? фа? +m gp” Z7 фа т г g 
s+ фа? +т+1 g z7 十 z4 十 z3 十 z 十 1 g 
z+ фа? trl g” 27 十 24 十 z3 十 z 十 1 өза 
27 +1841 g” Z7 十 z4 十 1 4% 
z ++ g’ Z7 十 z4 十 1 2% 
27 фа? +2 9% Z7 十 24 十 了 0189 
27 фа? +2 g” s +rt +r 449 
2z7 十 za 十 z 十 1 45 274144141 4' 
27+ т%+т+1 213% 2Z7 十 z4 十 z 十 1 ғ" 
а? +z ыш r +r? 49 
2Z7 十 z4 m тт +25 971 
a +т*%+ т? aa а" +r? +2? 446 
2Z7 十 z4 +а? pa 274-126 +12 gr 
ж? +2 +22 +1 4% т? +28 +12 +1 а” 
z +*+? +1 4” z ++I? +1 4% 


附录 EE Ев = Fos[z]/(z° + 24 +z? +z? +1) 


395 


h 


h 


а" +a т? {т 

а" тб т {т 
s+ фа? +141 

а" +26 фа? +141 

zT +18 +13 

z? +28 + zŠ 

т? +28 +23 +12 

т? аб + zŠ + 22 

z +a +a фа +1 
27-26 +r? +r? +1 
2Z7 十 z6 十 z3 十 z2 十 了 
а" +26 фа? +12 +2 

a +a +23 +22 +2 +1 
a +a +r +12 кт +1 
27+ 2842341 

27+ 1842341 

Z7 +a +23 十 了 

Z7 +a +a 十 了 

тЇ +х%+т%+т+1 

тЇ +х%+т%+т+1 
Z7 十 z6 十 z4 

z +r? +r 

z? + zŠ + zt + z2 

27 +28 +z +2? 
27-26-14 +1241 

Z7 十 z6 十 z4 十 Z2 十 1 
т'+т%+т*%+т?+т 
т'+т%+т*%+т?+хт 
а" +a? ай а? +т+1 
а" аб ай а? +т+1 
а" +a? q zt +23 


тЇ +a? + zt + zŠ 


а - “Q “Q | 


S 


š 


© ‚А ч. © © w а ә а х. ч. <. >. <. 5 © ч. e, w =. © 本 =. Q а Q = © © 
ҚЗ УЫ ЕЕ > urr? зе 
із В š É Ë Ë 


© 
Е 
% 


а" + zŠ + zt + z3 + z2 

а" + zŠ + zt + z3 +1? 

Z7 十 z6 十 z4 十 z3 十 z2 十 1 
Z7 十 z6 十 z4 十 z3 十 z2 十 1 
а Баб а фаза + 
а Баб +з фаза +z 
I +a ай фаза +т+1 
I тб ай раз фа +т+1 
Z7 十 ze 十 z4 十 z3 十 1 

Z7 十 ze 十 z4 十 z3 十 1 

Z7 十 z6 十 Z4 十 Z3 十 了 

Z7 十 z6 十 Z4 十 z3 十 了 

Z7 十 z6 十 z4 十 z3 十 Z 十 1 
Z7 十 z6 十 z4 十 Z3 十 Z 十 1 
а" +a +2 +1 

а" +z +2 +1 
27-16 фа‘ +a 

а" +25 фай {т 

а" Ьа фай +1 

а" те фа +1 

27+ 28+1 

a +a +1 

27 +1 +m 

27 +18 += 

27а 2+1 

27426 +2+1 

2z7 十 1 

Z7 十 1 

z +r 

а" +т 

Z7 十 z 十 1 

Z7 十 z 十 1 
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ШЕЕ F, = F,[z]/(z° + x4 + z3 + +1) 


Е.1 PERT g = z + 1 Е: 由 k 得 到 h — gË 

k ГЫ h= д k 4% h = д“ 

0 4° 1 32 4% 2" +18 +25 1241 
1 g т+1 3 |g3 |z5+zt+z2 

2 а? а? +1 34 |g” | а6 +zt +23 +2? 

3 g? z3 十 z2 十 z 十 1 35 4% z? + zŠ + z5 + z2 

4 4! т* +1 36 456 z5 十 z4 十 z2 十 z 十 1 
5 9 ат +т+1 87 |97 |х%+т*%+а%+1 

6 4° 2+7 +12 +1 38 4% а" +28 + 184134141 
7 ГИ т? +26 +15 +1 +13 Hr 39 Г аш 25 +12 +2 

8 g? ZL4 十 z3 十 了 40 |g0 |zs+z5+zs+z 

9 g° +r ат 4 |g” |а +r +t +03 +02 += 
10 9% аё +15 +zt+r 42 4% 27+ 2642‘ +13 +1 
11 |91 | 27424422 += 43 |g8 |а +25 +z“ 

12 |g2 |z7+zs+l 4 |44 | +r 

13 |g | 27416425 +z + 45 |45 |а +а5 каз +т+1 
14 |g% | 2441 46 |46 |27 +28 +25 +12 += 
15 |915 |а +з +22 +1 417 |47 |z +zt+1 

16 |46 | ба +13 +12 +т+1 48 |g8 | 264244141 

17 |47 | 2742841841 49 |g9 | 27418418424 +r? 
18 |48 |x5 += аз 50 |g |а? 

19 |49 |=z% +z 51 |48 | +r? 

20 g” 1-16-24 zŠ 52 4% zt 十 Z2 

21 |g" |х%+т°+х*+т+1 53 |g | 25424413442 

22 |g? | а7 ъа а? +1 54 |g |+? 

23 |43 |т'+т°+т? 55 |g |z +26 +z +12 

24 |44 |т'+т°®+х°+х*+т?+т+1 56 |g% |х%+т%+з:?+тх+1 
25 |45 |= 57 |g |т'+т%+т*+1 

26 |46 |а += 58 |4% | 164843 

27 (|47 |= +z 59 |g | тб +z 

28 |28 | заза +r 60 |49 |z7+z9+zt+z+1 
29 |2% |z5+z 61 |9 26 +15 +23 +12 += 
80 |49 |26 +25 +а2 += 62 |g? |=" +25 рат 

31 |g” |а ++ += 63 |48 | т’ тб +23 +r? +1 


ЖЕ Ев = +z +++ 
в = F>[z * А E T 
ІН ]/(z + z ж” -----1) 
39 


k 
4 һ=* я 
: % 
° МЕ аз к 4% h= g 表 
65 NI 
g' а" + zŠ а т? s Жы. | 
| 2 十 Z +1 
2, | 97 g Т 6 
- 2. Ы а" + zŠ + z2 
| | 4 98 6 
а" +а5 фа? +1 Р 2... 
A 2. i 99 39° т 6 
ЫР +ê +5542‘ +23 
49 |аж5+х*+а5 а I 
а +т+1 
70 
; Ri 101 |g9 | 25 +z 
А 102 а 
9 ат аб +z ° й 
| | 28 + тї 
ый | zt+z22+z+1 103 жа Р 
Ё ийа g 27 +28 + 5 4 
" Е 5 PHT 
g а" +25 2 | 
қатер z'-+z-+1 
j | 105 105 
9 2zZ7 十 z6 十 z5 十 z4 十 1 12. 
6 106 | 41% 522 
i ë s papil 
s a 107 6 
ИК? | g z6 十 z5 十 z3 十 1 
08 |49 | zz 十 z5 十 z4 
424 +23 +2 + 
g | z5 + z5 ай но а е | 
i ТҰ ка а" тб а ат 
110 
Се е g zŠ +х5 +1 
еі 1 |" [|z7+z5+z+1 
й 112 112 
4 7214 
a 4 тЇ +26 аб at Ha? 
. т“ +т% +12 
j 2.” 113 | 4; 13 “е 
А 十 z4 十 z3 十 1 114 225. 
қ 5. g |т%®+т%+т+1 
ва 
| | А 115 115 6 
й 8+ 1842345241 р о 
а 116 |g" |а” 
. s 2+1 
i үй x W M j | 117 "ad а? 4 
x тё + z3 + z2 118 а а 
гем | 4 4 8 а? 5 3 
5 тї +23 +r? +2+1 22. 
' | 119 119 
р и 9 а" + 6 5 
zŠ 十 Z5 + zŠ + z2 
А i | 120 120 
27 + 14 +13 р . яи 
Ж й š: үй s. | 121 g 18 5 
i 2+1 122 22 
е б р 9122 т 
22. © x а" +2 +=+1 
9 18 +13 +1 L 
+53 +22 +z 
же тт + 18 4 ш * i ` 
94 2 а +т+1 — 
А кк | 125 арз» 5 
ñ +m +22 +z 1: Ё 
| 96 126 
g тт ах | йе 
12 
7 gr 2" +15 
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续 表 
k g h=g" k gë h= g" 
128 |4178 |хт'+х%+хт°+хтх*%+х%+т+1 160 |440 | эй +23 +22 ре +1 
129 4129 т%+т?+т 161 p” а7 +15 +х* +13 +2 
130 | 1809 | 25 рай +13 +z 162 |442 | 27 +26 +14 412 +1 
131 |4151 |а +23 +r?’ += 163 |4163 | zŠ +25 +r? 
132 |452 |х'+х%+хт*%+т 164 |444 | 27 +25 +28 +2? 
133 |933 |аб+а5 фа +а? +1 165 |4165 |17--16 раб а а фе +1 
134 |4134 z7 二 z5 二 zt 十 z2 十 z 十 1 166 4158 т5+хт%+х 
135 |4455 |т'+хт%+тхт 167 |д!67 |х%+х5+х%+х°%+хт?+хт 
136 |936 | 16 фа фаз +r? +1 168 |488 |27 += 
137 |287 |z7+zse+z5+z2+z+l 169 |4169 | 2742442341241 
138 T т5+т%+х 170 |4179 т? +25 +z +13 +12 
139 |2139 |х®+х*+х?+т 111 |g |т'+х%+т*%+ах%+т%+т+1 
140 |д!# |z +++ ах 172 |972 | зб +а5 фа’ ат 
141 |g" | 2442241 173 |473 | 2742421242 
142 |g? | байт +12 +1 174 |474 | 274241 
143 |993 |1641 175 |g |=" 
144 |g |z7+zs+z+1 176 |476 | а7 +21 +28 +=+1 
145 |445 | тб фай аз +r? +r 177 |477 |хт'+х°+т*%+х?%+т 
146 | 0146 | 27 +26 +25 +2 178 |9178 | 2742841 
147 |447 | за фаз +а? +1 179 |479 | 26443 
148 |448 |zs+z2+z+1 180 | 90180 | 27 +25 +25 +23 
149 |449 |=" +26 +23 +1 181 |41481 |zs+z+1 
150 | 9150 |16 182 |4482 |16419 +122 +1 
151 |g! | 2748 183 |4483 | z7 十 z5 十 z3 十 z2 十 z 十 1 
152 |442 | zs 二 ze 二 zs 十 z 十 1 184 |4144 |z +a +r +r +a 
153 |9153 | z7 十 ze 十 z5 十 z3 十 z2 十 1 185 | 4185 | zs 十 z2 十 1 
154 |9154 | z5 十 z3 十 z2 186 |4186 | zs 二 zs 二 zs 十 z2 十 z 十 1 
155 | 9155 | 16 +15 +24 +12 187 |487 | 17415421441 
156 | 456 | 27 +24 +23 +22 188 |41488 | z7 十 zs 413 
157 |457 |а +а5 ра аз т +т+1 189 |449 |26 +=+1 
158 |4158 |17416 ра ат 190 |9190 |z7+z° +z2+1 
159 |4159 |z6+z5+zt+z2+1 191 |9191 | 26 +24 +22 
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ЕЕ ЕР н p Dp Pp pp 9 p D Е-Е зз 8 š š š š 8 806 
ВЕ 8 с k 9 S а> G S 58 6 3 а È B Š # 8 
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PEE тб ай аз? 


Ат фа? 4т+1 
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28425 +27+1 
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а7 раб фт фай фа? 
а? +т+1 

а? +1 

ааа +т+1 

z5 +r +12 +1 

а +а5 а т? т +1 
а" т +23 +1 

ж? +a +24 

а +аб фаз т +1 

аб т? +r 

а 十 z6 +r +r 

28 +r? +1 

а" +26 3 +r? т +1 
аб ат 

27-15 аа +22 += 
z6 十 z5 十 z4 十 z3 十 1 
z7 十 zs 十 z 十 1 

ата? +т 

Z7 十 2 十 1 

27 +а5 а 

27 +т5+т°+т+1 

т° +“ +23 +12 +Z 
аё 十 并 

2Z7 十 ze 十 z2 十 工 
2 十 24 十 1 
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š 6 
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Е 
5 


<, 
Е 
© 


е © 
ы сы 
ай Q 
a в 


zt += 

z5 十 z4 十 z2 十 z 

z6 十 z4 十 zs 十 了 

2Z7 十 z6 十 25 十 Z3 十 Z2 十 了 
z5 十 z3 十 1 

a+r ++I +2+1 
Z7 十 z3 十 z2 十 1 

a +a? +a? 

Z7 十 z3 十 z2 十 Z 十 1 
Z7 十 Z3 +z 

27427 +1 

х7 +х* +? 

Z7 十 z5 十 z2 十 Z 十 1 

Z7 十 z6 十 z5 十 Z4 十 了 
т%+т?% +1 

аа фа? +т+1 

z5 十 z4 十 z3 十 1 

z6 十 z3 十 zZ 十 1 

27 +28 +14 +13 +22 +1 
аб рай фаза? 
афа? 

а" фт 12 + 5+1 

s +а5+т 
174-26-19 а а а? +1 
т& фа а? 

а5 + т? 

28 +125 х3 +12 

а" +I +z + т? 

27+ 16 +12 +т+1 

26 +14 +2 

а" +26 +25 Кт“ +1? += 
1 
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附录 F Рв = F 


z]/(zs + т“ +r? +z +1) 


Е.2 Л g = z + 1 的 指数 表 : 由 h 得 到 g% = h 


h k 
g =h h g 
1 0 5 - жы 
4 т 4125 
4 255 5 2 
4 z +m a 
т 25 
4 2z5 十 z2 十 1 g 
езі g +r 
| Pya 4% 
т 4% а5 +12 
й а? +т+1 ge 
2+1 а 
| 9 а5 +13 9" 
а +z ре 
| 4 а5 +а3 фа? 45% 
peti 198 
| g z5 +r +а? +1 g 
т 75 
| ; 9 25 +23 +12 += g° 
т +1 g х5 +r +12 
4 Де ж 十 Z 十 1 g 
а +z + е 
А 9 арафа P 
афа? 十 了 ss +r 十 168 
Эа А 
m += += +1 P 
4 + 9 z5 十 z3 十 z 十 1 4“ 
Fei 199 
| 9 Fp ат 
т +z рт 
j 4 25 2% а 933 
а 104 
| 9 бай фа? +1 g” 
ç 9190 тала 
ат 225 
2* +12 52 ñ y As t I 
， | g а +z 十 Z 十 Z 十 1 
тї +т? +1 n 
; + g” z5 з + 23 8 
r 129 
i g 25 фай фаза? Жы 
а* фа? +1 239 
+ g 25-24 а фа? +1 ай 
2‘ +13 76 u 
4 z Lat añ а? 
i 4 | +r? +z 
ат 9248 а5 + 4 3 2 
е 24-43 +22 += +1 те 
хот += +1 |05 
кы + 4 25-14 +28 +1 ga 
тё +23 +1? += г” өші тай +13 +2 = 
ALA 
а фаз т 193 
+2 +1 9 z5 十 z4 十 z3 十 z 十 1 2 
2441341 113 5 4 
: 4 25 +t +1 g” 
а“ тт 4% ба т жей 
а фаз +1 200 5 4 Ñ 
g {т +т+1 F 
24-1 4 5 I 
g т + 194 
ў g 
mr += 4724 а5 +2 29 
zt+r+1 14 ° 
g Z5 十 Z 十 1 Г 


HRF Fzs = Fs[z]/(z° +z“ +z? +z +1) 401 
续 表 
h =й h g =h 
zê aia 16 т +r? +т 930 
zê +1? р а +25 +2 т +1 g” 
аб а? +1 pe а 十 Z5 + zŠ 95% 
аё фа? +r 206 zŠ + тб + 13 + z2 4750 
26 фа? +т+1 и хб +хт5+т%+х?+1 Г 
zê +? Е т° +25 фа? 1? {т g” 


zŠ +r? + т? 

a+r? +а2 +1 
ааа т 
a+r? +r? +т+1 
аё +r? +1 

аё фа +т 

аб фа +2+1 

zê +2“ 

zŠ +т*%+ т? 

7Z6 十 z4 十 z2 十 1 
ат 2 += 
ат а += +1 
тб +т* +3 

zŠ +z а? 
ава фа 4+1 
26-24 фаза {т 
28 +2 фа а +т+1 
76 十 z4 十 z3 十 1 

аб а‘ фа {т 
ет а +т+1 
аб 2+1 

аё +14 +2 

аб а +т+1 

zŠ +5 

zŠ +15 +12 


аб тб +2 +1 


ЕЗ 


аб тб а а? rl 


3 


zê тб +23 +1 


я 


аб тб а фт 


š 


аб тб фа фт +1 


8 


zŠ +25 +1 

ре zŠ +25 +2 + т? 

241 26 Каў += +1 

ен 26 Каў а а +т 

іі 2 十 2 十 2 十 02 十 Z 十 1 
б 28 +25 + at +z 

е 26-29 +z +а + z2 

98 26-29-24 +r +12 +1 
ы 26-19 фа фа т? {т 
34 26-19 фа фа т? E 
а Z6 十 z5 十 z4 十 z3 十 1 

ê аб +24 +13 +т 

26 Каб +з“ +23 кт +1 
28 +25 +з“ +1 


аб аб ах 


я 
5 


ет +т+1 


асое = ас а= а әс ос ос ос әс ос ос ас ас ооо о сос шш |с 


S ê+" +1 
жы 26 +15 +2 

в ат +т+1 
ші 25-1 

163 т®+т 

s 26 +т+1 


= а а = ас ас ас асс әс ас ас ас о с а сос с 
Е-Е s Šg E 9 S S Sa ЕЗУ 5 E Ë 322 8 2 # š Š Е Š 5 š 
= Š Š 5 “ š š 065 % š 68 а 3 8 
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402 附录 F Fss = Fs[z]/(z° + г + z3 + z + 1) 
续 表 

h g= h g =h 
т а!" T +z +12 += g" 
а" +а? p“ Z7 十 z5 十 z2 十 z 十 1 r” 
т? +а2 4+1 4754 т7 +25 + 13 9216 
а" +2? += өз 27 +25 +93 а-а а 
s +r? +2 +1 gs а" +25 +r +r? +1 p” 
а" +g? 4” а" тб т фа? фт gas 
а" + z3 + т? д? Z7 十 z5 十 z3 十 z2 十 Z 十 1 9183 
Z7 十 z3 十 Z2 十 1 g а" тб +28 +1 4% 
Z7 十 z3 十 Z2 十 了 413 а" тб а ыт g” 
a+r? фа? rl Га а тб фаз фт +1 g” 
Z7 十 z3 十 1 47“ r +z +z4 ge 
s +r? +r ss а" +r +z +12 g 
z7+aza+z+1 973 Z7 十 z5 十 z4 十 z? 十 1 9% 
аа g“ а" +a +з +12 +т а!" 
ата? 9755 PEF Sup aka EEEE g 
27-14 +r? +1 g? 27-15 +24 +23 4% 
а7 рай фах д" ат аб фай фаз фа? 47% 
27+ 24+ 12+т+1 9745 T +a а +r ка? +1 4” 
27 +4 + 3 4” Z7 十 z5 十 Z4 十 Z3 十 T2 十 了 д“ 
а рай фаза? 9156 араба реа g 
2z7 十 z4 十 z3 十 z2 十 1 l аш a +a +a’ 131 ra 
274-24-23 фа? +2 Га zZ7 十 z5 十 z4 十 z3 十 了 4161 
z7 十 z4 十 z3 十 z2 十 z 十 1 4% z7 十 z5 十 z4 十 z3 十 z 十 1 и” 
274142841 9203 274254241 918" 
z7 十 z4 十 z3 十 z 4° 2z7 十 z5 十 z4 十 z 4% 
а +з +23 +2+1 4776 27+ 28 +21 42+1 g” 
ETES] 17225 а +25 +1 412 
а" фа т уші а" фаў +т 6 
z7 十 z4 十 z 十 1 ga т'+т°+т+1 Г шы 
т'+т° gv тт + 18 p= 
а" +25 + а? i тт zŠ + z2 497 
Z7 十 z5 十 z2 十 1 96 27-16 фа? +1 4% 


Fəs = F>[z]/(z° + z4 + zŠ 
十 z 十 zZ 十 1) 
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h 
а" +16 + т? =. 
се - 续 表 
17+ т8 2 о : 
+2 
Е z? + zŠ +15 = 
үгіп As 4 а5 + zŠ + а? ` 
z? + zŠ +15 í 
| а 十 3 
z? + zŠ +13 + z2 Aa т. ое - 
i а +? 
22 45 а7 + zŠ +r? HHT 
р 4 56 +25 А 
z? + zŠ à Son | 
aê +23 +12 x чә И 
к z? + zŠ +15 з ИЯ 
елегі A | 十 Z 十 1 
222. z? + zŠ + z + zŠ ұй 
үзе = , T +r 
| тЇ + zŠ + z + zŠ Е 
a +z +z + A i б. 
i а" тб + zŠ ы ұй 
2. 42°" 7 ый 
| =? T +a +*+ at 8 
а +18 + zt A гар не 
2 197 
И A рар а5 + +2? +1 9 
= А aê +25 + zt +22 A 
біне g 27:28 十 了 
о +28 +25 я 
i Ж аб а +? f 
AA g 27 +28 +25 +т+1 24 
27 + zŠ + z“ + т? A | е | 
е, r ++I +r’ 2 
атна A | т* + z3 + z2 
2 227 192 
т' + тб 4 әле | 
7. 4 27 +28 +22 +1 
а? 6 = 86 j ш 4 б 
22. 4 ata 18 т%-+т?+т 
шт? + zŠ +25 + z үй 
ге ің ат“ + z3 2 
с 9 27+ 5 += +z+1 7 
; = а +25 +a р 
а" аб фай + z3 с | A 
22. д? +28 аб {ай а 
27+ 18 +1 "з 2. 
2. 4 27 {ав += 140 
T7 + zŠ a р | 
ыыр 4 274-468 十 z 十 1 
т += 5. д 
а" +28 фай {а и | ке 
неп ж? +28 аб {ай и 
ле үй х* +: 
р - а + 6 
| аа +1 - 
m? аб {ай и ' 
Ае а + 6 
йй 222 
т 2. 2° +1 Р 
аё ат Р w | 
а +z +25 + p 
| 2. 9% а? 6 т 
+28 +25 Ж 
* =+ : 
Е g' a 6 2-1 
| - ý gp 
т +78 +25 + 2 A í 
т +58 + 28+ 2 A й 
а 6 х +z 46 7 йені > 
+ z +25 2 I | 
17+ 18 +т?+т+1 "ні к. r 
т 5 
се үзі 388 
9180 7 
s tepi үй 
4% 


404 附录 F Fəs = Fs[z]/(z° +z! +r? +z + 1) 


F.3” 域 中 生成 元 g = z + 1 НН w? 十 wu R: 由 得 到 h — g? + gË 


k |9 |h=gFn+g k |g |h=g*+g 

0 g |o 32 | 422 |27 +25 +з? +1 

1 g! а? += 33 |43 |z°+zt+z+1 

2 а? zt +12 84 | 58 |+ +r +r Hr 

3 93 26 +з +13 jr 35 |g% |27 +25 +а? +1 

4 д а +2+1 36 |936 | 25 +2* +12 +1 

5 Jg [2941 37 |97 | +z +z 

6 4° 2" +х%-+х5+х*%+ т? 38 |938 |т'+т%+т°+т*+т+1 
Т g z? + zŠ + z5 + zŠ + z2 89 |g9 | зб +z 

8 g? 26 +22 +1 40 |90 |а" +26 +25 +25 +1 

9 g° 2Z4 十 72 十 了 ëk. | g z2 十 z 十 1 

10 |g° |z7+z5+za+z 42 |g? |z7+z5+zt +z 

1 |9" т+1 43 |g |а" +25 +123 +1? 

12 |42 |а +2* +12 += 44 |44 |а +1 

13 |43 | 27458 +125 а фаза т || 45 [gs |24413 

14 |g |z +22+1 46 |48 |27 +25 +23 +22 +r 
15 |45 | 264244541 47 |47 | 264124141 

16 |46 |27 +25 +2* +13 += 48 |48 | таб +22 +2 

17 |47 |а +25 +1 +23 +22 +1 49 |49 |27 +25 +z 

18 |48 | а3 +22 +=+1 50 |49 |= +22 

19 |49 |27 +25 +2=+1 51 |45 | 26424413422 

20 |49 |2'4+254+24+т 52 |g2 | за фт +1 

21 |g” |а" +а5 +13 +2 53 |49 | 2+2=3 +2=+1 

22 |g? |= +1 54 |9“ | zz7+ze+z5 十 2 十 z3 十 z2 十 z 十 1 
23 |923 | ze+z 55 |g |27 +а5 ра +1 

24 |44 | 27428412 56 | 95 |z?+z5+zt+1 

25 |925 |22 += 57 | g7 | бб аа ат 
26 |926 |=f+z 58 |498 |z ++ +23 а? +1 
97 |g” | баг 59 |49 |а*+°-+1 

28 |928 |z°+zt+1 60 |49 | 27 +26 +125 а +13 т? 
29 |429 |z +23 += 61 |44 | +26 тб т аа 12 +1 
30 |49 |z'+z5+zt+z2+1 62 |g? | зб т +1 

31 |4 | 2443 63 |498 |т'+х°+х%+х?+1 
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= = = ос = а= сос ооо ооо ооо оо ос ооо ооо ос оо ә сос ә әјә 


续 表 
һ= g +g" k g h= g + g" 
z7 十 z5 十 z4 十 z2? 十 Z 十 1 96 486 26412341 
Z7 十 z6 十 z5 十 z3 十 z2 十 并 97 g” 27 +26 +15 +2? +1 
т? +5 + фа? +1 98 4% T +26 +15 +1 +2 
а фа? ъа? +m 99 4% а7 +26 +15 +24 рат 
а" Ба? а а ка? +1 100 09 [аз х+1 
аз +1 101 11 | аб а? etl 
z7 十 z5 十 z4 十 z2 十 z 十 1 102 102 | z7+ze 二 z5 
а" + zŠ + z5 + zŠ 103 103 |1715 а тт 
Z7 十 z5 十 1 104 Мм |16418 а т 
zê +r? 105 105 | zs 二 zi 十 z2 十 z 十 1 
2Z7 十 z5 十 z4 十 Z2 十 了 106 жы Ea a Eh 
zŠ + zŠ 107 107 |17416 аб Ба +r? 
Z6 十 Z 十 1 108 їз |144 кі 
т? 109 19 |27416 +z5 +18 
а" + zŠ + z5 + z2 110 М0 | ата +1 
yatta 111 Ші [абай 
аа +а? 112 М2 |17446 +а5 +z3 +2? 
a+r +=+1 113 из | 264541 
аё +22 +1 14 ім |= 


я 


27-26 +а5 фай ат 115 27-426 аб E 


s 


z7 十 ze 十 z5 十 z3 十 1 116 3 


т 
1 117 М7 | 24а +т+1 
Z7 十 z5 十 Z2 十 了 118 ив | zs 二 z 


ZT7 十 78 十 z5 十 24 十 Z2 十 了 119 27 +16 + zŠ +1 


ааа т 120 М0 |44412 +m 

аб а +2 +1 121 021 | z7 十 z5 十 z3 十 z2 

z6 十 z4 十 z3 十 z 十 1 122 2 |тї4-+т?+т+1 

Z7 十 z5 十 z3 十 Z 十 1 123 м5 ат рая 

т'+т°+т+1 124 м |17416 т а а +1 
тЇ фа? + zt +12 125 = |1613 а? 


5 
в 


ш" фа? фай раз рат 126 а" фаў +r +1 


Жыла ха ж 2 ы о ы а а а ла е. е ПЕ а а а ш о. Же ЖЕ ла мы. 


5 
N 


aê т а а? Hel 127 аб т“ фа? т 


406 附录 F Fəs = Fs[z]/(z° + 24 += +z + 1) 


续 表 
大 4% h = g? +g" Ë g һ= g? + g 
128 |928 | z7+ zŠ +25 j+ zt + zŠ 160 | 9:80 |26 +z +z+1 
199 |g |4431 161 | 9:61 |= -+т+1 
130 |g | zs+1 162 | 9182 |z +25 +15 а ат 
181 |g | 2742542441 163 |953 |27 +25 +2 +т+1 
132 |132 z? + zŠ + zŠ + zt + z + z2 164 |4164 а +1 
133 |933 |а? +26 раба фаз фе+т || 165 | gs | 274-20-29 а? кт +1 
134 |414 | =6 фа +22 +т+1 166 | 9186 |= 
135 | 9:35 |z +25 +25 фа фа +т+1 |167 |097 | =" +26 +25 та ат 
136 | g!36 z? + zŠ + z“ + zŠ + а? 168 |4168 zt + т% + z2 
137 |497 |=" +а5 +123 +12 +=+1 169 |449 |26 +23 +22 +1 
138 9138 26 +1 170 47% 1 
139 |459 |z7+z9+z5+zt+ z 111 |g! |144 
140 |4% | 2742842542443 172 |442 |z7+z9 +15 += 
141 |441 | 2442341224041 173 |973 |16 
142 |442 |z+zs+z2 十 1 174 |474 | ze 二 zt 十 z 
143 |443 |х?'+х®+х°+ах9+хх+1 175 |479 | 244345 
М4 |g | таб раб фа фа? фе | 176 |976 | зб +r рат +1 
145 |445 | отб а‘ +13 += 177 |477 | 1423 а +т+1 
146 |446 |27 +25 ар аі +23 +1 178 |478 |17416 +58 +241 
147 |447 |тї+:%+т+1 179 |419 | z7 十 z5 十 z3 
148 |448 | 274184 18 +24 +2341 180 |449 |27 +25 +15 +04 +22 +1 
149 |449 | 2745542442341 181 |4181 |16413 +2 
150 |150 | х" +25 +25 +23 +=+1 182 | 4182 | = +125 +з +=+1 
151 |g! | 2742841542441 183 |443 | 13412 
152 |152 |х" +25 +23 +12 += 184 | 7184 |z +125 +15 т +=+1 
153 | 9153 |17416 +205 +1 185 |4185 | zs 十 z4 十 z3 
154 | 9154 |44 186 |4186 | а’ аб аб рай а фа? +1 
155 |9155 | z7 十 z5 十 24 十 73 187 |4487 | 26а а +r? +1 
156 | 9156 | zs 二 za 十 z2 十 1 188 |4188 | z7+z5 十 z4 十 z3 十 1 
157 |457 |z2+z+1 189 |0189 |z7+ze+z5 二 za 十 z2 十 1 
158 |448 | 27415 +14 412 190 |449 |17416 +25 +r? +1 
159 |449 | 2745444418 191 |g” |17416 аб фай +2 


HRF Fzs = Fo[z]/(z° +z“ +z? +z +1) 407 


g В=9 +g" Ë к 74 
4 h = д?* +g" 
g 27 +2995 jm = 224 |474 | 2341241 
g деды, 225 | 4225 | 264242741 
3 2 
| байын 226 |476 | z7 +15 +з? +12 +2 
j 227 |477 | пт 1 ка? +т+1 
9 m= 十 2 228 |478 | 2? 
4 2Z7 十 Z5 十 了 229 |479 |х'+х%+х°+т 
9 а‘ {т 230 | 9230 | +r? +z 
x г. 231 | 9231 | +r? +z 
232 | 9232 | 16 
9 т* 233 | 9233 | ze 42 
9 2Z7 十 z5 十 z4 十 z3 十 z2 十 了 234 | 47% | +r? += 
9 2842 +23 +1 235 | 4235 | 22 +1 
9 26-24-13 +12 +1 236 | 4236 | zs +22 
р 22. 237 |477 | =" + z5 + zá 
z +1 238 | 4238 | z@ + zt + z3 + z2 
g z7 十 z5 十 z4 十 z3 十 z2 十 z 十 1 239 | 4239 | 2442341 
9 z7 十 ze 十 z5 十 z4 十 z3 十 z2 十 z 十 1 | 240 |479 | za+z2+z+1 
g z7 十 z5 十 z3 十 z 十 1 241 | 924 | =" +а5 +а2 +1 
9 Z7 十 z5 十 z2 十 1 242 | 924? | z7 十 z5 十 z2 十 z 
g а" +25 243 | 9243 | 27 +25 +5842“ 
9 а" +28 +25 +2? 244 | 424 | zs 十 z2 十 z 
g zŠ 2‘ +12 245 | 4245 |т+1 
g 23 246 | 9246 | 26 +2: 
9 тї +1 247 | 4297 | 27 +28 бт т 
9 а а +2 т 248 |478 | зб аа рат +1 
9 Z7 十 z5 十 z4 十 z3 十 Z 十 1 249 |479 | 28 а + 
4 
f а 250 |479 | 27 зб +25 аа += +1 
Те т фа +1? +1 251 | 4251 | 1641841 
9 zZ7 十 ze 十 z5 十 z 十 1 252 |g? | х" аб т +т+1 
g а? фа 18 953 |253 7 6 5 2 
g Z7 十 Z5 十 ZL 254 ды тымы и 
PHT 
g aê +r тт 255 | 9255 | 0 
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附录 F Рв = F 


8 4 
т]/(ж® +z +z? +z +1) 


F.4” 域 中 生成 元 g = 
成 元 g = z+ 1 的 广义 指数 表 : 由 h 得 到 g?* + gk — h 


h 2k 
g к- 
А +g" =h h 
0 
g i - 
0 и | 
d | 9154 
| т 
f А 92% 
! { т“ + т? 2 
gph š j 
! йі 2+2 ре 
g * ; 
й дін 2z4 十 z2 十 1 4% 
4 
к” A т* +22 +1 4% 
4 
в Ж ара? +r Ж 
2 4 ара? +r , 
үй 4429 
| А 2 
| K m += a. = 
i g т* + 2 р 
2 u = +2+1 g” 
а? +1 52. 
235 А 
4 t i 
2. тї +15 
i 45 
i g 4 3 M 
2. u а +т% +а? 4% 
4 3 
а ü ай +т% +т? 41% 
4 3 
а +241 ”” 22. > 
i 4 3 
; б зй фа? +r? +1 9% 
4 4 3 
: A 24 十 Z3 十 Z2 十 了 Г 
' 4 3 
с үй ааа а +2 gee 
д 4 3 
2- с ай фа? а фт +1 4 
| А 3 
22. A аа +r? іт 1 ре 
4 4 3 
22. с аі фаз +1 4% 
й 4 3 
. үй 2142841 pE 
4 
4. - т*%+т%+т g 
4 4 3 
се, ні а‘ +34 47” 
4 
23 +12 +241 е со р 
4 
ки рй 2z4 十 zs 十 z 十 1 9% 
йін а4-1 
We ей 
2. а4-1 
д 215 
| g тї + | 
аз фт 164 й ° 
3 M Ў 
2 +241 4 я А 
3 Р i . 
Р нен а +т+1 108 
g тї + y 
2-1 
4161 


HKF Fzs = Fs[z]/(z° +z“ +z? +z +1) 


h +g =h h 

zê ee ат т? т 

zê аш аа тт 

28 +a? үз аб фа? т +1 
28 +a? а ат т? т 1 
аб +r? +1 Ё zŠ 十 Z4 + zŠ 

аб +r? +1 = T6 十 Z4 十 T3 

аб +r? +r 230 т° +z а +1? 

аб 十 Z2 +r 231 aê +z +13 + 22 

28 фа? +т+1 Ai PFE FI 
аб фа? +т+1 2a 28 +з +15 Ба? +1 
28 + 23 = 26-24 +r? +r +m 
28 +a? 299 а а фа? а? т 


25 +r? +a? = 2% + х4 На т 7+1 


26 +r? +12 = тб ти фаз а? т +1 
2842341241 ы 2842‘ 1331 


sê +a? +r? +1 ы 25% +х фа +1 


ы 
5 


аа +а2 {т 26-24 +23 + 


Ë 


a+r? фа {т 26-24 ат 


° 
Е 


z6 十 z3 十 z2 十 z 十 1 z6 十 z4 十 z3 十 z 十 1 


5 
3 


aê +r’ +12 +41 ze 十 z4 十 z3 十 z 十 1 


ааа а а ас ас а ос ос ос осо ас сас а с а с ооо сш |с 


26 +r’ +1 96 ze 十 z4 十 1 
2z6 十 z3 十 1 ze 十 z4 十 1 

z +23 += ре а 十 Z4 十 了 
+r 十 了 ы а +1 +т 

тб +з фт +1 81 7Z6 十 z4 十 Z 十 1 
a+r? +r Pe 76 十 z4 十 Z 十 1 
zê +“ чы 16-1 

26 +2“ ей 18-1 

zŠ +z +12 = 26 +z 

zŠ +z а? рез 26 +z 

28 +2 +22 +1 ре аб +т+1 

28 +2 +12 +1 ші аб +т+1 
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附录 了 F. 
эв = Fofr P 4 
]/(zs +24 +z? +z +1) 
h 
2k k 
5 9 十 9 =h h 
үші gm а" + zŠ 4 s 
a +а* +22 +z 
е | | т 5 I 
ne И 27 тб ът т? т 
Z7 十 75 十 Z2 ， 5 
ый а“ ++ 十 2 二 1 g 
z? + zŠ 2 27: | 
к, ив т т? +т+1 9 
УМ | | 7 5 
7 а +а? +1 ga 2. р 
| | | 7 5 
ғы 27 үй z? +15 +z + zŠ 
т? + z5 +22 24 
2221 a а5 +z + zŠ + z2 4 
. | ат 5 
үйі 十 z5 十 z4 十 z3 十 Z2 g 
кл й | ат 5 
| б, уз +а5 + 24 фаз фа? + 1 
: — | т? 5 И 
Na Ж +а5 + 24 фаз фа? 4+1 
ж? + 25 +23 4. 
' Е я Z5 十 24 十 z3 十 z2 十 了 g 
ж? + 25 +23 жена 
' 2225 A ати фаз а? {т 
ж? + 25 +23 
| 2-2 я аа а а? +т+1 | 
йн 4 4 7 5 
со. үй z7 十 z5 十 z4 十 z3 十 z2 十 z 十 1 
ат 5 3 | | 1 
十 z5 十 Z3 十 7Z2 十 1 48 522. 
а + 5 3 x | 1 
i 222. 5 45542441341 
уін 4 | а? 5 И 
22. 2 +25 +14 +13 += 
= 4 š а? 5 р 
я 十 z5 十 z4 十 z3 十 了 
| ре | т? 5 А ° 
i tl ен 十 z5 十 z4 十 z3 十 z 十 1 g 
ж? + 25 +23 з 
FE йы +1 g” Р Ag 2” | 
3 
| х5 十 z3 十 1 935 т р 
ұй: 4 | т 5 
= ұй a + +з +1 
z? +15 + zŠ + 
и ұй +5 += 
2. т? + 5 4 g 
ки” үй +5 +: 
z? +15 + zŠ ЖАЙ j 
ысы 8 +5 +5+1 
а" +15 а 2 . 
и үйі 十 25 十 2 十 2 十 1 
а? 5 | 
2 2 +25 +1 
| g” 
z7 +а5 + zt + 22 р? ш. 
9 
a +а5 + zt + т? a . 
в 
а" + 5 4 Й | | 
А 15-24 фа? +1 93° Богев 
5 i 1 
а" Баб ай фа? +1 Ре 2. 
4 T н 
5 
m +z +z+1 
g 
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续 表 
h #?* +д* =В h g* +g" =h 
а" +r? + zŠ 41% а" фаб фаб Бтз рат 4" 
а" +Ê + zŠ 92271 274-126 +15 ра +12 jr 4167 
z? + zŠ + z5 + 22 4% 27 +х%-+х°-+т*%+т?+т+1 Т ый 
z? + zŠ + z5 +1? 922 27 16 +25 +1 4124541 Г шаш 
27 +16 +z5+z2+1 g а" +zŠ +15 + zt + z3 = 
Z7 十 z6 十 z5 十 z2 十 1 т а" +zŠ +15 т E g 
а +26 т а? z 4 а" тб тб + zt фа + 22 4% 
ZT тб ат 9253 а" тб тб фай фа + 22 Ba 
T +a? +a +a? +r gE 和 g” 
z7 十 z6 十 z5 十 z2 十 z 十 1 p" z7 十 ze 十 z5 十 zt 十 z3 十 z2 十 1 Г аш 
ж? + zŠ + z5 +13 g" а" тб + тб фай фаза т 93 
ж? + zŠ + z5 +13 ga а" тб + тб ай фаза т 4% 
27-46 аб +28 +12 g 27-16 аб а а фа арт 1 | gt 
27-46 аб +28 +12 g”? 27-16 аб artaal) 0208 
Z7 十 ze 十 z5 十 z3 十 Z2 十 1 | Z7 十 ze 十 z5 十 z4 十 z3 十 1 4448 
27 +26 +25 + 13 +12 +1 92° Z7 十 ze 十 z5 十 z4 十 z3 十 1 p" 
Z7 十 z6 十 Z5 十 z3 十 T2 十 了 4% Z7 十 z6 十 z5 十 z4 十 T3 十 了 g 
T +26 +25 1312г 4462 Z7 十 z6 十 z5 十 z4 十 Z3 十 了 4 
Z7 十 ze 十 z5 十 z3 十 z2 十 z 十 1| gs z7 十 ze 十 z5 十 24 十 za 十 z 十 1 g” 
zZ7 十 z6 十 z5 十 z3 十 z2 十 z 十 1| 297 z7 十 z6 十 z5 十 24 十 za 十 z 十 1 m 
2" + 26 +25 +13 +1 4% 374+ 2041541441 9181 
2" + 26 +25 +13 +1 4“ z7 十 z6 十 z5 十 24 十 1 p” 
2" +26 +25 +13 +2 p” z7 十 z6 十 z5 十 z4 十 了 4% 
2" +26 +125 +13 +2 pr z7 十 z6 十 z5 十 Z4 十 了 г” 
27-16 +25 +a аз z7 十 z6 十 z5 十 z4 十 z 十 1 g 
27+ 1641541234241 "aa zZ7 十 z6 十 z5 十 24 十 z 十 1 ge 
а" +a? + zŠ +1 455 Z7 十 z6 十 z5 十 1 p” 
Z7 十 z6 十 Z5 十 2Z4 Z7 十 z6 十 z5 十 1 Г аы 
27 +a? +15 +z + 22 9% а" фаб фаб фт д? 
2Z7 十 z6 十 z5 十 z4 十 z2 т" т'+т%+т°+т 4729 
27-15 15 ыра +1241 02% 17-16 фаб +т+1 ғ" 
z ++" +a ++ ge z7 十 z6 十 z5 十 7 十 1 г ші 


b 进 制 表示 , 11 


Carmichael 数 , 203 


Eratosthenes 0112, 4 
Euler 伪 素 数 , 205 


Fpn, 300 
Fermat 素数 , 51 
Fermat 素性 检验 , 201 
Fermat 小 定理 , 78 
Fa, 327 

Fa 的 本 原 元 , 328 

Ел, 的 生成 元 , 328 
Frobenius 自 同 构 , 330 


Galois 扩张 , 318 

Galois 理论 的 基本 定理 , 319 
Gauss 引 理 , 134 

六 不 变量 , 341 

KK- 同 构 , 315 


Lagrange 定理 , 245 


Mersenne 素数 , 51 
Miller-Rabin 素性 检验 , 209 


т 次 同 余 式 , 91 


p IGH Fp, 276 


Solovay-Stassen 素性 检验 , 207 


Weierstrass 方程 , 340 
Wilson 定理 , 79 


A 
安全 素数 , 197 


B 


ЗЫ, 232 

倍数 , 1 

倍 元 , 272, 288 

本 原 多 项 式 , 300, 328 
不 变 域 , 317 

不 可 约 多 项 式 , 289, 313 
不 可 约 数 , 3 

不 可 约 元 , 272 

不 完全 商 , 7, 290 

部 分 商 , 214, 218 


C 
超越 扩张 , 312 
超越 数 , 312 
乘法 , 232 
乘 性 函数 , 72 
FEKK, 260 
纯 循环 简单 连 分 数 , 227 


D 


代表 元 , 63 

代数 扩张 , 312 
代数 数 , 312 
代数 无 关 , 327 
代数 系 , 232 
代数 相关 , 327 
带 余数 除法 , 6 
单 扩张 , 310 
单 同 态 , 249 
单位 元 , 232 
等 价 关系 , 55, 296 
定义 多 项 式 , 313 
对 称 群 , 237 
对 换 , 262 


引 
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LHR f 在 К 上 的 分 裂 域 , 324 
多 项 式 分 式 域 , 276 

多 项 式 互 素 , 292 

多 项 式 互 质 , 292 

多 项 式 环 , 270 

多 项 式 基底 , 335 

多 项 式 欧 几 里 得 除法 , 115, 291 


E 


二 次 非 剩 余 , 125 
二 次 互 反 律 , 137 
二 次 剩余 , 125 

二 平方 剩余 , 125 


分 式 域 , 276 


G 


{ШЕ РЁ (Galois) 群 , 315 
公 因 数 , 21 

ЭСЕ, 313 
广义 欧 几 里 得 除法 , 23 


H 


合式 , 289 
合 数 , 3 

和 理想 , 279 
核子 群 , 250 
互 素 , 21 
互 质 , 21 
环 , 268 


积 理想 , 279 

基底 , 260 
简单 连 分 数 构造 , 213 
简化 剩余 类 , 68 
简化 剩余 系 , 69 
浙 近 分 数 , 214, 218 
交错 群 , 264 


交换 环 , 268 
绝对 值 最 小 完全 剩余 系 , 64 
绝对 值 最 小 余数 , 9 


扩 域 , 309 


勒 让 得 (Legendre) 符号 , 131 
理想 , 277 

理想 生成 元 , 277 

零 因子 , 270 

2270, 232 

轮换 , 262 


M 
满 同 态 , 249 
Жата 可 道 元 , 92 
Ж m 00176, 92 
Ж т 指标 , 191 
Ж m 指数 , 166 
模 m,n 次 非 剩余 , 193 
模 m,n 次 剩余 , 193 
Ж p 平方 根 , 149 
模 多 项 式 同 余 , 296 
模 重 复 平方 计算 法 , 80 


N 


逆序 数 , 263 
2070, 270 


[9] 


欧 几 里 得 除法 , 6 

欧 拉 定理 , 76 

欧 拉 函数 , 67 

欧 拉 判别 条 件 ,128, 132 
偶 置换 , 264 


判别 式 , 341 
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Е 


ВИК, 243 
平方 非 剩 余 , 125 


Q 


奇 置换 , 264 

契 比 谢 夫 不 等 式 , 49 
强 伪 素数 , 209 

群 , 233 

群 的 秩 , 261 
群 同 构 , 249 


商 环 , 282 

商 集 , 244 

RIRE, 248 
生成 的 子 环 , 310 
生成 的 子 域 , 310 
剩余 , 63 
剩余 类 , 63 

素 理想 , 284 
素数 , 3 

素数 定理 , 49 
素 元 , 272 

算术 基本 定理 , 43 


т 
特征 , 273 

同 构 , 249 

同 态 , 249 

同 态 , 315 

同 态 分 解 定 理 , 283 
FR, 54 

同 余 式 , 91 

椭圆 曲线 , 341 
椭圆 曲线 加 法 原理 , 342 


w 


完全 剩余 系 , 63 

伪 素 数 , 199 
无 穷 远 点 , 341 

无 限 简单 连 分 数 , 219 


无 限 连 分 数 , 219 
无 限 维 扩 域 , 309 


x 


线性 无 关 , 260 
相伴 的 , 272 

像 子 群 , 250 

循 纯 环 连 分 数 , 227 
循环 简单 连 分 数 , 227 
循环 连 分 数 , 227 
循环 群 , 242 


雅 可 比 (Jacobi) 符号 , 143 
因 式 , 288 

因数 , 1 

因子 , 272 

有 单位 元 环 , 268 

有 限 简单 连 分 数 , 218 
有 限 扩张 , 309, 310 
有 限 连 分 数 , 218 

有 限 生成 群 , 242 

有 限 维 扩 域 , 309 
余 式 , 290 

余数 , 7 

域 , 271 

原 根 , 166 

运算 , 232 


7 


银 转 相 除法 , 23 
真 生成 的 子 群 , 242 
真 因子 , 272 
真子 群 , 241 
整除 , 1, 272, 288 
整 环 , 271 
整数 分 解 定理 , 42 
正规 基 , 335 

正规 子 群 , 248 
直 和 , 260 

直 积 , 260 
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指标 , 244 自由 交换 群 , 260 
质数 , 3 最 大 公 因 式 , 292 
置换 , 237 最 大 公 因数 , 21 
置换 群 , 264 最 小 非 负 完全 剩余 系 , 64 
中 国 剩余 定理 , 97 最 小 非 负 余数 , 8 
周期 序列 , 365 最 小 公 倍 式 , 293 
主 理想 , 277 最 小 公 倍 数 , 39 
主 理想 环 , 279 最 小 余 式 , 298 
子 群 , 241 最 小 正 完全 剩余 系 , 64 
自然 同 态 , 283 最 小 正 余数 , 8 


自 同 构 , 249 


no 
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